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Рассматривается метод изучения дисперсионных характеристик фотонных кристаллов — сред с пе-
риодически меняющейся в пространстве диэлектрической проницаемостью. Метод основывается на пред-
ставлении волновых функций и диэлектрической проницаемости периодической среды в виде рядов Фу-
рье и последующей их подстановки в волновое уравнение, приводящей к формулировке дисперсионного
уравнения. Пользуясь последним, для каждого значения волнового вектора можно определить набор соб-
ственных частот, каждая из которых, являясь непрерывной функцией волнового числа, образует отдель-
ную дисперсионную кривую. Коэффициенты фурье-разложения диэлектрической проницаемости, завися-
щие от векторов обратной решетки фотонного кристалла, определяются на основе данных о геометри-
ческих характеристиках элементов, образующих кристалл, их электрофизических свойствах и плотности
заполнения кристалла. Решение найденного дисперсионного уравнения позволяет получить полную ин-
формацию о количестве мод, распространяющихся в периодической структуре на различных частотах,
и о возможности формирования в ней запрещенных зон — диапазонов частот, в пределах которых вол-
новое распространение через фотонный кристалл невозможно. Основное внимание в работе уделяется
приложению данного метода к анализу дисперсионных свойств металлических фотонных кристаллов.
Сложности, возникающие в данном случае из-за наличия собственных дисперсионных свойств металлов,
образующих элементы кристалла, преодолеваются аналитическим описанием их диэлектрической про-
ницаемости, основывающимся на модели свободных электронов. В итоге формулируется дисперсионное
уравнение, численное решение которого легко алгоритмизируется, что позволяет определять дисперсион-
ные характеристики металлических фотонных кристаллов с произвольными параметрами. В работе со-
поставляются полученные по данной методике результаты расчета дисперсионных диаграмм, характери-
зующих двумерные металлические фотонные кристаллы, с экспериментальными данными и численными
результатами, полученными с использованием метода самосогласованных уравнений. Демонстрируется
их хорошее согласие.

Ключевые слова: численные методы, фотонные кристаллы, зоны Бриллюэна, дисперсион-
ные характеристики, запрещенные зоны, спектр
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A method for studying the dispersion characteristics of photonic crystals — media with a dielectric constant
that varies periodically in space — is considered. The method is based on the representation of the wave functions
and permittivity of a periodic medium in the form of Fourier series and their subsequent substitution into the wave
equation, which leads to the formulation of the dispersion equation. Using the latter, for each value of the wave
vector it is possible determined a set of eigen frequencies. Each of eigen frequency forms a separate dispersion
curve as a continuous function of the wave number. The Fourier expansion coefficients of the permittivity, which
depend on the vectors of the reciprocal lattice of the photonic crystal, are determined on the basis of data on the
geometric characteristics of the elements that form the crystal, their electrophysical properties and the density of
the crystal. The solution of the dispersion equation found makes it possible to obtain complete information about
the number of modes propagating in a periodic structure at different frequencies, and about the possibility of
forming band gaps, i.e. frequency ranges within which wave propagation through a photonic crystal is impossible.
The focus of this work is on the application of this method to the analysis of the dispersion properties of metallic
photonic crystals. The difficulties that arise in this case due to the presence of intrinsic dispersion properties of
the metals that form the elements of the crystal are overcome by an analytical description of their permittivity
based on the model of free electrons. As a result, a dispersion equation is formulated, the numerical solution
of which is easily algorithmized. That makes possible to determine the dispersion characteristics of metallic
photonic crystals with arbitrary parameters. Obtained by this method the results of calculation of dispersion
diagrams, which characterize two-dimensional metal photonic crystals, are compared with experimental data and
numerical results obtained using the method of self-consistent equations. Their good agreement is demonstrated.
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Введение

Одним из интересных объектов исследований в оптике и радиофизике последних деся-
тилетий, с которым связывают разнообразные перспективы практического применения, явля-
ются фотонные кристаллы (ФК) — среды с периодически меняющейся в одном, в двух или
в трех направлениях в пространстве диэлектрической проницаемостью с характерным масшта-
бом периодичности, сопоставимым с длиной волны электромагнитного излучения. Современная
концепция ФК была сформулирована в работе [Yablonovitch, 1987]. Ключевое понятие теории
фотонных кристаллов — запрещенная зона, означает полосу частот, в пределах которой подавля-
ется распространение электромагнитных волн через ФК. Физическая природа такого подавления
заключается в брэгговском рассеянии излучения на периодических неоднородностях среды. Та-
ким образом, спектр пропускания любого ФК представляет собой чередование запрещенных
и разрешенных зон, при этом в диапазоне последних излучение практически свободно проходит
через ФК.

Теоретические методы, использовавшиеся для изучения свойств ФК на всех этапах ис-
тории их исследований, весьма разнообразны. Поскольку задача возбуждения ФК электромаг-
нитным полем — типичная дифракционная задача, изначально использовались хорошо развитые
к моменту появления работы [Yablonovitch, 1987] применительно к задачам рассеяния на дифрак-
ционных решетках различной размерности аналитические и численно-аналитические методы
(например, методы матриц передачи и матриц рассеяния, исходящие из физической постановки
проблемы, метод полуобращения матричных операторов и модифицированный метод вычетов,
оперирующие математической формулировкой краевой дифракционной задачи и т. д. [Кравченко
и др., 2009]). По мере развития вычислительной техники все большую популярность приобре-
тали строгие численные методы. К числу последних относятся широко используемые в послед-
ние годы прямые методы численного решения уравнений Максвелла — метод конечных элемен-
тов [Гринев, Гиголо, 2015] и метод конечных разностей во временной области [Gao, Yang, Wang,
2016].

Указанные методы позволяют определять спектры пропускания и пространственное рас-
пределение поля в ФК любой размерности, но не дают полной информации о дисперсионных
свойствах таких структур, в частности о диапазонах частот формирования полных запрещенных
зон, в пределах которых распространение излучения через ФК подавляется во всех направле-
ниях. Для изучения дисперсионных характеристик ФК может использоваться метод разложения
по плоским волнам, позволяющий определять количество распространяющихся в ФК мод на
различных частотах, а также границы и степень полноты формирования частотных диапазо-
нов, запрещенных для распространения излучения в таких структурах [Lourtioz, Benisty, Berger,
2008]. Целью настоящей работы является обсуждение особенностей использования данного ме-
тода применительно к анализу дисперсионных характеристик металлических ФК, привлекающих
к себе внимание исследователей нетипичными для диэлектрических ФК электродинамическими
свойствами [Ветлужский, 2017].

Метод разложения по плоским волнам применительно к анализу
дисперсионных свойств двумерных фотонных кристаллов

Суть метода сводится к следующему. Рассмотрим ФК, периодический в трех измерениях,
электрическое поле в котором удовлетворяет уравнению Гельмгольца:

∇ × {∇ × E(r)} + ε(r)
ω2

c2
E(r) = 0, (1)
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где r — 3D-вектор в координатном пространстве. Вектор E представим в виде плоской волны:

E(r) = Ek,n(r)eikr,

где k — волновой вектор, n — номер собственного состояния системы, Ek,n(r) — периодиче-
ская функция с периодичностью решетки, удовлетворяющая соотношению Ek,n(r) = Ek,n(r + R),
где R — трехмерный вектор трансляции:

R = l1d1 + l2d2 + l3d3, (2)

где d1, d2, d3 — базисные векторы трехмерной решетки, l1, l2, l3 — целые числа. Отметим, что
в данной работе предполагается зависимость гармонических сигналов от времени в виде e−iωt.

Представим волновую функцию в пространстве волновых векторов вместо координатного
пространства:

Ek,n(r) =
∑

G

E′k,n(G)ei(k+G)r, (3)

где G — вектор обратной решетки кристалла (R·G = 2πn, где n — целое число). Базисные векторы
обратной решетки имеют размерность обратной длины и определяются соотношениями

b1 =
2π
V0

d2 × d3, b2 =
2π
V0

d1 × d3, b3 =
2π
V0

d2 × d1, (4)

где V0 — объем элементарной ячейки кристалла.
По аналогии с разложением (3) диэлектрическая функция также может быть разложена

в ряд Фурье благодаря ее пространственной периодичности в ФК:

ε(r) =
∑

G

ε̂(G)eiGr, (5)

где ε̂(G) — коэффициенты фурье-разложения, зависящие от векторов обратной решетки и опре-
деляемые следующим образом:

ε̂(G) =
1

V0

∫

V0

ε(r)e−iGr d3r, (6)

где V0 — объем ячейки Вигнера – Зейтца трехмерной периодической структуры. Подставляя (3)
и (5) в (1), учитывая, что ∇×(ueiυr) = iv×ueiυr, и выполняя ряд преобразований [Lourtioz, Benisty,
Berger, 2008], получаем

(k + G) ×
{
(k + G) × E′k,n(G)

}
=
ω2

k,n

c2

∑

G′
ε̂(G − G′)E′k,n(G′), (7)

где ωk,n — собственные значения задачи. Пользуясь выражением (7), для каждого значения k
можно таким образом получить набор собственных частот ωk,n, каждая из которых является
непрерывной функцией k и образует отдельную дисперсионную кривую. Аналогичное (7) выра-
жение может быть записано и для магнитных волн.

В двумерном случае, например для ТМ-волн в ФК, образованном системой параллельно
ориентированных цилиндрических элементов (вектор E параллелен осям цилиндров), уравнения
Максвелла имеют вид

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= −i
ω

c
Dz = −i

ω

c
ε(r‖)Ez,

∂Ez

∂x
= −i
ω

c
Hy,

∂Ez

∂y
= i
ω

c
Hx,
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где r‖ — координатный 2D-вектор, расположенный в плоскости, перпендикулярной осям цилин-
дров (x0y). Это приводит к следующей формулировке уравнения Гельмгольца:

{
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2

}
E(r‖) + ε(r‖)

ω2

c2
E(r‖) = 0. (8)

Подстановка (3) и (5) в (8) приводит к упрощенному виду уравнения (7), описывающему соб-
ственные волны двумерной системы:

(k‖ + G‖)
2 · E′k,n(G‖) =

ω2
k,n

c2

∑

G′
ε̂(G‖ − G′‖)E′k,n(G′‖). (9)

Здесь G‖ и G′‖ — плоскостные векторы обратной решетки, k‖ — плоскостной волновой вектор.
Решение данного уравнения зависит от соответствующего представления коэффициентов Фурье
в разложении (5) функции диэлектрической проницаемости.

Для периодической структуры можно записать

ε(r‖) = ε0 + (ε − ε0)
∑

l

Ω(r‖ − r‖(l)), (10)

где Ω — шаговая функция, равная единице внутри элемента ФК и принимающая нулевое значе-
ние вне его, r‖(l) — двумерный вектор трансляции решетки, ε — диэлектрическая проницаемость
элемента, ε0 — проницаемость межэлементной среды.

Запишем выражение (6) для двумерной ситуации в виде

ε̂(G‖) =
1

S 0

∫

S 0

ε(r‖)e
−iG‖r‖ d2r‖, (11)

где интегрирование идет по всей площади S 0 ячейки Вигнера – Зейтца, определяемой с учетом
обозначений в (2) как S 0 = |l1d1 × l2d2|. Полагая, что диэлектрическая проницаемость меж-
элементной среды равна единице и подставляя (10) в (11), получаем следующее представление
коэффициентов Фурье в (5):

ε̂(G‖) = δG‖0 +
ε − 1
S 0

∫

S 0

Ω(r‖)e
iG‖r‖ d2 r‖. (12)

Здесь δG‖0
— дельта Кронекера, равная единице, если G‖ = 0, и нулю — в противном случае.

Скалярное произведение G‖r‖ в правой части последнего выражения может быть записано в ви-

де
∣∣∣G‖

∣∣∣ r‖ cos ϕ, где ϕ — угол между векторами G‖ и r‖. Для двумерного ФК, элементы которого
представляют собой неперекрывающиеся цилиндры, учитывая круговую симметрию такой си-
стемы, выражение (12) можно записать в виде

ε̂(G‖) = δG‖0 +
ε − 1
S 0

a∫

r=0

2π∫

ϕ=0

ei
∣∣∣∣G‖

∣∣∣∣r‖ cosϕ dr‖ dϕ,

где a — радиус цилиндрического элемента. Используя разложение функций вида exp(in cos ϕ)
в ряд по функциям Бесселя [Бейтмен, Эрдейи, 1974], окончательно получаем

ε̂(G‖) = 1 + (ε − 1) f , G‖ = 0, (13а)

ε̂(G‖) = 2(ε − 1) f
J1

(∣∣∣G‖
∣∣∣ a

)
∣∣∣G‖

∣∣∣ a
, G‖ � 0. (13б)

Здесь f — коэффициент заполнения структуры, J1 — функция Бесселя первого порядка.

2022, Т. 14, № 5, С. 1059–1068
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Подстановка (13) в (9) приводит к уравнению, численное решение которого достаточно
легко алгоритмизируется, что позволяет определить дисперсионные характеристики двумерных
диэлектрических ФК с произвольными параметрами. Для получения приемлемой точности рас-
четов число членов разложения в (3) выбирается исходя из плотности структуры и величины
диэлектрической проницаемости элементов и увеличивается с их ростом.

Анализ дисперсионных свойств металлических фотонных кристаллов

Сложность применения описанного подхода к анализу зонной структуры ФК, образован-
ных металлическими элементами, заключается в ярко выраженных собственных дисперсионных
свойствах металлических материалов и необходимости их аналитического описания для исполь-
зования метода разложения по плоским волнам. Для анализа зонной структуры металлических
ФК с помощью метода разложения по плоским волнам можно использовать дисперсионное пред-
ставление диэлектрической проницаемости металла, описываемое моделью свободных электро-
нов:

ε(ω) = 1 − ω
2
p

ω2
, (14)

где ωp — плазменная частота металла. Ранее на такую возможность указывалось в рабо-
те [McGurn, Maradudin, 1993]. Используя представление (14) в выражениях (13), приходим к сле-
дующим результатам:

ε̂(G‖) = 1 − f
ω2

p

ω2
, G‖ = 0, (15а)

ε̂(G‖) = − f
ω2

p

ω2

J1

(∣∣∣G‖
∣∣∣ a

)
∣∣∣G‖

∣∣∣ a
, G‖ � 0. (15б)

Подстановка выражений (15) в (9) позволяет получить окончательное соотношение, определя-
ющее собственные волны двумерного металлического ФК в плоскости, перпендикулярной эле-
ментам:

∑

G′

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(k‖ + G‖)

2δG‖,G
′
‖
+ f
ω2

p

ω2

2J1

(∣∣∣G‖ − G′‖
∣∣∣ a

)
∣∣∣G‖ − G′‖

∣∣∣ a

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
E′k,n(G′‖) =

ω2
k,n

c2
E′k,n(G‖). (16)

Описанная методика в принципе позволяет исследовать дисперсионные характеристики
любых металлических двумерных решеток с любым коэффициентом заполнения. Для анализа
работоспособности и эффективности описанного подхода сопоставим получаемые с его помо-
щью результаты с результатами, определяемыми иными методами.

Рассмотрим квадратную решетку, образованную металлическими цилиндрами кругового
поперечного сечения. Базисные векторы (2) в этом случае имеют вид

d1 = (d1, 0) и d2 = (d2, 0),

а соответствующие векторы обратной решетки (4) выражаются как

b1 =

(
2π
d1

, 0

)
и b2 =

(
0,

2π
d2

)
,

где d1 и d2 — периоды структуры в двух направлениях (рис. 1). На рис. 1, б серым цветом
выделена первая зона Бриллюэна — интервал минимально возможных неэквивалентных значе-
ний волнового числа в периодической структуре. Компоненты волновых векторов k = (kx, ky)
в пределах первой зоны могут принимать значения из диапазонов

kx ∈
[
− π

d1

,
π

d1

]
, ky ∈

[
− π

d2

,
π

d2

]
.
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Рис. 1. Двумерный ФК (а), обратная решетка кристалла с выделенной серым цветом первой зоной Брил-
люэна (б), обозначение неприводимой зоны Бриллюэна (в)

В пределах первой зоны имеются три точки высокой симметрии, традиционно обознача-

емые символами Γ с координатой (0, 0), X —
(
π
d1
, 0

)
и M —

(
π
d1
, πd2

)
(рис. 1, в). Треугольник,

образованный этими тремя точками, называют неприводимой зоной Бриллюэна. В силу симмет-
рии кристалла и, как следствие, обратной решетки при построении зонных диаграмм достаточно
рассмотреть изменения волнового вектора вдоль краев неприводимой зоны, пренебрегая другими
областями первой зоны Бриллюэна, чтобы получить исчерпывающую информацию о дисперси-
онных характеристиках ФК.

Полагая, что периоды d1 = d2 = d, рассмотрим зонную структуру ФК для случая E поля-
ризованных волн. На рис. 2 представлены результаты расчета для шести основных мод в метал-
лическом ФК, образованном алюминиевыми элементами (ωp = 3570 ТГц [El-Kady et al., 2000])

с разными коэффициентами заполнения f = πa
2

d2 .

Рис. 2. Дисперсионные диаграммы для металлических ФК с коэффициентами заполнения f =

= 3,14 · 10−4 (а), 7,85 · 10−3 (б), 12,56 · 10−2 (в). Запрещенные зоны указаны прямоугольными областями.
Пунктир (б) указывает на существование запрещенной зоны в направлении ГХ. Количество плоских волн
в разложении (3), использованных в расчетах, равнялось 77 (а), 115 (б) и 169 (в)

Все диаграммы демонстрируют наличие низкочастотной полной (в плоскости, перпенди-
кулярной осям цилиндров) запрещенной зоны, верхняя граница которой с увеличением коэф-
фициента заполнения смещается в высокочастотную область. Как известно [Ветлужский, 2015],
причиной формирования этой запрещенной зоны является проявление металлическими ФК плаз-
монных свойств. При значительном росте заполнения структуры формируется вторая полная за-
прещенная зона, своим существованием обязанная типичным для ФК механизмам брэгговского
отражения. Отметим, что к границам запрещенных зон дисперсионные кривые подходят по ка-

2022, Т. 14, № 5, С. 1059–1068



1066 А.Ю. Ветлужский

сательной, имея нулевой наклон относительно оси частот, что свидетельствует о равенстве нулю
групповой скорости волн в ФК на этих частотах.

На рис. 3 приведены результаты расчетов пропускающей способности кристаллов раз-
личной геометрии. Соответствующие спектральные зависимости были получены методом само-
согласованных уравнений [Ломухин, Ветлужский, 2003]. Исследуемый ФК представлял собой
решетку из 121 элемента (11 на 11) с периодом d = 1 см и радиусами элементов a = 0,05 см ( f =
= 7,85 · 10−3). Полученные расчетные данные демонстрируют зависимость спектра пропускания
металлического ФК от направления распространения падающего на него излучения. Рис. 3, а
описывает прохождение волны в направлении ГХ или с использованием двумерных индексов
Миллера [Киттель, 1978] — в направлении (10), рис. 3, б — в направлении ГМ (11).

Рис. 3. Сплошные кривые — рассчитанные спектры пропускания ФК с коэффициентом заполнения f =
= 7,85 · 10−3: (а) в направлении ГХ (10); (б) в направлении ГМ (11). Кривые 1–3 описывают результаты
экспериментов для ФК с различными периодами решетки: d = 1 см (1), 1,5 см (2), 3 см (3). Точками
обозначены величины интенсивности поля, определенные на соответствующих частотах

В обоих случаях в диапазоне 0÷9 ГГц наблюдается запрещенная для прохождения излуче-
ния через кристалл полоса частот. Ее границы находятся в полном соответствии с результатами
анализа дисперсионных характеристик, представленными рис. 2, б. Вторая запрещенная зона —
15÷19,5 ГГц — формируется только в направлении ГХ (см. рис. 2, б — область диаграммы, огра-
ниченная пунктиром) вследствие выполнения условий брэгговского отражения и исчезает при
изменении направления распространения падающей волны. На частотах вне указанных диапа-
зонов излучение практически свободно проходит через структуру, что дает основание называть
соответствующие области спектральных характеристик ФК разрешенными зонами.

Для апробации результатов моделирования в настоящей работе проводилась эксперимен-
тальная проверка основных теоретически установленных закономерностей. В лабораторных
условиях измерения проводились с помощью модифицированного для этих целей комплекта
аппаратуры, предназначенной для измерения ослаблений в высокочастотных трактах и обеспе-
чивающей непрерывное сканирование в диапазоне частот 5,6÷12,05 ГГц. В качестве передающей
антенны применялся открытый конец прямоугольного волновода соответствующего поперечного
сечения, роль приемной выполнял четвертьволновый несимметричный вибратор. При проведе-
нии экспериментов металлические ФК моделировались системой проволочных элементов, длина
которых многократно превышала наибольшую длину волны, используемую в измерениях. Сами
элементы были установлены на проводящую подложку (см. вставку на рис. 3, б). Методика полу-
чения экспериментальных данных заключалась в проведении калибровочных измерений, в ходе
которых определялся опорный уровень поля над проводящей плоскостью, затем — основных из-
мерений с использованием ФК и окончательно — в нормировке полученных данных опорным

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Анализ дисперсионных характеристик металлических . . . 1067

уровнем поля. В результате, как и в ходе численного моделирования, процесс прохождения волн
через ФК характеризовался относительной интенсивностью поля.

Поскольку при сопоставлении с расчетными данными на рис. 3 обеспечить шестикратное
перекрытие по частоте при сохранении условий проведения эксперимента оказалось невозмож-
ным, измерения проводились с тремя структурами, имеющими период 1 см, 1,5 см и 3 см.
Результаты экспериментов представлены на рис. 3 ломаными линиями, каждая из которых со-
стоит из трех ветвей, хорошо согласующихся между собой. То же можно сказать о теоретических
и экспериментальных зависимостях в целом, демонстрирующих весьма близкое поведение.

Заключение

Таким образом, в работе представлен высокоэффективный метод анализа дисперсионных
свойств металлических ФК. Корректность метода доказана сопоставлением полученных с его
помощью дисперсионных характеристик с результатами строго численного моделирования и экс-
периментальными данными. Описанный в работе подход ограничивается простейшим представ-
лением диэлектрической проницаемости металла, описываемой моделью свободных электронов,
однако дает возможность учета потерь в материале элементов изменением вида выражения (14).
Отметим, что особенностью данного метода является лежащее в его основе допущение о неогра-
ниченной протяженности ФК. Следствием этого является необходимость некоторой корректи-
ровки получаемых с его помощью результатов при анализе зонной структуры спектра весьма
малоэлементных структур.
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