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В данной работе рассматриваются задачи выпуклой стохастической оптимизации, возникающие в анализе дан-
ных (минимизация функции риска), а также в математической статистике (минимизация функции правдоподобия).
Такие задачи могут быть решены как онлайн-, так и офлайн-методами (метод Монте-Карло). При офлайн-подходе
исходная задача заменяется эмпирической задачей — задачей минимизации эмпирического риска. В современном
машинном обучении ключевым является следующий вопрос: какой размер выборки (количество слагаемых в функ-
ционале эмпирического риска) нужно взять, чтобы достаточно точное решение эмпирической задачи было решением
исходной задачи с заданной точностью. Базируясь на недавних существенных продвижениях в машинном обуче-
нии и оптимизации для решения выпуклых стохастических задач на евклидовых шарах (или всем пространстве),
мы рассматриваем случай произвольных шаров в p-нормах и исследуем, как влияет выбор параметра p на оценки
необходимого числа слагаемых в функции эмпирического риска.

В данной работе рассмотрены как выпуклые задачи оптимизации, так и седловые. Для сильно выпуклых задач
были обобщены уже имеющиеся результаты об одинаковых размерах выборки в обоих подходах (онлайн и офлайн) на
произвольные нормы. Более того, было показано, что условие сильной выпуклости может быть ослаблено: получен-
ные результаты справедливы для функций, удовлетворяющих условию квадратичного роста. В случае когда данное
условие не выполняется, предлагается использовать регуляризацию исходной задачи в произвольной норме. В отли-
чие от выпуклых задач седловые задачи являются намного менее изученными. Для седловых задач размер выборки
был получен при условии γ-роста седловой функции по разным группам переменных. Это условие при γ = 1 есть
не что иное, как аналог условия острого минимума в выпуклых задач. В данной статье было показано, что размер
выборки в случае острого минимума (седла) почти не зависит от желаемой точности решения исходной задачи.

Ключевые слова: выпуклая оптимизация, стохастическая оптимизация, регуляризация, ост-
рый минимум, условие квадратичного роста, метод Монте-Карло
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In this paper, we consider convex stochastic optimization problems arising in machine learning applications (e. g.,
risk minimization) and mathematical statistics (e. g., maximum likelihood estimation). There are two main approaches to
solve such kinds of problems, namely the Stochastic Approximation approach (online approach) and the Sample Average
Approximation approach, also known as the Monte Carlo approach, (offline approach). In the offline approach, the problem
is replaced by its empirical counterpart (the empirical risk minimization problem). The natural question is how to define
the problem sample size, i. e., how many realizations should be sampled so that the quite accurate solution of the empirical
problem be the solution of the original problem with the desired precision. This issue is one of the main issues in modern
machine learning and optimization. In the last decade, a lot of significant advances were made in these areas to solve convex
stochastic optimization problems on the Euclidean balls (or the whole space). In this work, we are based on these advances
and study the case of arbitrary balls in the �p-norms. We also explore the question of how the parameter p affects the estimates
of the required number of terms as a function of empirical risk.

In this paper, both convex and saddle point optimization problems are considered. For strongly convex problems,
the existing results on the same sample sizes in both approaches (online and offline) were generalized to arbitrary norms.
Moreover, it was shown that the strong convexity condition can be weakened: the obtained results are valid for functions
satisfying the quadratic growth condition. In the case when this condition is not met, it is proposed to use the regularization
of the original problem in an arbitrary norm. In contradistinction to convex problems, saddle point problems are much less
studied. For saddle point problems, the sample size was obtained under the condition of γ-growth of the objective function.
When γ = 1, this condition is the condition of sharp minimum in convex problems. In this article, it was shown that the
sample size in the case of a sharp minimum is almost independent of the desired accuracy of the solution of the original
problem.
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Введение

Подавляющее число задач математической статистики [Spokoiny, Dickhaus, 2015; Shapiro,
Dentcheva, Ruszczynski, 2021] и машинного обучения [Shalev-Shwartz, Ben-David, 2014; Bach,
2021] в конечном итоге сводится к задачам стохастической оптимизации: минимизации функции
риска, представляющей собой математического ожидание функции потерь. Данные задачи можно
решать в онлайн-режиме [Nemirovski et al., 2009; Agarwal et al., 2012] (методами типа стохасти-
ческого градиентного спуска), когда решение (например, оцениваемый параметр) корректируется
по мере поступления новых данных (выборки) и в офлайн-режиме (методом Монте-Карло), ко-
гда исходная задача подменяется задачей минимизации функции эмпирического риска [Shapiro,
Nemirovski, 2005; Shalev-Shwartz et al., 2009; Shalev-Shwartz, Ben-David, 2014; Bach, 2021] (вы-
борочного среднего функции потерь). Офлайн-подход в последние годы стал достаточно попу-
лярным в связи с ростом размерностей задач и необходимостью использовать распределенные
вычисления [Gorbunov et al., 2020]. Офлайн-подход прекрасно позволяет хранить разные части
данных (выборки) на разных устройстах. Если онлайн-подход для задач выпуклой стохастиче-
ской оптимизации достаточно хорошо проработан [Nemirovski et al., 2009; Agarwal et al., 2012;
Woodworth, Srebro, 2021], то в офлайн-подходе теоретически обоснованных результатов помень-
ше [Li, Liu, 2021]. В частности, если задача стохастической оптимизации рассматривается на
неевклидовом шаре, то офлайн-подход не позволяет учитывать такую специфику (за исключени-
ем работ [Dvinskikh, 2021b; Dvinskikh, 2021a], в которых рассматривался один частный случай —
задача на шаре в 1-норме, без оценок вероятностей больших отклонений), в отличие от онлайн-
подхода. В настоящей работе устраняется отмеченный недостаток офлайн-подхода.

Основные результаты

Рассмотрим задачу стохастической оптимизации

min
x∈X

F(x) := Eξ f (x, ξ). (1)

Как правило, под множеством X будем понимать шар Bd
p(R) радиусом R с центром в точке 0

в p-норме, p � 1, в пространстве Rd.

Предположение 1 (липшицевость). Для всех x ∈ X и всех ξ выполняется

| f (y, ξ) − f (x, ξ)| � M‖y − x‖p.

Предположение 2 (гладкость). Для всех x ∈ X и всех ξ выполняется
∥
∥
∥∇x f (y, ξ) − ∇x f (x, ξ)

∥
∥
∥

q
� L‖y − x‖p,

где 1
p +

1
q = 1.

Задача заключается в определении числа сэмплов (объема выборки) N, т. е. независимых
одинаково распределенных реализаций случайной величины ξ, которое будет достаточно, чтобы
некоторый алгоритм (подход) A позволял по {ξk}Nk=1 определить такой x

(

{ξk}Nk=1

)

, что

P

(

F
(

x
(

{ξk}Nk=1

))

−min
x∈X

F(x) � ε
)

� 1 − σ. (2)

Естественно ожидать, что N зависит от M, L, R, d, ε, σ. Как будет видно в дальнейшем, суще-
ственной зависимости от L в общем случае нет.
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Важным местом в приведенном определении является наличие некоторого подхода (ал-
горитма), обозначенного через A, выдающего x

(

{ξk}Nk=1

)

. В действительности оценка парамет-
ра N должна также зависеть и от A. Принципиально различаются два подхода к тому, как полу-
чать x

(

{ξk}Nk=1

)

.
Первый подход — онлайн (в западной литературе часто используется название Stochastic

Approximation). Базируется на процедурах типа (проекции πX) стохастического градиентного
спуска

xk+1 = πX

{

xk − h∇x f (xk, ξk)
}

, k = 1, . . . , N,

и вариациях этого метода [Поляк, 1990; Polyak, Juditsky, 1992; Nemirovski et al., 2009; Shapiro,
Dentcheva, Ruszczynski, 2021]. Отметим, что, как правило, в таких процедурах выдается не по-
следняя точка, а среднее по траектории [Поляк, 1990]. Большими преимуществами такого под-
хода являются простота получения искомой оценки, возможность адаптивной корректировки
оцениваемого вектора параметров x по мере поступления новых данных (выборки). В действи-
тельности именно такие подходы приводят к наилучшим оценкам для параметра N в случае,
когда F — выпуклая функция [Nemirovski et al., 2009; Agarwal et al., 2012; Shapiro, Dentcheva,
Ruszczynski, 2021].

Второй подход — офлайн, который также можно называть подходом на основе ме-
тода Монте-Карло (в западной литературе часто используется название Sample Average
Approximation) [Shapiro, Nemirovski, 2005; Shalev-Shwartz et al., 2009; Shapiro, Dentcheva,
Ruszczynski, 2021]. В основе подхода — замена функционала задачи (1) на выборочное сред-
нее:

min
x∈X

F̂(x) :=
1
N

N∑

k=1

f (x, ξk). (3)

Решение (приближенное) задачи (3) понимается как x
(

{ξk}Nk=1

)

при офлайн-подходе. Очевидным
недостатком подхода является необходимость достаточно точно решать задачу (3). Впрочем, в ря-
де случаев это может быть и достоинством, если, например, f (x, ξ) обладает дорогим прямым
оракулом, выдающим ∇x f (x, ξ), но дешевым двойственным, выдающим градиент сопряженной
по x функции [Dvinskikh, 2021a; Dvinskikh, 2021b]. Другим недостатком является более скромная
теория, которая приводит в целом к худшим оценкам N в выпуклом случае [Shapiro, Nemirovski,
2005; Shalev-Shwartz et al., 2009; Feldman, Vondrak, 2019; Klochkov, Zhivotovskiy, 2021; Li,
Liu, 2021]. Причем (сильную) выпуклость требуется понимать теперь как (сильную) выпук-
лость f (x, ξ) по x, (сильной) выпуклости только F уже недостаточно для конечности N [Sekhari,
Sridharan, Kale, 2021]. Впрочем, как будет видно в дальнейшем, это условие можно заметно
ослабить — в большей степени, чем при онлайн-подходе. Отличительным достоинством офлайн-
подхода является возможность организации распределенных вычислений [Gorbunov et al., 2020]
при решении задачи (3), что представляется принципиально важным для многих современных
приложений, приходящих, например, из обучения глубоких нейронных сетей [Huang et al., 2019].

Далее в статье постараемся сравнить подробнее оба подхода. Для этого потребуется обоб-
щить некоторые результаты, связанные с офлайн-подходом.

Выпуклый случай

Для возможности сравнения двух подходов (онлайн и офлайн) предположим, что f (x, ξ)
удовлетворяет предположению 1, а F(x) = Eξ f (x, ξ) — выпуклая функция при x ∈ Bd

p(R).
Из результатов [Nemirovski et al., 2009] следует, что в онлайн-подходе

• при N � d

N = O

(

κp(d)
M2R2

εmax{2, p} ln

(

1
σ

))

, (4)
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где κp(d) = O(1), при p � 2, при p ∈ [1, 2] функция κp(d) убывает от O(ln d) при d = 1
до O(1) при p = 2;

• при N � d

N = O

(

d1−2/max{2, p}M2R2

ε2
ln

(

1
σ

))

. (5)

Причем данные оценки с точностью до логарифмических множителей не могут быть улуч-
шены в общем случае, в том числе даже при дополнительном предположении 2 [Немировский,
Юдин, 1979; Agarwal et al., 2012].

Из результатов [Shapiro, Nemirovski, 2005; Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021] следует,
что в офлайн-подходе

N = O

(

M2R2

(ε − δ)2

(

d ln
( MR
ε − δ

)

+ ln

(

1
σ

)))

, (6)

где δ — точность решения задачи (3). Причем данная оценка с точностью до логарифмических
множителей не может быть в общем случае улучшена, в том числе даже при дополнительном
предположении 2 [Feldman, 2016].

Сопоставляя оценки, которые можно получить при онлайн-подходе (4), (5) с оценкой
офлайн-подхода, получаем, что, за исключением случая p = ∞, онлайн-подход доминирует над
офлайн-подходом. В частности, при p = 2 имеем Nофлайн � d · Nонлайн.

На самом деле приведенные выше результаты можно обобщить и на случай, когда M =
= M(ξ) в предположении 1 не равномерно ограничена по ξ, а ограниченным является лишь
второй момент Eξ

[

M(ξ)2
]

[Gorbunov et al., 2021; Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021].
В заключение заметим, что оценка офлайн-подхода (6) может быть получена и без пред-

положения выпуклости функции F [Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021]. То есть выпуклость
при офлайн-подходе в общем случае ничего не дает. Ситуация существенно меняется в сильно
выпуклом случае.

Сильно выпуклый случай. Условие квадратичного роста

Отмеченный в предыдущем разделе зазор в оценках N в онлайн- и офлайн-подходе в вы-
пуклом случае исчезает в сильно выпуклом случае [Shalev-Shwartz et al., 2009].

Для простоты сначала предположим, что f (x, ξ) — μ-сильно выпуклая в p-норме функция
по x при x ∈ X (X — выпуклое множество) и при всех ξ, т. е. для всех x, y ∈ X

f (y, ξ) � f (x, ξ) + 〈∇x f (x, ξ), y − x〉 + μ
2
‖y − x‖2p. (7)

Также будем предполагать, что f (x, ξ) удовлетворяет предположению 1 и является неотрицатель-
ной функцией своих аргументов f (x, ξ) � 0. Отметим, что для онлайн-подхода μ-сильную вы-
пуклость в p-норме f (x, ξ) можно ослабить до μ-сильной выпуклости в p-норме F(x) = Eξ f (x, ξ),
а условие неотрицательности f (x, ξ) можно опустить совсем.

Из результатов [Juditsky, Nemirovski, 2011; Juditsky, Nesterov, 2014; Harvey et al., 2019]
следует, что в онлайн-подходе

N = O

⎛

⎜
⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝
κp(d)

M2

με
ln

⎛

⎜
⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ln
(

M2

με

)

σ

⎞

⎟
⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞

⎟
⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
, (8)

где κp(d) было определено в формуле (4). Данная оценка (8) с точностью до логарифмических
множителей не может быть улучшена в общем случае, в том числе даже при дополнительном
предположении 2 [Немировский, Юдин, 1979].
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Из результатов работ [Shalev-Shwartz et al., 2009; Feldman, Vondrak, 2019; Klochkov,
Zhivotovskiy, 2021; Li, Liu, 2021], в которых рассматривался случай p = 2, следует, что в офлайн-
подходе

N = O

(

M2

με

(

ln

(

M2

με

)

+ ln ln

(

1
σ

))

ln

(

1
σ

))

. (9)

При этом требуется решить задачу (3) с точностью δ = O(με2). Оценки на N и δ с точностью до
логарифмических множителей не могут быть в общем случае улучшены, в том числе даже при
дополнительном предположении 2 [Немировский, Юдин, 1979; Shalev-Shwartz et al., 2009].

В данной работе устанавливается следующий результат.

Теорема 1. Пусть f (x, ξ) � 0 удовлетворяет условию (7) на выпуклом множестве X
и удовлетворяет предположению 1, где p ∈ [1, ∞]. Пусть задача (3), с N, определяемым по
формуле (9), решена с точностью по функции δ = O(με2) с вероятностью 1 − σ2 , т. е. получен
такой x

(

{ξk}Nk=1

)

, что

P

(

F̂
(

x
(

{ξk}Nk=1

))

−min
x∈X

F̂(x) � δ
)

� 1 − σ
2
.

Тогда x
(

{ξk}Nk=1

)

будет ε-решением по функции задачи (1) с вероятностью 1 − σ (см. (2)), т. е.

P

(

F
(

x
(

{ξk}Nk=1

))

−min
x∈X

F(x) � ε
)

� 1 − σ.

Следствие 1 (условие квадратичного роста). В условиях теоремы 1 можно ослабить
условие сильной выпуклости (7) до условия выпуклости f (x, ξ) по x и условия квадратичного
роста функций F̂(x) из (3) и F(x) из (1):

для всех x ∈ X (и всех {ξk}Nk=1, см. (3))

F̂(x) − F̂(x̂∗) �
μ

2
‖x − x̂∗‖2p, (10)

где x̂∗ — проекция x на множество решений задачи (3);

F(x) − F(x∗) �
μ

2
‖x − x∗‖2p, (11)

где x∗ — проекция x на множество решений задачи (1).

При p = 2 это следствие было установлено в работе [Li, Liu, 2021]. Также в данной работе
приведены другие обобщения приведенной теоремы при p = 2, в частности на случай, когда
можно совсем отказаться от условий выпуклости, заменив их намного более слабым условием
Поляка –Лоясиевича, которому должна удовлетворять функция F, а не F̂:

для всех x ∈ X

F(x) − F(x∗) �
1

2μ
‖∇F(x)‖22, (12)

где x∗ — проекция (в 2-норме) x на множество решений задачи (1).

Предположение 3 (условие на шум). Существует такая константа B > 0, что для
всех k = 2, . . . , N выполняется

Eξ

[

‖∇x f (x∗, ξ)‖k2
]

� Bk−2k!Eξ
[

‖∇x f (x∗, ξ)‖22
]

,

где x∗ — решение задачи (1).
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А именно, в [Li, Liu, 2021] показано, что если дополнительно (к условию Поляка –
Лоясиевича для F) для f (x, ξ) � 0 выполняются предположения 1, 2, 3, то при достаточно
большом N с вероятностью 1 − σ справедлива оценка

F
(

x
(

{ξk}Nk=1

))

− F(x∗) = O

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜
⎝

(B2 + μ2) ln2
(

1
σ

)

μN2
+

LF(x∗) ln
(

1
σ

)

μN

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠
.

В перепараметризованном случае F(x∗) � 0 получаем, что N ∼ 1√
με
, что сильно лучше оценки (9),

но может быть хуже оценки, которую можно получить в перепараметризованном случае для
онлайн-подхода N ∼ L

μ ln
(
ΔF
ε

)

(см., например, [Woodworth, Srebro, 2021]).
Интересно было попробовать обобщить и эти результаты на случай p ∈ [1, ∞]. Насколько

нам известно, это пока еще не сделано.

Регуляризация

Из предыдущих разделов следует, что в случае выпуклой задачи выгодно сделать ее силь-
но выпуклой с помощью регуляризации (см., например, [Shalev-Shwartz et al., 2009; Dvinskikh,
2021b; Dvinskikh, 2021a]). Причем «эффект» от такой регуляризации будет значительно выше,
чем это имеет место в обычной оптимизации [Немировский, Юдин, 1979; Гасников, 2021].

Под регуляризацией понимается замена исходной задачи (1) на задачу с f (x, ξ) := f (x, ξ)+
+ μV(x, x0), где V(x, x0) — 1-сильно выпуклая по x на X в p-норме (p ∈ [1, 2]) функция, такая,
что (см. обозначения в разделе «Выпуклый случай») V(x, x0) � κp(d)‖x− x0‖2p = O

(

‖x − x0‖2p ln d
)

.
Можно показать, что такие функции существуют [Ben-Tal, Nemirovski, 2022] и уже вполне
успешно применялись в рассматриваемом здесь контексте [Dvinskikh, 2021b; Dvinskikh, 2021a]
при p = 1. В данной работе рассматривается общий случай p ∈ [1, 2].

Ключевое наблюдение (см., например, замечание 4.1 в [Гасников, 2021]) заключается в том,
что если x

(

{ξk}Nk=1

)

—
(
ε
2 , σ

)

-решение регуляризованной задачи в смысле (2) с μ � ε
2V(x∗, x0) ,

где x∗ — такое решение задачи (1), которое наиболее близко к x0 (в смысле минимально-
сти V(x∗, x0)), то x

(

{ξk}Nk=1

)

будет (ε, σ)-решением исходной задачи (3) в смысле (2).
Выбирая «на пределе» μ = ε

2κp(d)R2 , получим (с точностью до логаримических множителей)

из формул раздела «Сильно выпуклый случай. . . » формулы раздела «Выпуклый случай», только
без лишнего d-множителя в офлайн-случае (6).

Таким образом, регуляризация решает отмеченную проблему нестыковки оценок онлайн-
и офлайн-подходов в выпуклом случае ( f (x, ξ) — выпуклая функция от x). Впервые приблизи-
тельно такая конструкция была предложена в данном контексте при p = 2 в работе [Shalev-
Shwartz et al., 2009] (см. также ее изложение, вошедшее в классический учебник по машинному
обучению [Shalev-Shwartz, Ben-David, 2014]), а для p = 1 близкая конструкция была описана
в работе [Dvinskikh, 2021b]. Описанный выше подход обобщает схему из [Dvinskikh, 2021b] на
случай p ∈ [1, 2].

Промежуточная выпуклость. Острый минимум

Условие квадратичного роста можно обобщить. Введем, следуя Шапиро –Немировскому
(см., например, [Shapiro, Nemirovski, 2005; Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021]), условие γ-рос-
та (γ � 1):

для всех x ∈ X2ε =
{

x ∈ X : F(x) � F(x∗) + 2ε
}

F(x) − F(x∗) � μγ‖x − x∗‖γp, (13)

где x∗ — проекция (в p-норме) x на множество решений задачи (1).
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Ослабим также предположение 1. А именно, предположим, что для любых x, y ∈ X суб-
гауссовская дисперсия f (y, ξ) − f (x, ξ) − (F(y) − F(x)) ограничена сверху λ2‖y − x‖2p, т. е.

Eξ

[

exp (t · ( f (y, ξ) − f (x, ξ) − (F(y) − F(x))))
]

� exp

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

t2λ2‖y − x‖2p
2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎠
. (14)

Заметим, что если выполняется предположение 1, то λ2 � 2M2.

Если f (x, ξ) — выпуклая по x функция (на самом деле это условие можно осла-
бить [Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021]), то при сделанных предположениях1

N = O

⎛

⎜
⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

λ2

μ
2/γ
γ ε2(γ−1)/γ

(

d ln

(

MRε
ε

)

+ ln

(

1
σ

))
⎞

⎟
⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
, (15)

где δ = ε
2 — точность решения задачи (3). Причем данная оценка (15) с точностью до лога-

рифмических множителей не может быть в общем случае улучшена [Shapiro, Nemirovski, 2005;
Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021]. В цитированных работах оценка (15) была доказана, на-
сколько удалось понять обозначения, для случая p = 2. Однако в [Shapiro, Nemirovski, 2005;
Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021] общий случай p ∈ [1, ∞) получается дословным повто-
рением всех рассуждений, что также было нам подтверждено в ходе личной беседы одним из
авторов [Shapiro, Nemirovski, 2005; Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021], Александром Шапиро.

Формула (15) особенно интересна в случае «острого минимума» γ = 1. Она не зависит от ε.

Тот факт, что формула (15) не может быть улучшена, хорошо поясняет пример из книги
[Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021], в котором p = 2: f (x, ξ) = ‖x‖γ2 − γσ〈ξ, x〉, ξ ∈ N(0, Id) —
стандартное нормальное распределение (с нулевым математическим ожиданием и единичной
корреляционной матрицей), X = Bd

2(1). В этом случае N не может быть меньше, чем dσ2

ε2(γ−1)/γ .
Однако мы привели здесь этот пример, чтобы показать, что предположение 1 и условие (14)
могут довольно сильно отличаться. А именно, для этого примера предположение 1 выполняется
лишь в «среднем» с Eξ

[

M(ξ)2
]

= γ2σ2d, при том что условие (14) выполняется с λ = γ2σ2.

В связи со всем написанным выше в этом разделе и написанным ранее в разделе «Выпук-
лый случай» может показаться, что оценка (15) при γ → ∞ (вырожденный случай) противоречит
нижней оценке (6) [Feldman, 2016]. Ведь оценка N сверху (15) получается лучше в плане воз-
можности использования параметра λ вместо M. Но при этом предположение 1 является более
узким, чем условие (14). На самом деле никакого противоречия нет. Обе оценки точные в сво-
их классах функций f (x, ξ). Возникающий здесь парадокс с описанным примером связан с тем,
что γ → ∞ влечет за собой то, что λ → ∞ и M → ∞. Поэтому данный пример в пределе γ → ∞
не отражает точное поведение оценки (15).

Результат, аналогичный (15) (с заменой dλ2 на M2 и Rε на R при γ = 1) при условии (13)
может быть получен и для онлайн-методов типа рестартованного стохастического градиентного
спуска при γ � 2 [Juditsky, Nesterov, 2014]. Результаты работы [Juditsky, Nesterov, 2014] перено-
сится и на случай γ ∈ [1, 2]. Случай γ = 1 был исследован в работе [Juditsky, 1993].

1 Если M в предположении 1 зависит от ξ, то под M в формуле (15) следует понимать EξM(ξ) [Shapiro, Nemirovski,
2005; Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021]. Параметр Rε в этой формуле отвечает диаметру множества X2ε в p-нор-
ме. В частности, при γ = 1 параметр Rε �

4ε
μ1
. Таким образом, в случае «острого минимума» (γ = 1) N не зависит

от ε [Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021].

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



О связях задач стохастической выпуклой минимизации с . . . 317

Седловые задачи. Промежуточная выпукло-вогнутость. Острый минимум

К сожалению, такой богатой теории, которая уже создана для задач (выпуклой) оптими-
зации, для седловых задач нам не известно. Из всех приведенных выше результатов на данный
момент удалось перенести только результат (15). Рассуждения практически дословно повторя-
ют выкладки из работ [Shapiro, Nemirovski, 2005; Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2021]. Далее
излагается соответствующая теория.

Рассматривается стохастическая седловая задача

min
x∈X

max
y∈Y F(x, y) := Eξ f (x, y, ξ). (16)

Множества X ⊂ Rdx и Y ⊂ Rdy предполагаются выпуклыми компактами, функция f (x, y, ξ) —
выпуклая по x при x ∈ X и вогнутая по y при y ∈ Y для всех ξ. Также будем считать, что по
каждой группе переменных x и y на X и на Y функция f (x, y, ξ) удовлетворяет

• предположению 1 c параметрами соответственно Mx(ξ) в px-норме (px ∈ [1, 2]) и My(ξ)
в py-норме (py ∈ [1, 2]), причем EMx(ξ) = Mx < ∞ и EMy(ξ) = My < ∞;

• условию (14) с параметрами соответственно λx, px и λy, py;

• условию γx-роста в px-норме с константой μγ,x и γy-роста в py-норме с константой μγ,y:

F(x, y) − F(x∗(y), y) � μγ,x‖x − x∗(y)‖γx
px
, (17)

где x∗(y) — проекция (в px-норме) x на множество решений задачи min
x∈X

F(x, y), и

F(x, y∗(x)) − F(x, y) � μγ,y‖y − y∗(x)‖γy
py
, (18)

где y∗(x) — проекция (в py-норме) y на множество решений задачи max
y∈Y F(x, y).

Введем эмпирическую функцию

F̂(x, y) =
1
N

N∑

k=1

f (x, y, ξk).

Пусть удалось найти такие (x̂, ŷ), что

F̂(x̂, ŷ) − F̂(x̂∗ (̂y), ŷ) �
ε

4
,

F̂(x̂, ŷ∗(x̂)) − F̂(x̂, ŷ) �
ε

4
,

где x̂∗(y), ŷ∗(x) определяются по F̂ аналогично тому, как x∗(y), y∗(x) определялись по F.
Тогда если

N = O
(

Nx + Ny

)

,

Nx = O

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜⎜
⎜
⎝

λ2
x

μ
2/γx
γ,x ε2(γx−1)/γx

(

dx ln

(

MxRx

ε

)

+ ln

(

1
σ

))
⎞

⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎟
⎠
,

Ny = O

⎛

⎜
⎜
⎜⎜
⎜
⎜
⎝

λ2
y

μ
2/γy
γ,y ε

2(γy−1)/γy

(

dy ln

(

MyRy

ε

)

+ ln

(

1
σ

))
⎞

⎟
⎟
⎟⎟
⎟
⎟
⎠
,
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то с вероятностью 1 − σ
F(x̂, ŷ) − F(x∗ (̂y), ŷ) �

ε

2
,

F(x̂, y∗(x̂)) − F(x̂, ŷ) �
ε

2
,

где Rx — диаметр X в px-норме, Ry — диаметр Y в py-норме (можно уточнить эти оценки и ис-
пользовать диаметры соответствующих множеств Лебега, подобно тому, как это делалось выше,
см. сноску 1). Следовательно,

0 � max
y∈Y F(x̂, y) −min

x∈X
F(x, ŷ) = F(x̂, y∗(x̂)) − F(x∗ (̂y), ŷ) � ε.

Приведенные выше оценки могут быть получены и в онлайн-подходе (с заменой dλ2

на M2). Немного в более общем контексте это недавно было показано в работе [Dvinskikh, 2022].
Авторы выражают благодарность Александру Шапиро и Анатолию Юдицкому за ценные

советы.
Статья приурочена к 60-летию Анатолия Борисовича Юдицкого, внесшего значительный

вклад в развитие методов стохастического градиентного спуска.
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