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В данной работе рассматриваются методы условного градиента для оптимизации сильно выпуклых
функций. Это методы, использующие линейный минимизационный оракул, то есть умеющие вычислять
решение задачи

Argmin
x∈X

〈p, x〉
для заданного вектора p ∈ Rn. Существует целый ряд методов условного градиента, имеющих линейную
скорость сходимости в сильно выпуклом случае. Однако во всех этих методах в оценку скорости схо-
димости входит размерность задачи, которая в современных приложениях может быть очень большой.
В данной работе доказывается, что в сильно выпуклом случае скорость сходимости методов условного
градиента в лучшем случае зависит от размерности задачи n как ˜Ω

(√
n
)

. Таким образом, методы услов-
ного градиента могут оказаться неэффективными для решения сильно выпуклых оптимизационных задач
больших размерностей.

Отдельно рассматривается приложение методов условного градиента к задачам минимизации квад-
ратичной формы. Уже была доказана эффективность метода Франк –Вульфа для решения задачи квад-
ратичной оптимизации в выпуклом случае на симплексе (PageRank). Данная работа показывает, что ис-
пользование методов условного градиента для минимизации квадратичной формы в сильно выпуклом
случае малоэффективно из-за наличия размерности в оценке скорости сходимости этих методов. Поэтому
рассматривается метод рестартов условного градиента (Shrinking Conditional Gradient). Его отличие от
методов условного градиента заключается в том, что в нем используется модифицированный линейный
минимизационный оракул, который для заданного вектора p ∈ Rn вычисляет решение задачи

Argmin{〈p, x〉 : x ∈ X, ‖x − x0‖ � R}.
В оценку скорости сходимости такого алгоритма размерность уже не входит. С помощью рестартов метода
условного градиента получена сложность (число арифметических операций) минимизации квадратичной
формы на ∞-шаре. Полученная оценка работы метода сравнима со сложностью градиентного метода.
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In this paper, we consider conditional gradient methods for optimizing strongly convex functions. These
are methods that use a linear minimization oracle, which, for a given vector p ∈ Rn, computes the solution of the
subproblem

Argmin
x∈X

〈p, x〉.
There are a variety of conditional gradient methods that have a linear convergence rate in a strongly convex case.
However, in all these methods, the dimension of the problem is included in the rate of convergence, which in
modern applications can be very large. In this paper, we prove that in the strongly convex case, the convergence
rate of the conditional gradient methods in the best case depends on the dimension of the problem n as ˜Ω

(√
n
)

.
Thus, the conditional gradient methods may turn out to be ineffective for solving strongly convex optimization
problems of large dimensions.

Also, the application of conditional gradient methods to minimization problems of a quadratic form is
considered. The effectiveness of the Frank –Wolfe method for solving the quadratic optimization problem in the
convex case on a simplex (PageRank) has already been proved. This work shows that the use of conditional
gradient methods to solve the minimization problem of a quadratic form in a strongly convex case is ineffective
due to the presence of dimension in the convergence rate of these methods. Therefore, the Shrinking Conditional
Gradient method is considered. Its difference from the conditional gradient methods is that it uses a modified
linear minimization oracle. It’s an oracle, which, for a given vector p ∈ Rn, computes the solution of the
subproblem

Argmin{〈p, x〉 : x ∈ X, ‖x − x0‖ � R}.
The convergence rate of such an algorithm does not depend on dimension. Using the Shrinking Conditional
Gradient method the complexity (the total number of arithmetic operations) of solving the minimization problem
of quadratic form on a∞-ball is obtained. The resulting evaluation of the method is comparable to the complexity
of the gradient method.
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Введение

В данной работе рассматриваются методы оптимизации, использующие линейный мини-
мизационный оракул. Это такой оракул, который для данного вектора p ∈ Rn вычисляет решение
задачи

Argmin
x∈X

〈p, x〉.

Такими методами являются классический метод условного градиента (Франк –Вульфа) [Frank,
Wolfe, 1956] и различные его варианты [Jaggi, 2013]. Эти методы — одни из самых популяр-
ных методов условной оптимизации вследствие их простоты и отсутствия проектирования на
шаге алгоритма [Dvurechensky et al., 2020]. В основе метода условного градиента лежат идея
линеаризации целевой функции в точке и минимизация линейной аппроксимации на бюджетном
множестве. Однако этот метод сходится достаточно медленно, сублинейно (O(1/ε)) [Левитин,
Поляк, 1966].

Ряд недавних работ показал, что в случае сильно выпуклых функций оценку можно
улучшить до линейной (O(log 1/ε)) [Garber, Hazan, 2013; Kerdreux, d’Aspremont, Pokutta, 2019;
Lacoste-Juien, Jaggi, 2015]. Однако во всех алгоритмах, представленных в работах выше, в оцен-
ку скорости сходимости входит размерность задачи (см. дискуссию в [Lacoste-Juien, Jaggi,
2015]). При ряде дополнительных предположений наличия размерности в оценке можно избе-
жать [Carderera et al., 2021]. Стоит отметить, что такая проблема возникает только в сильно вы-
пуклом случае. Например, в оценку скорости сходимости классического метода Франк –Вульфа,
который работает для выпуклых задач, размерность не входит.

В данной работе мы показываем, что для задачи сильно выпуклой оптимизации в оценку
скорости сходимости методов, использующих линейный минимизационный оракул, обязательно
входит размерность задачи как ˜Ω

(√
n
)

. В современных приложениях размерность может быть
очень большой, что негативно сказывается на времени работы метода. Таким образом, методы
условного градиента могут оказаться неэффективными для решения задач больших размерно-
стей в сильно выпуклом случае.

Также рассматривается приложение методов условного градиента к задаче квадратичной
оптимизации на единичном шаре в ∞-норме. Такая постановка задачи на ∞-шаре или, что эк-
вивалентно, параллелепипеде встречается достаточно часто [Горнов, 2009]. Например, она по-
является в задачах, где известно, что каждая компонента ограниченна, то есть принадлежит
заданному отрезку. В данной работе рассматривается случай, когда матрица A дважды разре-
жена (одновременно разрежена по столбцам и строкам) [Аникин и др., 2015]. Если считать, что
матрица A имеет размер n×n, а число элементов в каждой строке и столбце не больше чем s� n,
то число ненулевых элементов в матрице может быть sn.

Было показано [Аникин и др., 2015; Гасников, 2016], что классический метод Франк –
Вульфа эффективно решает задачу минимизации квадратичной формы на симплексе (PageRank
[Brin, Page, 1998]). В данной работе рассматривается возможность решения задачи квадратич-
ной оптимизации методами типа условного градиента в сильно выпуклом случае. Алгоритмы,
использующие линейный минимизационный оракул, не могут решать эту задачу эффективно.
В данной работе доказывается, что оценки скорости сходимости таких методов содержат раз-
мерность. Для решения задачи минимизации квадратичной формы авторами используется метод
рестартов условного градиента (Shrinking Conditional Gradient) [Lan, 2013]. Вместо линейного
минимизационного оракула используется оракул, вычисляющий решение задачи

Argmin{〈p, x〉 : x ∈ X, ‖x − x0‖ � R}.
2022, Т. 14, № 2, С. 213–223
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В сложность этого метода размерность уже не входит. Анализ работы этого метода показывает,
что сложность метода (число арифметических операций) равна

8L
μ

O(n) +
8L
μ

(

sn log
μR0

ε

)

,

где первый член — затраты на препроцессинг. Эта оценка сравнима со сложностью градиентного
метода [Allen-Zhu, Orecchia, 2014].

Статья состоит из введения и трех основных разделов. В первом разделе рассматривается
классический метод условного градиента (Франк –Вульфа) и вводятся необходимые вспомога-
тельные понятия. Второй раздел посвящен вопросам размерности в оценке скорости сходимости
методов условного градиента. В третьем разделе предлагается подход к решению задачи мини-
мизации квадратичной формы на ∞-шаре с помощью рестартов метода условного градиента.

Классический метод условного градиента

Рассмотрим следующую задачу оптимизации:

f (x)→ min
x∈X
, (1)

где

• X ∈ Rn — выпуклое и замкнутое множество,

• f (x) — выпуклая функция,

• f (x) ограничена снизу на X и достигает своего минимума в x∗.

Рассмотрим классический метод условного градиента [Frank, Wolfe, 1956]. В его основе
лежит идея линеаризации функции. На k-м шаге метода в точке xk линеаризуем функцию f (x),
минимизируем эту линейную аппроксимацию на X и найденную точку используем как направ-
ление движения.

Алгоритм 1. Класический метод условного градиента (Франк –Вульфа)

1: Дано: x0 ∈ X — начальная точка. Положим y0 = x0.
2: for k = 1, 2, . . . do
3: Вычисляем xk = argmin

x∈X
〈 f ′(yk−1), x〉.

4: Положим yk = yk−1 + (1 − γk)xk, где γk ∈ [0, 1].
5: end for

Чтобы гарантировать сходимость классического метода условного градиента, необходимо
правильно выбрать длину шага γk. Рассмотрим две стратегии выбора γk.

1. Последовательность {γk} выбирается заранее:

γk =
2

k + 1
, где k = 1, 2, . . . . (2)

2. Наискорейший спуск:
γk = argmin

γ∈[0, 1]
f (yk−1 + (1 − γ)xk). (3)

Выделим класс функций с липшицевым градиентом.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Нижние оценки для методов типа условного градиента для . . . 217

Определение 1. Будем говорить, что функция f имеет непрерывный по Липшицу (или
просто липшицев) градиент, если

‖∇ f (x) − ∇ f (y)‖∗ � L‖x − y‖ ∀x, y ∈ X. (4)

Пусть у нас есть выпуклая функция с липшицевым градиентом. Известно, что классиче-
скому методу условного градиента с длиной шага, выбранной по правилу (2) или (3), требуется

O

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

LD2
X

ε

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

(5)

итераций, чтобы достигнуть точности ε по функции, где DX = max
x, y∈X

‖x − y‖ [Frank, Wolfe, 1956].

Заметим, что, несмотря на то, что в методе условного градиента нам не нужно выбирать норму,
в оценку сложности метода входят зависящие от нее константы L = L‖·‖, DX = DX, ‖·‖. Так как
оценка (5) верна для произвольной нормы, то сложность данного метода можно оценить точнее:

O

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

inf
‖·‖

L‖·‖D
2
X, ‖·‖
ε

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (6)

Размерность в методах условного градиента

Будем рассматривать различные методы условного градиента. Классический метод Франк –
Вульфа является одним из них. Все эти методы итеративно используют линейный минимизаци-
онной оракул для решения задачи (1).

Определение 2. Для данного вектора p ∈ Rn линейный минимизационный оракул
(LMO(p)) вычисляет решение следующей задачи:

LMO(p) ∈ Argmin
x∈X

〈p, x〉. (7)

В общем виде алгоритм методов условного градиента можно записать следующим обра-
зом [Lan, 2013].

Алгоритм 2. Общий вид методов условного градиента

1: Дано: x0 ∈ X — начальная точка.
2: for k = 1, 2, . . . do
3: Определяем вектор pk ∈ Rn.
4: Вычисляем xk = LMO(pk).
5: Возвращаем yk = Conv{x0, . . . , xk}.
6: end for

Заметим, что в алгоритме 2 не указаны конкретное правило вычисления yk и стратегия
выбора pk. Это делает алгоритм достаточно общим. Например, алгоритм 2 включает в себя, как
частный случай, классический метод условного градиента (алгоритм 1).

Рассмотрим задачу (1) с функцией f с липшицевым градиентом. Для методов условного
градиента известна следующая нижняя оценка [Lan, 2013]. Число итераций алгоритма 2 для
решения этой задачи с точностью ε по функции не превосходит

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

min

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

n
2
,

LD2
X

4ε

⎫

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎭

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

− 1. (8)
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Заметим, что для сильно выпуклых функций нижняя оценка остается такой же (см. текст после
теоремы 1 в [Lan, 2013]).

Пусть в сильно выпуклом случае сложность некоторого метода условного градиента M
(алгоритм 2) есть O

(

max
(

lnm 1
ε , 1

))

, где m = 1, 2, . . .. Например, при m = 1 скорость сходимости
метода является линейной, а при m � 2 — сублинейной. Ускорим метод условного градиента
с помощью Каталиста (Catalyst) [Lin, Mairal, Harchaoui, 2018; Гасников, 2018].

Покажем, как получается ускорение. Введем функции

Fκ,x(y) = f (y) +
κ

2
‖y − x‖22,

f
κ
(x) = min

y∈X
F
κ,x(y) = F

κ,x(y
κ
(x)).

Меняем исходную задачу (1) на следующую:

fκ(x)→ min
x∈X
, (9)

где κ мы можем выбирать сами.
Конструкция Каталист состоит из двух вложенных циклов. Рассмотрим метод Монтей-

ро –Свайтера, использующийся в Каталисте для ускорения методов [Гасников, 2018; Monteiro,
Svaiter, 2013; Ivanova et al., 2019]. В данном случае удобно выбрать κ = L.

Алгоритм 3. Метод Монтейро –Свайтера

1: Дано:
2: Инициализация: z0, y0, A0 = 0
3: while критерий остановки не выполнен do
4: Вычисляем

ak+1 =

1
κ
+

√

1
κ2 +

4Ak
κ

2
, Ak+1 = Ak + ak+1

5: Вычисляем

xk+1 =
Ak

Ak+1

yk +
ak+1

Ak+1

zk

6: Подбираем yk+1 так, чтобы выполнялось условие Монтейро –Свайтера

∥

∥

∥

∥

∇Fκ,xk+1
(yk+1)

∥

∥

∥

∥

2
�
κ

2

∥

∥

∥yk+1 − xk+1

∥

∥

∥

2 (10)

7: Вычисляем
zk+1 = zk − ak+1∇ f (yk+1)

8: end while

Условие Монтейро –Свайтера (10) позволяет вместо точного решения y
κ
(x) воспомогатель-

ной задачи (9) искать неточное решение задачи [Гасников, 2018; Lin, Mairal, Harchaoui, 2018]
с точностью ε по F

κ,xk+1
(x):

yk+1 ≈ argmin
x∈X

F
κ,xk+1

(x). (11)

Таким образом, на каждом шаге внутреннего цикла методом M решается задача (11), чтобы
найти yk+1, удовлетворяющий (10). Сложность решения этой задачи c точностью ε алгоритмом 2

равна O
(

max
(

lnm 1
ε , 1

))

.
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Во внешней итерации конструкции Каталист используется алгоритм 3. Его сложность рав-

на O

(

√

LR2

ε

)

[Monteiro, Svaiter, 2013; Гасников, 2018]. Тогда итоговое время работы метода ока-

жется следующим:

O

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

√

LR2

ε
max

(

lnm 1
ε
, 1

)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

.

Сравним его с нижней оценкой (8)

√

LR2

ε
max

(

ln
1
ε
,=, 1

)

� min

{

n
2
,

LR2

4ε

}

.

Предположим, что при данном n выбирается ε так, что LR2

2ε ≈ n. Пусть Cn — константа в оценке

сложности метода, то есть метод сходится как Cn lnm 1
ε = O

(

lnm 1
ε

)

. Получаем

Cn �

√

LR2

ε

lnm LR2

ε

=

√
n

lnm n
= ˜Ω

(√
n
)

.

Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 1. Пусть у оптимизационного метода M, имеющего структуру алгоритма 2,
сложность в сильно выпуклом случае равна Cn

(

max
(

lnm 1
ε , 1

))

, где m = 1, 2, . . ., а Cn — число,

зависящее от n. Тогда Cn =
˜Ω

(√
n
)

.

Получается, что в оценке скорости сходимости методов типа условного градиента в сильно
выпуклом случае нельзя избавиться от размерности.

Методы условного градиента для решения задачи квадратичной
оптимизации на кубе

Из результатов предыдущего пункта следует, что методы условного градиента (алгоритм 2)
будут неэффективны для решения многих сильно выпуклых оптимизационных задач, так как
в оценке скорости сходимости таких алгоритмов нельзя избавиться от размерности. Ланом был
предложен метод рестартов условного градиента (Shrinking Conditional Gradient) [Lan, 2013] для
сильно выпуклых функций. В нем вместо линейного минимизационного оракула (определение 2)
используется линейный оракул, способный решать оптимизационные задачи следующего вида:

min{〈p, x〉 : x ∈ X, ‖x − x0‖ � R}. (12)

Стратегия выбора длины шага γk в алгоритме 4 такая же, как и в алгоритме 1, и задается
формулами (2), (3). Рестартам условного градиента с такими правилами выбора шага требуется
не более чем

8L
μ

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

max

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

μD2
X

ε
, 1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

(14)

итераций, чтобы достичь точности ε по функции [Lan, 2013].
Рассмотрим задачу квадратичной оптимизации на кубе (∞-шаре):

f (x) =
1
2
‖Ax‖22 → min‖x‖∞�1

. (15)
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Алгоритм 4. Рестарты условного градиента (Shrinking Conditional Gradient)

1: Дано: p0 ∈ X — начальная точка, R0 = DX.
2: for t = 1, 2, . . . do
3: Положим y0 = pt−1
4: for k = 1, . . . , 8L

μ do
5: Вычисляем xk — решение задачи:

Argmin
x∈Xt−1

〈 f ′(yk−1), x〉, где Xt−1 = {x ∈ X : ‖x − pt−1‖ � Rt−1}. (13)

6: Положим yk = (1 − γk)yk−1 + γk xk для некоторого γk ∈ [0, 1].
7: end for
8: Положим pt = yk и Rt =

Rt−1√
2

9: end for

При этом мы считаем, что в каждом столбце и каждой строке матрицы A не более s � n эле-
ментов отлично от нуля (A — разрежена), то есть всего в A может быть sn ненулевых элементов.
Кроме того, A удовлетворяет условию μI � A, то есть задача (15) сильно выпукла.

Для решения этой задачи будем пользоваться алгоритмом 4. Сначала рассмотрим шаги
внутреннего цикла этого метода (строки 5–6 алгоритма 4). Пусть в (13) Xt−1 = {x : ‖x‖∞ � 1}.
Решаем задачу

Argmin
‖x‖∞�1

〈 f ′(yk), x〉. (16)

Так как это задача нахождения минимума линейной формы на кубе, то ее решение — вершина
этого куба. Нам известен градиент с предыдущего шага:

∇ f (yk−1) =

(

∂ f (yk−1)

∂x1
, . . . ,

∂ f (yk−1)

∂xn

)T

.

Тогда решением задачи (16) является вектор

xk = −
(

sign

(

∂ f (yk−1)

∂x1

)

, . . . , sign

(

∂ f (yk−1)

∂xn

))T

.

Сложность нахождения этого вектора есть O(n).
Пересчитаем y:

yk = (1 − γk)yk−1 + γk xk,

и градиент:
∇ f (yk) = AT Ayk = (1 − γk)AT Ayk−1 + γkAT Axk.

Сложность пересчета градиента — O(s2n), так как сначала надо умножить разряженную матри-
цу A на n-мерный вектор xk, а потом еще домножить на AT .

Пусть мы вышли из внутреннего цикла алгоритма 4. Чтобы решить задачу (13), необходи-
мо найти Xt — пересечение исходного множества X и шара в ∞-норме с центром в pt и радиу-
сом Rt. Опишем процедуру его получения.

На каждой итерации внешнего цикла алгоритма 4 мы будем делать препроцессинг:
масштабировать систему координат и переносить ее центр, чтобы в пересечении получался
шар B∞1 (0). Так всегда можно сделать, потому что мы пересекаем n-мерные осепараллельные
прямоугольники.
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Введем обозначение:

B∞R (c)
def
= {x : ‖x − c‖∞ � R}.

После масштабирования и изменения центров системы координат на предыдущих ите-
рациях X имеет вид осепараллельного прямоугольника. Пусть его центр находится в точке ct
и задан вектор расстояний от центра до граней at (или координаты одной вершины, по которым
можно вычислить эти расстояния). Проверим, лежит ли B∞Rt

(pt) в X. Это можно сделать за O(n),

проверив принадлежность отрезка [pi
t−Rt, pi

t+Rt] отрезку [ci
t−ai

t, ci
t+ai

t] для всех i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Пусть оказалось, что B∞Rt

(pt) ⊆ X. Перенесем pt в нуль. Обновим значение y0 = pt − pt = 0.
Сделаем масштабирование системы координат, чтобы привести шар B∞Rt

(pt) ⊆ X к единичному.
Осталось пересчитать множество X в соответствии с произведенными преобразованиями:

ct+1 =
ct − pt

Rt
, at+1 =

at

R
.

В другом случае B∞Rt
(pt) � X. В этом случае для всех i ∈ [1, 2, . . . , n] ищем пересече-

ние [pi
t − Rt, pi

t + Rt] ∩ [ci
t − ai

t, ci
t + ai

t] = [mini, maxi] и центры mi
t этих пересечений. Век-

тор mt — центр осепараллельного параллелепипеда, образованного пересечением B∞Rt
(pt) и X.

Перенесем mt в ноль и отмасштабируем по каждой из осей, чтобы сделать Xt единичным кубом.
Следовательно, координаты любой точки x ∈ Rn преобразуются следующим образом:

xi :=
2 · (xi − mi

t)

maxi −mini
. (17)

Начальная точка внутреннего цикла y0 и центр ct исходного множества X преобразуются в соот-
ветствии с этим правилом. Сложность этих вычислений есть O(n).

Таким образом, мы свели задачу (13) к (16). Процедуру решения задачи (16) мы описали
выше.

В итоге сложность шагов внутреннего цикла алгоритма 2 равна O(sn), сложность препро-
цессинга — O(n). Получаем следующую оценку сложности предложенного метода:

8L
μ

O(n) +
8L
μ

(

s2n log
μR0

ε

)

, (18)

где R0 = 2 — размер шара B∞1 (0) в ∞-норме, а L — константа Липшица градиента в ∞-норме.
Сравним эту оценку с оценкой градиентного метода [Allen-Zhu, Orecchia, 2014]:

L
μ

O

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

s2n log
L1R2

0

ε

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

, (19)

где R2
0 = O

(√
n
)

.
Получается, что предложенный нами метод решения задачи (15) работает не сильно луч-

ше градиентного метода. Заметим, что не получилось улучшения оценки, как в статье [Аникин
и др., 2015], где методом Франк –Вульфа (алгоритм 1) решали задачу поиска вектора RageRank
в выпуклом случае на единичном симплексе. Дело в том, что если задача поставлена на сим-
плексе, то сложность пересчета градиента, при хранении его компонент в бинарной куче, за-
нимает O(s2 log n), так как необходимо обновлять всего одну компоненту градиента на каждой
итерации. В случае ∞-шара надо обновлять все n компонент. Соответственно, сложность этой
операции выше (O(s2n)).

Удобство постановки задачи на ∞-шаре заключается в том, что на каждой итерации со-
храняется геометрия задачи. Пересечение ∞-шаров, на котором идет минимизация в задаче (13),
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есть многомерный осепараллельный прямоугольник. Стоит отметить, что пока неясно, как ис-
пользовать алгоритм 4 для решения задачи PageRank на симплексе или 1-шаре. Пересечение
1-шара и шара в произвольной норме, или симплекса и шара, может оказаться сложным вы-
пуклым многогранником. Непонятно, как найти этот многогранник. То есть уметь, например,
вычислять все его вершины (в какой-то из них и будет минимум линейного функционала в зада-
че (13)). Несмотря на то что авторы статьи [Lan, 2013] указывают в ней, что сложность решения
задачи (12) сравнима со сложностью решения задачи (7), пример про задачу PageRank на сим-
плексе или 1-шаре показывает противное.

С другой стороны, в алгоритме 4 в задаче (13) не обязательно брать пересечение исход-
ного множества с шаром, а можно брать некоторое множество из исходного, которое содержит
в себе пересечение. Это повлияет только на константу в оценке скорости сходимости метода.
Таким образом, на каждой итерации метода можно всегда решать задачу (13) на одном и том
же множестве, например 1-шаре. Но и в этом случае непонятно, как именно найти множество,
содержащее Xt.

Автор выражает благодарность Гасникову Александру Владимировичу за полезные обсуж-
дения и идеи.

Список литературы (References)

Аникин А. С., Гасников А. В., Горнов А.Ю., Камзолов Д.И., Максимов Ю. В., Нестеров Ю. Е. Эф-
фективные численные методы решения задачи PageRank для дважды разреженных матриц //
Научные труды МФТИ. — 2015. — Т. 7, № 4. — C. 74–94.
Anikin A. S., Gasnikov A. V., Gornov A. Yu., Kamzolov D. I., Maximov Yu. V., Nesterov Yu. E. Effektivnye chislennye
metody resheniya zadachi PageRank dlya dvazhdy razrezhennykh matrits [Efficient numerical methods for solving
PageRank problem for doubly sparse matrices] // Nauchnye trudy MFTI. — 2015. — Vol. 7, No. 4. — P. 74–94 (in
Russian).

Гасников А. В. Современные численные методы оптимизации. Метод универсального градиент-
ного спуска. — М.: МФТИ, 2018.
Gasnikov A. V. Sovremennye chislennye metody optimizatsii. Metod universal’nogo gradientnogo spuska [Modern
numerical optimization methods. The universal gradient descent method]. — M.: MFTI, 2018 (in Russian).

Гасников А. В. Эффективные численные методы поиска равновесий в больших транспортных
сетях // Диссертация на соискание степени д. ф.-м. н. по специальности 05.13.18 – Матема-
тическое моделирование, численные методы, комплексы программ. — М.: МФТИ, 2016. —
487 с.
Gasnikov A. V. Effektivnye chislennye metody poiska ravnovesii v bol’shikh transportnykh setyakh [Efficient numerical
methods for searching equillibriums in large transport networks]. — M.: MFTI, 2016. — 487 p. (in Russian).

Горнов А.Ю. Вычислительные технологии решения задач оптимального управления. — Новоси-
бирск: Наука, 2009. — 277 с.
Gornov A. Yu. Vychislitel’nye tekhnologii resheniya zadach optimal’nogo upravleniya [Computational technologies for
solving optimal control problems]. — Novosibirsk: Nauka, 2009. — 277 p. (in Russian).

Левитин Е. С., Поляк Б. Т. Методы минимизации при наличии ограничений // Журнал вычисли-
тельной математики и математической физики. — 1966. — Т. 6, № 5. — C. 787–823.
Levitin E. S., Polyak B. T. Constrained minimization methods // U.S.S.R. Comput. Math. Math. Phys. — 1966. — Vol. 6,
No. 5. — P. 1–50. — DOI: 10.1016/0041-5553(66)90114-5 (Original Russian Paper: Levitin E. S., Polyak B. T. Metody
minimizatsii pri nalichii ogranicheniy // Zhurnal vychislitel’noi matematiki i matematicheskoy fiziki. — 1966. — Vol. 6,
No. 5. — P. 787–823.)

Allen-Zhu Z., Orecchia L. Linear coupling: An ultimate unification of gradient and mirror descent //
arXiv preprint. — 2014. — https://arxiv.org/pdf/1407.1537

Brin S., Page L. The anatomy of a large-scale hypertextual Web search engine // Comput. Network
ISDN Syst. — 1998. — Vol. 30 (1–7). — P. 107–117. — DOI: 10.1016/S0169-7552(98)00110-X

Dvurechensky P., Shtern S., Staudigl M., Ostroukhov P., Safin K. Self-concordant analysis of Frank –
Wolfe algorithms // arXiv preprint. — 2020. — https://arxiv.org/pdf/2002.04320

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Нижние оценки для методов типа условного градиента для . . . 223

Frank M., Wolfe P. An algorithm for quadratic programming // Naval research logistics quarterly. —
1956. — Vol. 3, No. 1–2. — P. 95–110. — DOI: 10.1002/nav.3800030109

Garber D., Hazan E. A Linearly Convergent Conditional Gradient Algorithm with Applications to
Online and Stochastic Optimization // SIAM Journal on Optimization. — 2013. — Vol. 26. — DOI:
10.1137/140985366

Ivanova A., Pasechnyuk D., Grishchenko D., Shulgin E., Gasnikov A. Adaptive Catalyst for Smooth
Convex Optimization // arXiv preprint. — 2019. — https://arxiv.org/pdf/1911.11271

Jaggi M. Revisiting Frank –Wolfe: Projection-Free Sparse Convex Optimization // Proceedings of the
30th International Conference on Machine Learning. — 2013. — Vol. 28, No. 1. — P. 427–435.

Kerdreux T., d’Aspremont A., Pokutta S. Restarting Frank –Wolfe // Proceedings of Machine Learning
Research. — 2019. — Vol. 89. — P. 1275–1283.

Lacoste-Juien S., Jaggi M. On the global linear convergence of Frank –Wolfe optimization variants //
Advances in Neural Information Processing Systems. — 2015. — Vol. 28. — P. 469–504.

Lan G. The Complexity of Large-scale Convex Programming under a Linear Optimization Oracle //
arXiv preprint. — 2013. — https://arxiv.org/pdf/1309.5550

Lin H., Mairal J., Harchaoui Z. Catalyst Acceleration for First-order Convex Optimization: from
Theory to Practice // Journal of Machine Learning Research. — 2018. — Vol. 18, No. 212. —
P. 1–54.

Monteiro R., Svaiter B. An accelerated hybrid proximal extragradient method for convex optimization
and its implications to second-order methods // SIAM Journal on Optimization. — 2013. — Vol. 23,
No. 2. — P. 1092–1125.

Carderera A., Diakonikolas J., Lin C. Y., Pokutta S. Parameter-free locally accelerated conditional
gradients // International Conference on Machine Learning. — PMLR, 2021. — P. 1283–1293.

2022, Т. 14, № 2, С. 213–223



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 15%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA39 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Preserve
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError false
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /PDFXOutputConditionIdentifier (FOGRA27)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /ENU ([Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName (Coated FOGRA27 \(ISO 12647-2:2004\))
      /DestinationProfileSelector /WorkingCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /UseName
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [1200 1200]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


