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Моделирование боевых действий является актуальной научной и практической задачей, направлен-
ной на предоставление командирам и штабам количественных оснований для принятия решений. Авто-
рами предложена функция победы в боевых и военных действиях, основанная на функции конфликта
Г. Таллока и учитывающая масштаб боевых (военных) действий. На достаточном объеме данных военной
статистики выполнена оценка параметра масштаба и найдены его значения для тактического, оперативно-
го и стратегического уровней. Исследованы теоретико-игровые модели «наступление – оборона», в кото-
рых стороны решают ближайшую и последующую задачи, имея построение войск в один или несколько
эшелонов. На первом этапе моделирования находится решение ближайшей задачи — прорыв (удержание)
пунктов обороны, на втором — решение последующей задачи — разгром противника в глубине обороны
(контратака и восстановление обороны). Для тактического уровня с использованием равновесия Нэша
найдены решения ближайшей задачи (распределение сил сторон по пунктам обороны) в антагонистиче-
ской игре по трем критериям: а) прорыв слабейшего пункта; б) прорыв хотя бы одного пункта; в) сред-
невзвешенная вероятность. Показано, что наступающей стороне целесообразно использовать критерий
«прорыв хотя бы одного пункта», при котором, при прочих равных условиях, обеспечивается максималь-
ная вероятность прорыва пунктов обороны. На втором этапе моделирования для частного случая (стороны
при прорыве и удержании пунктов обороны руководствуются критерием прорыва слабейшего пункта) ре-
шена задача распределения сил и средств между тактическими задачами (эшелонами) по двум критериям:
а) максимизация вероятности прорыва пункта обороны и вероятности разгрома противника в глубине обо-
роны; б) максимизация минимального значения из названных вероятностей (критерий гарантированного
результата). Важным аспектом боевых действий является информированность. Рассмотрены несколько
примеров рефлексивных игр (игр, характеризующихся сложной взаимной информированностью) и осу-
ществления информационного управления. Показано, при каких условиях информационное управление
увеличивает выигрыш игрока, и найдено оптимальное информационное управление.

Ключевые слова: математическая модель, бой, наступление, оборона, функция победы, тео-
ретико-игровая модель, рефлексивное и информационное управление
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Modeling combat operations is an urgent scientific and practical task aimed at providing commanders and
staffs with quantitative grounds for making decisions. The authors proposed the function of victory in combat
and military operations, based on the function of the conflict by G. Tullock and taking into account the scale of
combat (military) operations. On a sufficient volume of military statistics, the scale parameter was assessed and
its values were found for the tactical, operational and strategic levels. The game-theoretic models «offensive –
defense», in which the sides solve the immediate and subsequent tasks, having the formation of troops in one
or several echelons, have been investigated. At the first stage of modeling, the solution of the immediate task
is found — the breakthrough (holding) of defense points, at the second — the solution of the subsequent task —
the defeat of the enemy in the depth of the defense (counterattack and restoration of defense). For the tactical
level, using the Nash equilibrium, solutions were found for the closest problem (distribution of the forces of the
sides by points of defense) in an antagonistic game according to three criteria: a) breakthrough of the weakest
point, b) breakthrough of at least one point, and c) weighted average probability. It is shown that it is advisable
for the attacking side to use the criterion of «breaking through at least one point», in which, all other things
being equal, the maximum probability of breaking through the points of defense is ensured. At the second stage
of modeling for a particular case (the sides are guided by the criterion of breaking through the weakest point
when breaking through and holding defense points), the problem of distributing forces and facilities between
tactical tasks (echelons) was solved according to two criteria: a) maximizing the probability of breaking through
the defense point and the probability of defeating the enemy in depth defense, b) maximizing the minimum
value of the named probabilities (the criterion of the guaranteed result). Awareness is an important aspect of
combat operations. Several examples of reflexive games (games characterized by complex mutual awareness)
and information management are considered. It is shown under what conditions information control increases
the player’s payoff, and the optimal information control is found.
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1. Введение

Управление войсками представляет собой целенаправленную деятельность командиров,
штабов и других органов управления по поддержанию боевой готовности и боеспособности
войск, подготовке их к бою и руководству ими при выполнении поставленных задач [Тактика,
1987]. Двум основным фазам управления войсками (подготовка и ведение боевых действий)
можно поставить в соответствие комплекс моделей, классификация которых представлена на
рис. 1.

Рис. 1. Классификация моделей боевых действий

На этапе подготовки моделирование боевых действий в общем случае сводится к отыска-
нию построения войск (размещению сил и средств на местности, их эшелонированию и распре-
делению), при котором противнику наносится максимально возможный урон.

Последовательность моделирования может быть следующей.

На первом этапе выполняются анализ тактических характеристик боевых средств и расчет
(возможно, с привлечением экспертов) параметра боевого превосходства подразделения (части,
соединения) над ожидаемым в бою, сражении, операции подразделением (частью, соединени-
ем) противника в моральном и технологическом отношении [Буравлев, Цырендоржиев, Брезгин,
2009; Дорохов, Ищук, 2017].

На втором этапе выбирается вид функции победы подразделения (части, соединения) [Шу-
мов, 2020]: индикаторного (игра полковника Блотто [Применение, 1961]) или вероятностного
типа, а во втором случае — на основе отношения (функция Ю. Б. Гермейера [Гермейер, 1971],
функция Г. Таллока [Tullock, 1980]) или разности сил (модель Д.Макфаддена и Д.Хиршляйфе-
на [Jia, Skaperdas, Vaidya, 2013]).

Третий этап моделирования обычно заключается в постановке теоретико-игровой задачи
«наступление – оборона» и отыскании оптимальных решений на распределение войск между
задачами и пунктами (районами, позициями). По возможности также выполняется планирова-
ние (прогнозирование) темпа наступления при прорыве обороны и в ее глубине, обоснование
мероприятий по введению противника в заблуждение.

На заключительном этапе выполняются верификация модели, проверка результатов расче-
тов на соответствие принципам военного искусства и опыту боевых действий (свидетельством
«правильности» моделей является соответствие результатов моделирования принципам военного
искусства [Осипов, 1915]).
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Ведение боевых действий (вторая фаза управления) исследуется в ходе военных игр, уче-
ний и тренировок, проводимых с использованием имитационных и других моделей и систем
поддержки принятия решений с различной степенью автоматизации процессов боя [Новиков,
2012; Aggregated, 2000] и не является предметом рассмотрения в настоящей работе.

Основоположником моделирования боевых действий по праву считается российский гене-
рал Михаил Павлович Осипов. В своей работе «Влияние численности сражающихся сторон на
их потери» [Осипов, 1915], опубликованной в 1915 г. в «Военном сборнике» (ныне — журнал
«Военная мысль»), на основе анализа результатов 38 сражений регулярных войск XIX и XX ве-
ков им сформулирована модель динамики боя, найдено решение и оценены параметры модели.

Формальное обоснование моделей Осипова –Ланчестера [Осипов, 1915; Lanchester, 1916]
(метод динамики средних) можно найти в работе [Вентцель, 1964]. Основные понятия теории
антагонистических игр разработаны Э. Борелем [Borel, 1921]. В нашей стране и за рубежом мо-
дели боевых действий разрабатывались в рамках научной дисциплины «исследование операций»
(см., например, работы [Гермейер, 1971; Краснощеков, Петров, 1983; Васин, Морозов, 2003; Ва-
син, 2005; Васин, Краснощеков, Морозов, 2008; Morse, Kimball, 1951; Карлин, 1964; Вагнер,
1972]). Классическая теоретико-игровая задача «нападение – защита» сформулирована и решена
Ю. Б. Гермейером [Гермейер, 1971] (как модификация модели О. Гросса), в которой две стороны
распределяют ограниченные ресурсы по пунктам обороны.

Обзор работ по моделированию военных действий можно найти в статье Д.А.Новикова
«Иерархические модели военных действий» [Новиков, 2012], где рассмотрены ланчестеровские
модели, игра полковника Блотто (игра, в которой две стороны одновременно и независимо
распределяют свои ресурсы между объектами — полями сражений, одновременными конкур-
сами/аукционами, группами избирателей и т. д.), а также функции конфликта индикаторного
и вероятностного типов.

Субъекты принимают решения на основе иерархии представлений о существенных пара-
метрах, причем неизбежно в силу тех или иных причин существует несовпадение между пред-
ставлениями (рефлексивной реальностью) и объективной реальностью. Систематическое иссле-
дование рефлексии в управлении началось в 60-е годы XX века [Лефевр, 1973], в последнее
десятилетие разработан комплекс математических моделей информационной и стратегической
рефлексии [Новиков, Чхартишвили, 2012].

Цель настоящей работы — обобщение и развитие результатов по моделированию боевых
действий [Корепанов, Новиков, 2011; Шумов, 2019; Шумов, Корепанов, 2020; Шумов, Корепа-
нов, 2021] по следующим направлениям:

• во-первых, статистическое обоснование функции победы в бою, сражении, операции, учи-
тывающей моральные и технологические характеристики боевых единиц, масштаб боевых
действий;

• во-вторых, разработка теоретико-игровых моделей «наступление – оборона», в которых
наступающая сторона решает две задачи: ближайшая (прорыв обороны противника) и по-
следующая (разгром резервов противника, захват объекта в глубине обороны). Отметим,
что в существующих теоретико-игровых моделях формализуется только первая задача, то
есть такие модели можно называть, например, моделями встречного боя, но не моделями
наступления (обороны);

• в-третьих, учет в моделях боя информированности сторон.

Таким образом, особенностью рассматриваемых ниже моделей боя является использова-
ние в них функций конфликта (победы), отражающих антагонистический характер конфликта:
рост усилий первой стороны увеличивает ее шансы на успех, так же как и снижение усилий
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второй стороны [Hirshleifer, 2000]. Основной акцент в данной работе сделан на анализе функций
победы и решении теоретико-игровых задач оптимального распределения ресурсов по задачам
и направлениям (объектам, пунктам).

2. Теоретико-игровая модель «наступление – оборона»

Теоретико-игровая модель «наступление – оборона» является развитием моделей Гросса –
Гермейера –Васина «нападение – защита» [Карлин, 1964; Гермейер, 1971; Васин, Морозов, 2003],
в которых исследуется задача прорыва пунктов обороны. В качестве агрегированной функции
технологии боя использована функция победы в бою (сражении, операции).

2.1. Функция победы в бою, сражении и операции

В общем случае функции конфликта (конкурса) подразделяются на (основание классифи-
кации — метод обоснования модели) стохастические (теоретико-вероятностные) модели; модели,
построенные на основе аксиом (предположений); конкурсные и аукционные модели, полученные
на основе дизайна экономических механизмов (mechanism design), модели на основе агрегиро-
вания микроэкономических показателей (подмоделей).

Положим, что в конфликте (конкурсе, аукционе) участвуют две стороны. Их усилия (ре-
сурсы) обозначим через x > 0 и y > 0 соответственно. Любой комбинации усилий сторон по-
ставлены в соответствие вероятности успеха (победы) — px(x, y) и py(x, y). Достаточно хорошо
исследованным является следующий класс функций победы:

px(x, y) =
fx(x)

fx(x) + fy(y)
, (1)

где fx(·) и fy(·) — неотрицательные, строго возрастающие функции. Отметим наиболее часто
встречающиеся функциональные формы модели (1). Модель Г. Таллока:

px(x, y) =
xμ

xμ + yμ
=

(x/y)μ

(x/y)μ + 1
,

где μ > 0 — параметр решительности сторон, относится к классу моделей на основе отношения
усилий (результат зависит от отношения усилий сторон).

Модель Д.Макфаддена и Д.Хиршляйфена:

px(x, y) =
exp(μx)

exp(μx) + exp(μy)
=

1
1 + exp(μ(y − x))

,

относится к классу моделей на основе разности усилий. К этому же классу относится пробит-
модель px(x, y) = Φ(x − y), где Φ — функция Лапласа.

Исторически первой функцией победы, используемой при моделировании боя, является
функция победы Гросса – Гермейера. В работе [Гермейер, 1971] рассмотрена следующая целевая
функция наступающих (общее количество средств нападения, прорвавшихся через все пункты):

f (x, y) =
n∑

i=1

max[xi − μiyi, 0], (2)

где μi — количество средств нападения, которое может уничтожить одна единица средств защиты
на пункте i; xi (yi) — количество средств нападения (защиты); n — количество пунктов обороны.
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Восстановим функцию победы в боестолкновении Ю. Б. Гермейера. Заметим, что в последнем
выражении используется следующая вероятность прорыва обороны на пункте i:

πx(xi, yi) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

βi xi − yi

βi xi

, βi xi − yi � 0,

0, βi xi − yi < 0,

βi =
1
μi

,

а количество прорвавшихся единиц определяется как произведение πx(xi, yi) и xi. То есть
при πx(xi, yi) = 0 вероятность победы px(xi, yi) = 0,5, так как βixi = yi. Естественно предпо-
ложить, что px(xi, yi) = 1 при yi = 0. Рассмотрим простейший линейный по px(xi, yi) случай вида
функции победы: 2px(xi, yi) − 1 = πx(xi, yi). Тогда получим

2px(xi, yi) − 1 =
βi xi − yi

βi xi

, px(xi, yi) =
2βi xi − yi

2βi xi

, 2βi xi � yi. (3)

Содержательно трудно объяснить наличие в функции победы Ю. Гермейера сомножителя 2
в числителе и знаменателе и использование функции разности сил.

Укажем недостатки целевой функции вида (2). В военной науке доказано [Осипов, 1915],
что всякий бой есть психологический акт, заканчивающийся отказом от него одной из сторон.
Поэтому в ходе боя бойцы делятся на три группы: активно участвующие в бою, убитые или ра-
ненные, отказавшиеся от участия в бою (дезертиры, имитирующие болезнь и т. д.). В модели (2)
третья группа не учитывается, по умолчанию полагается, что количество прорвавшихся единиц
равно разности между общим их количеством и количеством пораженных единиц.

В работах А.А.Васина и Н.И.Цыганова [Васин, Цыганов, 2021; Васин, Цыганов, 2021a]
впервые исследована аналитическая зависимость формы функции победы от масштаба боя (кор-
ня из среднего геометрического начальных численностей сторон).

С. Скапердас и др. отмечают, что, несмотря на наличие значительного числа публикаций
по моделированию конфликтов, конкурсов и аукционов в различных сферах деятельности, лишь
в небольшом количестве публикаций затрагиваются вопросы верификации функций конфликта
на реальных данных [Jia, Skaperdas, Vaidya, 2013].

Рассмотрим расширение функции конфликта Г. Таллока в целях моделирования боя, сра-
жения, операции. Определим вероятность победы первой стороны по формуле [Шумов, 2020]

px(x, y) =
(βx)m

(βx)m + (y)m =
qm

qm + 1
, q =

βx
y
> 0, (4)

где β > 0 — параметр боевого (морального и технологического) превосходства первой сторо-
ны над второй, q — отношение сил сторон, m — параметр формы (масштаба боевых действий).
В общем случае технологическое (тактическое) превосходство (и значение параметра β) опреде-
ляется, во-первых, тактико-техническими характеристиками сил и средств сторон и, во-вторых,
характеристиками местности и степенью ее подготовки к боевым действиям.

Если сделать замену переменной, то получим распределение Парето:

px(z) =
qm

qm + 1
=

zm − 1
zm = 1 − z−m, zm = qm + 1, z � 1, (5)

обладающее свойством самоподобия (распределение значений, превышающих величину z0 � 1,
также является распределением Парето). Содержательно это означает, что боевые действия ба-
тальона, полка могут быть описаны тем же распределением, что и боевые действия дивизии,
в составе которой они действуют. Математическому свойству самоподобия соответствует важ-
нейший принцип военного искусства, требующий учета одних и тех же факторов, определяющих
успех любого боя, сражения и операции [Речь, 1985].
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Перечислим особенности функции победы (4). Во-первых, вероятность победы второй сто-
роны есть вероятность проигрыша первой, то есть py(x, y) = 1 − px(x, y). Во-вторых, функ-
ция px(x, y) строго возрастает по x и строго убывает по y. В-третьих, функция симметрична
или анонимна (если усилия сторон поменять местами, то их вероятности победы также изме-
нятся) и относится к классу моделей на основе отношения сил, что соответствует сложившей-
ся практике оперативно-тактических расчетов [Morse, Kimball, 1951; Цыгичко, Стоили, 1997].
В-четвертых, внутри одной формы боевых (военных, специальных) действий функция победы
является однородной функцией нулевой степени, то есть py(tx, ty) = py(x, y), t > 0. В-пятых, па-
раметр формы m функции победы позволяет учесть особенности специальных действий (борьбы
с нерегулярными формированиями противника), боевых действий на тактическом и оперативном
уровне, военных действий (стратегических операций).

Аналитическая оценка параметра β боевого превосходства вытекает из определения боя
(совокупность согласованных по цели, месту и времени ударов, огня и маневра войск) и ис-
следована ранее [Шумов, 2020]. Статистическая оценка параметра β выполнена методом макси-
мального правдоподобия.

Для статистической оценки параметра формы необходимо собрать и обработать данные по
результатам боев, сражений, операций (исход конфликта, боевой состав участников и др.). Ес-
ли на оперативном и стратегическом уровне статистические данные представлены в литературе
(см. [Осипов, 1915; Великая, 2010] и др.), то на тактическом уровне (бои, в которых участвуют
общевойсковые и другие подразделения) достоверных данных очень мало по следующим при-
чинам: во-первых, необходимо сопоставить архивные данные о численности и боевом составе
сторон, включая разграничительные линии; во-вторых, одно подразделение (часть, соединение)
может действовать на стыке противника, и не всегда возможно из архивных данных выявить
численный состав противника, принимавшего участие в бою даже при наличии исходных дан-
ных; в-третьих, боевые действия отличаются динамизмом и в ходе боя численности сторон могут
существенно меняться (ввод в бой новых подразделений, вывод подразделений в резерв или пе-
ремещение в новый район). В этой связи для оценки параметра формы на тактическом уровне
использовалась международная база данных инцидентов в морском пространстве, по которой
можно точно установить численности сторон и исход силового акта.

На рис. 2 показаны доли успешных пиратских и разбойных актов на море, по данным
международной статистики инцидентов в морском пространстве за 2010–2020 годы (объем вы-
борки — n = 714, оценка параметра превосходства пиратов — β = 1,42) [Шумов, Сидоренко,
Цезарь, 2021].

Рис. 2. Доля успешных пиратских и разбойных актов на море
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Параметр формы равен m = 1 с уровнем значимости 0,05 по статистическому критерию
хи-квадрат Фишера (при шести степенях свободы).

На рис. 3 показаны доли побед сильнейшей по численности стороны в сражениях XIX –
нач. XX веков (данные взяты из [Осипов, 1915], β = 1, объем выборки — n = 38). Параметр фор-
мы равен m = 3 с уровнем значимости 0,01 по статистическому критерию хи-квадрат Пирсона
(при четырех степенях свободы).

Рис. 3. Доля побед сильнейшей стороны в сражениях XIX – нач. XX вв.

На рис. 4 показаны доли побед сильнейшей по численности стороны в стратегических обо-
ронительных и наступательных операциях в годы Великой Отечественной войны 1941–1945 гг.
(данные взяты из [Великая, 2010], β = 1, объем выборки — n = 46). Параметр формы равен m =
= 3 с уровнем значимости 0,01 по статистическому критерию хи-квадрат Пирсона (при четырех
степенях свободы).

Рис. 4. Доля побед сильнейшей стороны в стратегических операциях в годы Великой Отечественной
войны

Из формулы (4) находим требуемое отношение сил q для победы над противником с за-
данной вероятностью px:

q = m

√
px

1 − px
. (6)

Результаты расчетов представлены в табл. 1.
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Таблица 1. Необходимое превосходство над противником

Вероятность победы
над противником, px

Параметр m формы модели (6)
m = 0,5 m = 1 m = 2 m = 3

0,7 5,4 : 1 2,3 : 1 1,5 : 1 1,3 : 1
0,75 9,0 : 1 3,0 : 1 1,7 : 1 1,4 : 1
0,8 16,0 : 1 4,0 : 1 2,0 : 1 1,6 : 1
0,9 81,0 : 1 9,0 : 1 3,0 : 1 2,1 : 1

При преобладании нетрадиционных форм боя (нападения из засад, партизанские действия
и т. д.) и при моделировании контртеррористических и специальных операций целесообразно
использовать значение параметра формы m = 0,5. Чтобы добиться высокой вероятности победы,
необходимо обеспечить многократное превосходство в силах и средствах над противником. На-
пример, вероятность победы 0,75 достигается при боевом превосходстве над противником q = 9.
Данный результат подтверждается практикой контртеррористических и специальных операций:
опыт внутренних конфликтов свидетельствует о том, что соотношение численности правитель-
ственных войск к повстанцам должно быть в пределах от 8 : 1 до 10 : 1 (то есть восемь-десять
единиц к одной). Многие государства Запада исходят именно из таких показателей при опреде-
лении численности сил правопорядка [Контртеррористическая, 2000].

Действия подразделений и частей в наступлении и обороне могут быть описаны моделью
отношения сил со значением параметра формы m = 1. В этом случае вероятность победы 0,75
достигается при трехкратном превосходстве в силах и средствах над противником, что соответ-
ствует сложившимся представлениям о ведении общевойскового боя.

При моделировании действий дивизий (корпусов, армий) в сражении (операции) представ-
ляется обоснованным использовать значение параметра формы m = 2–3. Здесь успех сражения
(операции) почти гарантирован при 2–3-кратном общем превосходстве над противником в си-
лах и средствах. Президент Академии военных наук генерал армии М.А. Гареев отмечал, что
за время Великой Отечественной войны не было ни одной успешной оборонительной опера-
ции, проведенной значительно меньшими силами, чем у наступающего противника. Возмож-
но отражение атак превосходящих сил противника в тактическом звене, но не в оперативно-
стратегическом [Ионин, 2005].

Следовательно, содержательная и статистическая оценки параметра формы функции по-
беды дают основания полагать, что параметр формы отражает характер и масштаб действий.
Актуальной научной задачей является статистическая оценка параметра формы функции побе-
ды в контртеррористических и специальных операциях, характерными особенностями которых
являются следующие: во-первых, стремление противника по возможности затеряться в толпе
гражданских лиц; во-вторых, целью операции является не только разгром противника, но и его
нейтрализация, недопущение выхода из определенного района, для чего создаются специальные
элементы боевого порядка (группы блокирования и прикрытия, фильтрационные пункты и т. д.).

2.2. Постановка задачи на моделирование

Пусть имеется n обороняемых пунктов (районов, участков, полос) с номерами i = 1, . . . , n,
где возможен прорыв средствами наступающих; Rx и Ry — количества боевых средств у на-
ступающих (игрок Н) и обороняющихся (игрок О). Ресурсы Rx и Ry полагаются бесконечно
делимыми, что позволит учесть действия своих, приданных и поддерживающих единиц, когда
их усилия попеременно направлены на различные пункты и задачи.

Наступающая сторона состоит из боевых единиц, предназначенных для решения ближай-
шей (прорыва обороны противника) и последующей (отражения контратаки резервов противни-
ка, занятия рубежа или объекта в глубине обороны) задачи.
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Вектор средств игрока Н:

x = (x1, . . . , xn, u) ∈ X =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩x
∣∣∣∣

n∑

i=1

xi + u = Rx

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭, rx = Rx − u, xi, u ∈ �+, (7)

где xi � 0 — количество средств решения ближайшей задачи (первого эшелона), действующих
на пункте i; rx — суммарное количество средств решения ближайшей задачи; u > 0 — количество
средств решения последующей задачи (второго эшелона).

Обороняющаяся сторона состоит из войск первого эшелона и резерва (или второго эше-
лона). Задача первого эшелона заключается в недопущении прорыва пунктов обороны, задача
резерва (второго эшелона) — в нанесении контрудара в случае прорыва обороны или удержании
второй линии обороны.

Вектор средств игрока О:

y = (y1, . . . , yn, w) ∈ Y =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩y
∣∣∣∣

n∑

i=1

yi + w = Ry

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭, ry = Ry − w, yi, w ∈ �+, (8)

где yi � 0 — количество средств первого эшелона, имеющих задачу обороны пункта i; ry —
суммарное количество средств решения первой задачи (удержания пунктов обороны); w > 0 —
количество средств резерва, предназначенных для нанесения контрудара в случае прорыва пунк-
та i (вторая задача).

Положим, что стороны обладают общим знанием, принимают решения одновременно
и независимо. Тогда мы имеем антагонистическую игру (выигрыш первой стороны есть про-
игрыш второй) и для поиска оптимальных решений следует найти равновесие Нэша.

С использованием известных методов теории игр [Гермейер, 1971; Васин, Морозов, 2005;
Писарук, 2019] авторами разработана теоретико-игровая модель боевых действий, которая пред-
ставлена ниже.

2.3. Оптимальное распределение сил и средств при прорыве пунктов обороны
(критерий — прорыв слабейшего пункта)

Вероятность решения наступающими ближайшей задачи определим в виде (m = 1, такти-
ческий уровень)

f (x, y) = max
i=1, ..., n

βi xi

βixi + yi

,

n∑

i=1

xi = rx,

n∑

i=1

yi = ry (9)

(нанесение удара по слабейшему пункту обороны противника). В целевой функции (9) исполь-
зуется вероятностная функция победы в конфликте, соответствующая традиции военного моде-
лирования и лишенная отмеченных выше недостатков.

Содержательно целевая функция (9) отражает стремление наступающих прорвать оборону
на слабейшем пункте противника. Цель обороняющихся — не допустить прорыва на этом пункте,
целевая функция — 1− f (x, y). Мы имеем антагонистическую игру. Положим, что продолжитель-
ность циклов боевых действий сторон примерно одинакова, тогда есть основания считать, что
стороны принимают решения независимо и одновременно и для нахождения решения использо-
вать равновесие Нэша.

Доказано [Шумов, Корепанов, 2021], что оптимальная стратегия обороняющихся (распре-
деление ресурса по пунктам обороны) равна

y0 : y0
i =

βi
n∑

j=1
β j

ry =
βi

B
ry, B =

n∑

j=1

β j, i = 1, . . . , n, (10)
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а наступающие используют смешанную стратегию, распределяя весь ресурс на один из пунктов
с вероятностями

π0
i =

βi

B
, i = 1, . . . , n. (11)

При этом значение игры при прорыве пунктов обороны равно

v =
rxB

rxB + ry
. (12)

Если объекты обороны однородны (β = β1 = β2 = . . . = βn), то значение игры равно

v =
nβrx

nβrx + ry
. (13)

Вынужденность обороны непосредственно следует из последнего выражения — с ростом
числа объектов обороны эффективность наступления существенно возрастает.

Важно отметить, что оптимальные решения сторон (10) и (11) при прорыве пунктов оборо-
ны не зависят от ожидаемой численности боевых единиц противника. Они целиком и полностью
определяются характеристиками местности и структурой формирований сторон, участвующих
в боевых действиях (то есть параметром β).

2.4. Оптимальное распределение сил и средств при прорыве пунктов обороны
(критерий — прорыв хотя бы одного пункта)

В ряде случаев задача прорыва пунктов обороны на тактическом уровне (m = 1) может
быть описана целевой функцией игрока Н вида

G(x, y) = 1 −
n∏

i=1

(1 − px(xi, yi)) = 1 −
n∏

i=1

(
yi

βi xi + yi

)
,

n∑

i=1

xi = rx,

n∑

i=1

yi = ry (14)

(вероятность прорыва хотя бы одного пункта обороны противника).
Решение задачи не изменится, если записать целевую функцию в эквивалентной форме:

1 −
n∏

i=1

(
yi

βi xi + yi

)
⇒ −

n∏

i=1

(
yi

βi xi + yi

)
⇒ −

n∑

i=1

ln

(
yi

βixi + yi

)
⇒

⇒ g(x, y) =
n∑

i=1

ln

(
βi xi + yi

yi

)
. (15)

Рассмотрим функцию

h(x, y) = ln

(
a

x
y
+ 1

)
, x, y, a > 0. (16)

Ее производные по y равны

h′y = −ax[axy + y2]−1, h′′y = ax(ax + 2y)[axy + y2]−2 � 0.

Следовательно, h(x, y) выпукла и функция (15) выпукла по y (сумма выпуклых функций
выпукла). Аналогично легко показать, что функция (15) вогнута по x. Следовательно, существует
решение игры в чистых стратегиях (см. [Васин, Морозов, 2005]), а значение игры равно верхней
и нижней цене игры (которые совпадают):

v = v max
x∈X

min
y∈Y g(x, y) = min

y∈Y max
x∈X

g(x, y) = v. (17)
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Чтобы найти решение игры, составим две функции Лагранжа, найдем их производные
и приравняем нулю:

L(x, λ) = −
∑

i

ln

(
βi

xi

yi

+ 1

)
+ λ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

i

xi − rx

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L(y, μ) =
∑

i

ln

(
βi

xi

yi

+ 1

)
+ μ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

i

yi − ry

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

∂L(x, λ)
∂xi

= − βi

βixi + yi

+ λ = 0, i = 1, . . . , n, (18)

∂L(y, μ)
∂yi

= − βi xi

yi(βi xi + yi)
+ μ = 0, i = 1, . . . , n. (19)

Разделим (19) на (18), предварительно перенеся λ и μ в правые части уравнений:
xi

yi

=
μ

λ
. (20)

С учетом ограничений
n∑

i=1
xi = rx и

n∑
i=1

yi = ry из (20) имеем

rx

ry
=
μ

λ
. (21)

Тогда из (18) и (21) находим

x0
i =

βirx

S (βirx + ry)
, i = 1, . . . , n, S =

n∑

k=1

βk

βkrx + ry
, (22)

y0
i =

βiry

S (βirx + ry)
, i = 1, . . . , n. (23)

Значение игры равно

v = 1 −
n∏

i=1

ry

βirx + ry
. (24)

2.5. Оптимальное распределение сил и средств при прорыве пунктов обороны
(критерий — средневзвешенная вероятность прорыва)

Пусть пункты обороны характеризуются ценностями Vi > 0, i = 1, . . . , n, тогда функции
сторон на тактическом уровне (m = 1) будут иметь вид (средневзвешенные значения вероятно-
стей захвата пунктов)

fx(x, y) =
n∑

i=1

Vi

βi xi

βi xi + yi

,

n∑

i=1

xi = rx, (25)

fy(x, y) =
n∑

i=1

Vi

yi

βi xi + yi

,

n∑

i=1

yi = ry (26)

(игра с постоянной суммой).
В антагонистической игре (25)–(26) оптимальные стратегии сторон равны (см. вероятност-

ную модель [Новиков, 2012, с. 33–36])

x0
i =

Viβirx

S (βirx + ry)2
=

Viβirx

(βirx + ry)2
n∑

i=1

Viβi
(βirx+ry)2

, i = 1, . . . , n, (27)

y0
i =

Viβiry

S (βirx + ry)2
=

Viβiry

(βirx + ry)2
n∑

i=1

Viβi
(βirx+ry)2

, i = 1, . . . , n. (28)
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В ситуации равновесия значения целевых функций равны

fx(x0, y0) =
n∑

i=1

Vi

βirx

βirx + ry
, fy(x0, y0) =

n∑

i=1

Vi

ry

βirx + ry
. (29)

Пример 2.1. Пусть rx = 200, ry = 100, β1 = 1, β2 = 0,5, β3 = 0,5, V1 = V2 = V3 = 1/3, n =
= 3. Найти оптимальные решения сторон и значения игры по трем критериям прорыва пунктов
обороны.

Результаты расчетов представим в виде таблицы 2.

Таблица 2. Оптимальные решения сторон и значения игры по трем критериям

Показатели
Прорыв слабейшего
пункта обороны (9)

Прорыв хотя бы
одного пункта
обороны (14)

Средневзвешенная
вероятность прорыва

(25)–(26)

Оптимальная стратегия
наступающих
(игрок Н)

Вероятности выбора
пункта для удара
всеми силами:
0,5; 0,25; 0,25

Распределение
единиц по пунктам:

80; 60; 60

Распределение
единиц по пунктам:

61,5; 69,2; 69,2

Оптимальная стратегия
обороняющихся
(игрок О)

Распределение
единиц по пунктам:

50; 25; 25

Распределение
единиц по пунктам:

40; 30; 30

Распределение
единиц по пунктам:

30,8; 34,6; 34,6
Значение игры 0,8 0,92 0,56; 0,44

В рассмотренном примере наступающим целесообразно на этапе подготовки к бою руко-
водствоваться критерием прорыва хотя бы одного пункта обороны.

В предположении, что пункты обороны однородны (β = β1 = β2 = . . . = βn), сравним
значения игры по критерию прорыва слабейшего пункта v1 и критерию прорыва хотя бы одного
пункта v2:

v1 = 1 − ry

nβrx + ry
= 1 − s1, v2 = 1 −

(
ry

βrx + ry

)n

= 1 − s2,

s1

s2

=

(
βrx
ry
+ 1

)n

nβrx
ry
+ 1

.

Из последнего выражения следует, что с увеличением количества пунктов обороны n пре-
имущество использования наступающими критерия прорыва хотя бы одного пункта становится
очевидным.

2.6. Оптимальное распределение сил и средств между ближайшей и последующей
задачами

Критерий наступающих в модели «наступление – оборона» можно сформулировать так:
максимизация вероятности прорыва пунктов обороны (ближайшая задача) и захвата объекта
в глубине обороны (разгрома резервов противника — последующая задача).

Если обе стороны при решении ближайшей задачи руководствуются критерием прорыва
слабейшего пункта обороны, то мы имеем на тактическом уровне (m = 1) следующую целевую
функцию игрока Н:

F(u, w) =
B(Rx − u)

B(Rx − u) + (Ry − w)
× δu
δu + w

, B =
n∑

j=1

β j, (30)
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где δ — параметр боевого превосходства наступающих при решении ими последующей задачи.
Первый сомножитель отражает решение ближайшей задачи, второй — последующей.

Доказано [Шумов, Корепанов, 2021], что сторонам целесообразно использовать чистые
стратегии:

u0 = RxD, w0 = RyD, D =
Ry + BRx

2Ry + (B + δ)Rx
=

1 + B Rx
Ry

2 + (B + δ)Rx
Ry

. (31)

Содержательно значение параметра D есть доля войск, выделенных во второй эшелон
(резерв). Эта доля существенно зависит от значения параметра δ и в меньшей степени — от
значения параметра B и отношения ресурсов сторон.

Если все пункты обороны однородны (β = β1 = β2 = . . . = βn), то параметр D равен

D =
Ry + nβRx

2Ry + (nβ + δ)Rx
.

Найденные зависимости распределения боевых единиц обороняющейся стороны по зада-
чам (эшелонам) соответствуют взглядам военных специалистов США на подготовку и ведение
оборонительных действий. В частности, когда обороняющиеся не уступают наступающим в мо-
бильности и при поспешно занимаемой обороне организуется мобильная оборона, при которой
значительная часть сил и средств (до двух третьих) выделяется во второй эшелон (резерв) с це-
лью разгрома вклинившегося противника в ходе контратак. Позиционная оборона основывается
на прочном удержании в течение определенного времени заранее подготовленных в инженерном
отношении оборонительных позиций, максимальном использовании огневых средств, располо-
жении главных сил и средств в основном районе обороны соединения.

Сторонами может использоваться не критерий максимизации (минимизации) вероятности
решения первой и второй задач (30), а критерий достижения гарантированного результата:

F(u, w) = min

(
B(Rx − u)

B(Rx − u) + Ry − w
;

δu
δu + w

)
, 0 � u � Rx, 0 � w � Ry, B > δ (32)

(наступающие оценивают вероятность прорыва слабейшего пункта обороны и вероятность вы-
полнения последующей задачи и принимают в качестве критерия минимальное значение, под-
лежащее максимизации). Соответственно, цель обороняющихся может быть оценена критери-
ем 1 − F(u, w).

Доказано [Шумов, Корепанов, 2021], что в антагонистической игре на тактическом уровне
с целевой функцией (32) оптимальное количество сил и средств, выделяемое наступающими для
решения последующей задачи, равно

u0 =
B

B + δ
Rx. (33)

Доля сил и средств, выделяемых наступающими на решение последующей задачи, опре-
деляется значениями параметра B боевого превосходства наступающих при прорыве пунктов
обороны и параметра δ боевого превосходства наступающих в глубине обороны противника
(при отражении его контратаки). Соответственно, оптимальное количество сил и средств, выде-
ляемых для решения ближайшей задачи, равно Rx − u0.

Оптимальная смешанная стратегия обороняющихся заключается в следующем. Обороня-
ющиеся с вероятностью δ

B+δ распределяют все силы и средства на второй линии обороны, а с ве-
роятностью B

B+δ — на первой. При этом оптимальное значение игры равно

v =
δBRx

δBRx + (B + δ)Ry
. (34)
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При однородности пунктов обороны (β = β1 = β2 = . . . = βn) значение игры равно

v =
δnβRx

δnβRx + (nβ + δ)Ry
.

Рассмотрим содержательную интерпретацию задачи. Рассуждая об итогах Варшавско-По-
знаньской операции войск 1-го Белорусского фронта, Г. К.Жуков отмечал, что противник спосо-
бен определить время и направление главного удара, и не было полной гарантии о достижении
оперативно-тактической внезапности, поэтому он, как командующий, шел на худшее и расчет
строил также на худшее. «Что противник мог сделать, когда бы он разгадал наш замысел? Он
мог оставить в первом эшелоне обороны, то есть на своем переднем крае, усиленное прикры-
тие, станковые пулеметы, ручное автоматическое оружие, отдельные пушки и даже поставить
танки. Любую разведку, которую бы мы вели, он отбрасывал бы и этим создавал впечатление,
что он здесь сидит крепко. В глубине обороны противник мог расставить макеты, иметь дежур-
ные средства, маневрируя которыми по траншеям мог создать впечатление, что непосредствен-
ные позиции, прилегающие к переднему краю на глубину 2–3 км, живут и не только живут, но
и стреляют. Главные же силы он мог держать в 5–6 км от переднего края. Потеряв наконец от
нашего первого удара 5–6 км территории и заставив нас расстрелять артзапасы, он достиг бы
срыва нашей операции» [Речь, 1985].

Для достижения успеха операции Г.К.Жуков предложил и реализовал план ложной ата-
ки: «Значит, сила артудара, сила атаки не должны вызвать какое-либо подозрение у противника,
и если окажется, что противник будет захвачен врасплох, дрогнет и не выдержит этого удара, мы
используем этот успех, немедленно перейдем в атаку всеми силами и будем осуществлять свой
генеральный план, то есть будем вести генеральную атаку. Допустим, что противник пошел все
же на обман и очистил бы территорию на 3–5 км, дал возможность нашему первому эшелону ата-
ки приблизиться к истинному переднему краю, а там бы его остановил и атака бы захлебнулась.
В этом случае максимум через 1–1,5 часа после передачи соответствующих команд и распоря-
жений мы могли перейти к плану осуществления артподготовки генеральной атаки. Артсредства
с основных позиций, не делая никаких перемещений, потому что артиллерия настолько близко
была поставлена к переднему краю (дивизионная артиллерия располагалась в 700–1000 метров
от переднего края), могли выполнить задачи артподготовки» [Речь, 1985].

3. Рефлексия и информационное управление в модели «наступление –
оборона»

Одним из фундаментальных свойств процесса принятия решений является то, что наря-
ду с природной («объективной») реальностью существует ее отражение в сознании. При этом
во многих случаях между природной реальностью и ее образом в сознании существует неиз-
бежный зазор, несовпадение. Целенаправленное изучение этого феномена традиционно связано
с термином «рефлексия».

Как известно, игра с полной информированностью в нормальной форме задается перечис-
лением множества игроков, множеств их допустимых действий и набором их целевых функций.
Однако существенным является вопрос: известно ли само это описание участникам игры? Дол-
гое время в теории игр «по умолчанию» предполагалось, что игра известна всем ее участникам
и, более того, она является общим знанием среди участников. Этот технический термин — «общее
знание» (common knowledge) — был введен философом Дэвидом Льюисом [Lewis, 1969], а в тео-
рию игр — Робертом Ауманном [Aumann, 1976] для обозначения факта, о котором известно всем
игрокам, и всем игрокам известно, что о нем известно всем игрокам, и т. д.

Ясно, что далеко не всегда игра является общим знанием. Для моделирования таких ситуа-
ций введено понятие рефлексивной игры (см. [Новиков, Чхартишвили, 2012]). В отличие от игры
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с общим знанием целевые функции игроков в рефлексивной игре зависят (кроме набора действий
игроков) от неопределенного параметра, называемого также состоянием природы. У каждого из
игроков, вообще говоря, может быть свое представление о том, какое состояние природы реа-
лизовалось. Далее, у каждого агента может быть свое представление о преставлениях оппонен-
тов, о представлениях о представлениях и т. д. Совокупность всех этих представлений образует
структуру информированности игры. Таким образом, описание рефлексивной игры отличается
от описания «обычной» игры в нормальной форме наличием структуры информированности (см.
[Новиков, Чхартишвили, 2012; Fedyanin, 2020]).

Если у одной из сторон имеется возможность сформировать ту или иную структуру ин-
формированности, мы имеем дело с задачей информационного управления (см. [Новиков, Чхар-
тишвили, 2012]) — целенаправленного формирования представлений, выгодных управляющему
субъекту. В данном разделе будут рассмотрены примеры рефлексивных игр и задач информа-
ционного управления в модели «наступление – оборона» на тактическом уровне (m = 1) при
различных неопределенных параметрах.

3.1. Рефлексия и информационное управление в задаче прорыва пунктов обороны
(критерий — прорыв хотя бы одного пункта)

Рассмотрим пример рефлексивной игры прорыва пунктов обороны на тактическом уровне
с критерием прорыва хотя бы одного пункта (п. 2.4), в которой неопределенным параметром
является суммарное количество средств нападающей стороны. Пусть сторона обороны — иг-
рок О — считает, что этот параметр принимает значение ρx, в то время как истинным значением
является rx, и все это известно стороне нападения — игроку Н. Такая структура информиро-
ванности может быть представлена в виде графа с тремя вершинами (см. рис. 5), на котором
через ОН обозначен игрок Н с точки зрения игрока О, а стрелки обозначают адекватную ин-
формированность игроков друг о друге. Игрок ОН является фантомным, то есть он существует
лишь в сознании игрока О и не совпадает с реальным игроком Н (игрок ОН считает значением
неопределенного параметра ρx).

Рис. 5. Граф рефлексивной игры при информированной стороне нападения

Итак, субъективно игрок О играет в антагонистическую игру с целевой функцией

G(x, y) = 1 −
n∏

i=1

(
yi

βixi + yi

)
,

n∑

i=1

xi = ρx,

n∑

i=1

yi = ry,

и собственной стратегией y = (y1, . . . , yn). Как было показано в п. 2.4, оптимальная стратегия
игрока О в этой игре имеет следующий вид:

y0
i (ρx) =

βiry

S̃ (βiρx + ry)
, i = 1, . . . , n, S̃ =

n∑

k=1

βk

βkρx + ry
. (35)

Игрок Н использует критерий, задаваемый целевой функцией

G(x, y) = 1 −
n∏

i=1

(
yi

βi xi + yi

)
,

n∑

i=1

xi = rx,

n∑

i=1

yi = ry. (36)
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Найдем оптимальную стратегию игрока Н x = (x1, . . . , xn) при фиксированной страте-
гии (35) игрока О. Для этого воспользуемся уравнениями (18), которые запишем в следующем
виде:

xi =
1
λ
− yi

βi

, i = 1, . . . , n. (37)

Просуммировав уравнения (37) и воспользовавшись соотношением
n∑

i=1
xi = rx, получаем

1
λ
=

1
n

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝rx +

n∑

i=1

yi

βi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

откуда с учетом тех же соотношений (37) следует

xi =
1
n

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝rx +

n∑

i=1

yi

βi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ −
yi

βi

, i = 1, . . . , n.

Подставляя в последнее соотношение вместо yi значение y0
i (ρx) из (35), получаем в итоге

оптимальную стратегию игрока Н:

x0
i =

1
n

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝rx +

n∑

i=1

ry

S̃ (βiρx + ry)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ −
ry

S̃ (βiρx + ry)
, i = 1, . . . , n. (38)

Предположим теперь, что игрок Н имеет возможность сформировать у игрока O любое
представление о значении неопределенного параметра в пределах множества R. Тогда ответом
на вопрос о том, какое именно представление ему выгодно сформировать, является решение
следующей оптимизационной задачи:

G(x0, y0(ρx)) −−−−→
ρx∈R

max.

С учетом (36), (35) и (38) эту задачу можно записать следующим образом:

ν(ρx) = 1 − (nry)n

(
n∑

i=1

rxβi+ry

ρxβi+ry

)n n∏
i=1

(
βiρx + ry

) −−−−→ρx∈R
max. (39)

Решение задачи (39) описывает следующее утверждение.

Утверждение 3.1. Если параметры превосходства для каждого пункта одинаковы, то есть
выполнено условие

β1 = . . . = βn, (40)

то функция ν(ρx) является константой. В случае невыполнения условия (40) функция ν(ρx) строго
убывает на интервале 0 < ρx < rx и строго возрастает при ρx > rx.

Доказательство. При помощи прямой подстановки легко убедиться, что при выполнении
условия (40) функция ν(ρx) является константой, поэтому далее будем считать, что это условие
не выполняется.

Далее, легко видеть, что промежутки убывания и возрастания функции ν(ρx) совпадают
с промежутками соответственно убывания и возрастания функции

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n∑

i=1

rxβi + ry

ρxβi + ry

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
n n∏

i=1

(
βiρx + ry

)
. (41)
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Введем обозначения

γi = rx +
ry

βi

, Δ = ρx − rx,

при помощи которых запишем функцию (41) в следующем виде:

ϕ(Δ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n∏

i=1

βi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑

i=1

γi

γi + Δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
n n∏

i=1

(
γi + Δ

)
, Δ > −rx.

Функция ϕ(Δ) является на рассматриваемом множестве непрерывно-дифференцируемой,
поэтому промежутки ее монотонности определяются знаком производной. Найдем производную:

ϕ′(Δ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n∏

i=1

βi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑

i=1

γi

γi + Δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
n−1 n∏

i=1

(
γi + Δ

) ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣−n
n∑

i=1

γi

(γi + Δ)2
+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n∑

i=1

γi

γi + Δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑

i=1

1
γi + Δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

Легко убедиться, что
ϕ′(Δ) = 0 при Δ = 0.

Для завершения доказательства достаточно показать, что выражение

Z = −n
n∑

i=1

γi

(γi + Δ)2
+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n∑

i=1

γi

γi + Δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑

i=1

1
γi + Δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (42)

принимает отрицательные значения при −rx < Δ < 0 и положительные при Δ > 0.
Воспользуемся известным алгебраическим неравенством (см., например, [Радзивиловский,

2006]): если наборы чисел a1, a2, . . . , an и b1, b2, . . . , bn упорядочены одинаково, то выполняется
неравенство

n(a1b1 + a2b2 + . . . + anbn) � (a1 + a2 + . . . + an)(b1 + b2 + . . . + bn), (43)

если же они обратно упорядочены, выполняется неравенство с противоположным знаком; при
этом если не все числа a1, a2, . . . , an равны между собой и одновременно не все числа b1,
b2, . . . , bn равны между собой, то неравенство является строгим.

Введем обозначения

ai =
γi

γi + Δ
, bi =

1
γi + Δ

, i = 1, . . . , n.

Тогда выражение (42) можно записать следующим образом:

Z = −n(a1b1 + a2b2 + . . . + anbn) + (a1 + a2 + . . . + an)(b1 + b2 + . . . + bn).

Упорядочим величины γi, i = 1, . . . , n. При Δ < 0 ai и bi являются монотонно убываю-
щими функциями от γi на интервале γi > rx, поэтому не все ai равны между собой, не все bi
равны между собой, ai и bi являются одинаково упорядоченными. Следовательно, при Δ < 0
справедливо неравенство Z < 0.

Аналогично при Δ > 0 ai является монотонно возрастающей функцией от γi, а bi является
монотонно убывающей функцией от γi, поэтому не все ai равны между собой, не все bi равны
между собой, ai и bi являются обратно упорядоченными. Следовательно, при Δ > 0 справедливо
неравенство Z > 0.

Следствие. Пусть множество R представляет собой отрезок. Тогда максимум функции (39)
достигается на одной из границ отрезка.
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Пример 3.1. Пусть n = 3, rx = 200, ry = 100, β1 = 1, β2 = β3 = 0,05, R = [20, 2000].
Подставляя rx и граничные значения отрезка R в формулу (39), получаем

ν(200) ≈ 0,72, ν(20) ≈ 0,78, ν(2000) ≈ 0,83.

При β1 = 1, β2 = 0,5, β3 = 0,2 получим

ν(200) ≈ 0,88, ν(20) ≈ 0,89, ν(2000) ≈ 0,89.

Таким образом, оптимальным информационным управлением со стороны игрока Н явля-
ется ρx = 2000, и оно позволяет увеличить вероятность прорыва пунктов обороны на 0,11.

На рис. 6 показан график зависимости вероятности прорыва пунктов при значениях ρx
от 20 до 2000 и для двух условий обороны (значений вектора β = (β1, β2, β3)).

Рис. 6. График вероятности прорыва пунктов обороны в зависимости от представлений обороняющихся
о численности наступающих: ν1 при β1 = 1, β2 = β3 = 0,05; ν2 при β1 = 1, β2 = 0,5, β3 = 0,2

Из рисунка видно, что формировать у противника (обороняющихся) представления об
иной численности боевых единиц своей стороны целесообразно, когда возможности по прорыву
пунктов обороны (значения вектора β) существенно различны.

3.2. Рефлексия и информационное управление в задаче распределения сил и средств
между ближайшей и последующей задачами

Рассмотрим пример рефлексивной игры прорыва пунктов обороны на тактическом уровне
в задаче, в которой выбором игроков является распределение ресурсов между двумя направлени-
ями их использования — прорыв обороны и захват объекта в глубине обороны (п. 2.5). Неопре-
деленным параметром является суммарное количество средств обороняющейся стороны. Пусть
сторона нападения — игрок Н — считает, что этот параметр принимает значение ρy, в то время
как истинным значением является Ry, и все это известно стороне обороны — игроку О. Такая
структура информированности может быть представлена в виде графа с тремя вершинами (см.
рис. 7), на котором через НО обозначен игрок О с точки зрения игрока Н, а стрелки обозначают
адекватную информированность игроков друг о друге.

Рис. 7. Граф рефлексивной игры при информированной стороне обороны
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Итак, субъективно игрок Н играет в антагонистическую игру с целевой функцией

F(u, w) =
B(Rx − u)

B(Rx − u) + (ρy − w)
× δu
δu + w

, B =
n∑

j=1

β j,

и собственной стратегией u. Известно (см. п. 2.5), что оптимальная стратегия игрока H в этой
игре имеет следующий вид:

u0(ρy) = RxD̃, D̃ =
ρy + BRx

2ρy + (B + δ)Rx
. (44)

Игрок О, информированный об этом, решает задачу минимизации целевой функции

F(u0, w) =
B(Rx − u0)

B(Rx − u0) + (ρy − w)
× δu0

δu0 + w
, B =

n∑

j=1

β j, (45)

путем выбора своей стратегии w. Нетрудно убедиться, что оптимальная стратегия игрока О,
минимизирующая функцию (45), имеет следующий вид:

w0 =
BRx + Ry − (B + δ)RxD̃

2
. (46)

Предположим теперь, что игрок О имеет возможность сформировать у игрока Н любое
представление о значении неопределенного параметра в пределах множества R. Тогда ответом
на вопрос о том, какое именно представление ему выгодно сформировать, является решение
следующей оптимизационной задачи:

F(u0(ρy), w0) −−−−→
ρy∈R

min.

Исходя из соотношений (44)–(46), эту задачу можно записать, после простых преобразований,
следующим образом:

ψ(ρy) =
4Bδ(1 − D̃(ρy))D̃(ρy)

[
B +

Ry

Rx
+ (δ − B)D̃(ρy)

]2
−−−−→
ρy∈R

min. (47)

Минимизируемая в (47) функция является дробно-рациональной и допускает исследование
промежутков возрастания и убывания обычным образом (при помощи сравнения с нулем знака
производной). Нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения.

Утверждение 3.2. Если сумма параметров превосходства совпадает с параметром боевого
превосходства наступающих при решении ими последующей задачи, то есть выполнено условие

B = δ, (48)

то функция (47) является константой. В случае невыполнения условия (48) функция (47) строго
возрастает на интервале 0 < ρy < Ry и строго убывает при ρy > Ry.

Следствие. Пусть множество R представляет собой отрезок. Тогда минимум функции (47)
достигается на одной из границ отрезка.

Пример 3.2. Пусть n = 3, Rx = 400, Ry = 300, B = 10, δ = 1, R = [30, 3000]. Подставляя Ry
и граничные значения отрезка R в формулу (47), получаем

ψ(300) ≈ 0,53, ψ(30) ≈ 0,51, ψ(3000) ≈ 0,40.

Таким образом, оптимальным информационным управлением со стороны игрока О явля-
ется ρy = 3000, и оно позволяет уменьшить вероятность захвата объекта в глубине обороны
(вероятность решения ближайшей и последующей задач) на 0,13.
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4. Заключение и перспективы

Таким образом, исследованы теоретико-игровые модели «наступление – оборона», в кото-
рых стороны решают ближайшую и последующую задачи, имея построение войск в один или
несколько эшелонов.

Используемая в модели функция победы на объекте (пункте, районе, в полосе) обладает
свойством самоподобия и позволяет моделировать действия войск на тактическом, оперативном
и стратегическом уровнях.

На первом этапе моделирования находится решение ближайшей задачи — прорыв (удер-
жание) пунктов обороны, на втором — решение последующей задачи — разгром противника
в глубине обороны (контратака и восстановление обороны).

Полагается, что продолжительности циклов действий сторон примерно одинаковы, что
дает основания использовать равновесие Нэша (стороны принимают решения одномоментно
и независимо). Каждому способу прорыва (удержания) пунктов обороны поставлена в соот-
ветствие целевая функция и для тактического уровня найдены решения соответствующих анта-
гонистических игр (табл. 3).

Таблица 3. Решения антагонистических игр (прорыв пунктов обороны, тактический уровень)

Наступающие (Н) Обороняющиеся (О)
Прорыв слабейшего

пункта
Прорыв хотя бы
одного пункта

Средневзвешенная
вероятность

Прорыв слабейшего
пункта

(11)
Н — смеш., О — чист. (12) (13)

Прорыв хотя бы
одного пункта (21) (22)

Н и О — чист. (23)

Средневзвешенная
вероятность (31) (32) (33)

Н и О — чист.

Сокращения: смеш. — смешанные стратегии, чист. — чистые стратегии.

Показано, что наступающей стороне целесообразно использовать критерий «прорыв хотя
бы одного пункта», при котором, при прочих равных условиях, обеспечивается максимальная
вероятность прорыва пунктов обороны.

Перспективным направлением исследований является решение неантагонистических игр
(задачи 12, 13, 21, 23, 31 и 32), в которых стороны используют несовпадающие способы прорыва
(удержания) пунктов обороны, а также нахождение сторонами оптимальных способов действий
и соответствующих им решений игры.

Принятое допущение об одинаковой продолжительности циклов действий сторон (и при-
менении равновесия Нэша), во-первых, позволяет использовать найденные решения для моде-
лирования встречного боя, возникающего в ходе марша, в наступлении и обороне, во-вторых,
исключает из анализа, например, заблаговременно подготавливаемую оборону, когда для ее фор-
мализации целесообразно использовать иерархическую игру (обороняющиеся делают первый
ход).

На втором этапе моделирования для частного случая (стороны при прорыве и удержании
пунктов обороны руководствуются критерием прорыва слабейшего пункта, тактический уровень)
решена задача распределения сил и средств между тактическими задачами (эшелонами):

– первый критерий — произведение вероятности прорыва пункта обороны и вероятности
разгрома противника в глубине обороны; антагонистическая игра, стороны используют
чистые стратегии; доля войск, выделяемых для решения последующей задачи, во-первых,
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мало зависит от начальных численностей сторон и значения параметров превосходства на
пунктах обороны, во-вторых, уменьшается с увеличением значения параметра превосход-
ства наступающих в глубине обороны;

– второй критерий (гарантированного результата) — минимальное значение из вероятности
прорыва пункта обороны и вероятности разгрома противника в глубине обороны; анта-
гонистическая игра, наступающие используют чистую стратегию, обороняющиеся — сме-
шанную, распределяя все свои средства на первой позиции или второй (в глубине обо-
роны).

Перспективным направлением исследований является решение теоретико-игровых задач
распределения ресурса между ближайшей и последующей задачами при различных способах
прорыва пунктов и разгрома в глубине обороны и на всех уровнях (тактическом, оперативном
и стратегическом).

Важным аспектом боевых действий является информированность, в том числе взаимная
информированность. Поэтому сторона, которая имеет возможность повлиять на представления
оппонента, может получить преимущество. В данной работе были рассмотрены два примера ре-
флексивных игр (игр, характеризующихся сложной взаимной информированностью) и осуществ-
ления информационного управления. Показано, при каких условиях информационное управле-
ние увеличивает выигрыш игрока, и найдено оптимальное информационное управление. Пер-
спективным направлением дальнейших исследований является рассмотрение более сложных
структур информированности игроков и соответствующих задач информационного управления.

Выражаем искреннюю признательность д. ф.-м. н., профессору Александру Алексеевичу
Васину за содержательные беседы, советы и рекомендации.
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