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В работе сформулирована математическая модель для исследования нелинейного гидроупругого от-
клика стенки узкого канала, заполненного пульсирующей вязкой жидкостью, опирающейся на пружину
c нелинейной жесткостью. В отличие от известных подходов в рамках предложенной модели осуществлен
одновременный учет инерционных и диссипативных свойств вязкой несжимаемой жидкости и нелиней-
ности восстанавливающей силы поддерживающей пружины. Математическая модель представляет собой
систему уравнений плоской задачи гидроупругости, включающей уравнения движения вязкой несжима-
емой жидкости, с соответствующими краевыми условиями, и уравнение движения стенки канала как
одномассовой модели с восстанавливающей силой, имеющей кубическую нелинейность. Динамика вяз-
кой жидкости первоначально исследована в рамках гидродинамической теории смазки, т. е. без учета
инерции ее движения. На следующем этапе для учета инерции движения вязкой жидкости использован
метод итерации. Найдены законы распределения гидродинамических параметров вязкой жидкости в ка-
нале, что позволило определить ее реакцию, действующую на стенку канала. В результате показано, что
исходная задача гидроупругости сводится к одному нелинейному уравнению, совпадающему с уравнени-
ем Дуффинга. В данном уравнении коэффициент демпфирования определяется физическими свойствами
жидкости и геометрическими размерами канала, а учет инерции движения жидкости приводит к появ-
лению дополнительной присоединенной массы, зависящей от тех же параметров. Исследование нели-
нейного уравнения гидроупругих колебаний проведено методом гармонического баланса для основной
частоты пульсаций вязкой жидкости. В результате найден основной гидроупругий отклик стенки канала,
опирающейся на пружину с мягкой или жесткой кубической нелинейностью. Численное моделирование
гидроупругого отклика стенки канала показало возможность скачкообразного изменения амплитуд ее ко-
лебаний, а также дало возможность оценить влияние инерции движения жидкости на частотный диапазон,
в котором наблюдаются данные изменения.

Ключевые слова: нелинейные колебания, вязкая жидкость, стенка канала на нелинейно-
упругой опоре, пульсация давления, кубическая нелинейность, гидроупругий отклик
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The paper deals with the mathematical model formulation for studying the nonlinear hydro-elastic response
of the narrow channel wall supported by a spring with cubic nonlinearity and interacting with a pulsating
viscous liquid filling the channel. In contrast to the known approaches, within the framework of the proposed
mathematical model, the inertial and dissipative properties of the viscous incompressible liquid and the restoring
force nonlinearity of the supporting spring were simultaneously taken into account. The mathematical model was
an equations system for the coupled plane hydroelasticity problem, including the motion equations of a viscous
incompressible liquid, with the corresponding boundary conditions, and the channel wall motion equation as
a single-degree-of-freedom model with a cubic nonlinear restoring force. Initially, the viscous liquid dynamics
was investigated within the framework of the hydrodynamic lubrication theory, i. e. without taking into account
the liquid motion inertia. At the next stage, the iteration method was used to take into account the motion inertia
of the viscous liquid. The distribution laws of the hydrodynamic parameters for the viscous liquid in the channel
were found which made it possible to determine its reaction acting on the channel wall. As a result, it was
shown that the original hydroelasticity problem is reduced to a single nonlinear equation that coincides with the
Duffing equation. In this equation, the damping coefficient is determined by the liquid physical properties and
the channel geometric dimensions, and taking into account the liquid motion inertia lead to the appearance of an
added mass. The nonlinear equation study for hydroelastic oscillations was carried out by the harmonic balance
method for the main frequency of viscous liquid pulsations. As a result, the primary steady-state hydroelastic
response for the channel wall supported by a spring with softening or hardening cubic nonlinearity was found.
Numerical modeling of the channel wall hydroelastic response showed the possibility of a jumping change in the
amplitudes of channel wall oscillations, and also made it possible to assess the effect of the liquid motion inertia
on the frequency range in which these amplitude jumps are observed.
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1. Введение

Моделирование колебаний упругих элементов конструкций, взаимодействующих с жидко-
стью, является одним из направлений развития современной математической физики и компью-
терного моделирования, а с другой стороны, представляет собой актуальную проблему совре-
менного приборо- и машиностроения. Это связано с тем, что указанные элементы входят в со-
став разнообразных датчиков первичной информации, гидростатических и гидродинамических
опор, систем гашения колебаний, жидкостного охлаждения, гидропривода и подачи топлива. При
разработке математических моделей упругие элементы представляются как абсолютно жесткие
тела с упругими связями, балки, пластины или оболочки [Paı̈doussis, 2004; Paı̈doussis et al., 2011;
Amabili, 2008]. Например, в [Lamb, 1921], одной из первых работ по данному направлению,
проведено исследование свободных колебаний упругой круглой пластины, являющейся частью
абсолютно жесткой плоскости — границы полупространства, заполненного идеальной жидко-
стью. Для определения собственных частот пластины используется энергетический метод Рэлея,
а влияние жидкости оценивается введением в рассмотрение присоединенной массы. В результате
показано, что контакт пластины с жидкостью ведет к трансформации части энергии на волнооб-
разование в жидкости, т. е. к демпфированию колебаний, и увеличению инерционных свойств ко-
лебательной системы, что обуславливает снижение собственных частот колебаний по сравнению
со случаем колебаний в вакууме. В [Amabili, 1996] выполнено обобщение исследования Н. Lamb
на основе исследования связанной задачи гидроупругости, т. е. совместного рассмотрения урав-
нений динамики пластины и жидкости. В [Amabili, 2001; Askari et al., 2013] указанные выше
исследования обобщены учетом наличия свободной поверхности жидкости и ограничивающих
ее объем твердых стенок, а в [Morozov et al., 2019] исследованы колебания пластин различной
формы и различных вариантов их закрепления и определены соответствующие данным случаям
присоединенные массы жидкости. Математическая модель взаимодействия упругозакрепленного
вибрирующего штампа с идеальной жидкостью, имеющей свободную поверхность и находящей-
ся в плоском бесконечно длинном канале малой глубины, предложена в [Indeitsev et al., 2000]. На
основе постановки и решения задачи гидроупругости для мелкой воды показано, что в жидкости
наряду с бегущими возникают стоячие волны, локализованные в области штампа, а амплитуда
бегущих волн может сводиться к нулю изменением частоты колебаний штампа. Численное моде-
лирование устойчивости прямоугольной пластины, образующей стенку канала прямоугольного
сечения и взаимодействующей с потоком идеальной жидкости, находящимся в нем, проведено
в [Bochkarev et al., 2016]. В [Bochkarev et al., 2020] проведены натурные эксперименты по опре-
делению собственных частот колебаний прямоугольных пластин при различных вариантах их
торцевого закрепления на свободной поверхности воды и в воздухе. В ходе исследований были
также определены декременты затухания для рассмотренных случаев.

Необходимо отметить работы по исследованию проблем гидроупругости, в которых осо-
бое внимание уделяется учету влияния вязкости жидкости. Например, изучение демпфирующих
свойств слоя вязкой жидкости, взаимодействующего с лежащей на нем вибрирующей пластиной-
полоской, проведено в [Önsay, 1993], а исследование [Lamb, 1921] было обобщено [Kozlovsky,
2009] путем учета вязкости жидкости, и показано, что вязкость приводит к дополнительно-
му вкладу в присоединенную массу. Исследования изгибных колебаний консольно закреплен-
ной балки-полоски Эйлера – Бернулли, погруженной в неограниченный объем вязкой жидко-
сти, выполнены в [Faria, Inman, 2014]. Моделирование колебаний пьезоэлемента в виде бал-
ки, возбуждаемых набегающим потоком вязкой жидкости, проведено в [Akcabay, Young, 2015].
В [Velmisov, Ankilov, 2017] выполнено моделирование динамики взаимодействия двух вязких
жидкостей с пластиной, являющейся частью границы, разделяющей их. Модели вынужденных
гидроупругих колебаний прямоугольных или круглых пластин, между которыми находится слой
вязкой несжимаемой жидкости, под действием пульсации давления или за счет инерционного
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возбуждения были разработаны и исследованы в работах [Mogilevich et al., 2010, 2011, 2017].
Моделирование возникновения продольных колебаний пластины, торец которой закреплен на
пружине, возбуждаемых набегающим потоком вязкой жидкости в канале с параллельными стен-
ками, в условиях, когда сама пластина совершает вынужденные поперечные колебания, выпол-
нено в [Kurzin, 2011]. Исследование колебаний абсолютно жесткой стенки узкого клиновидного
канала, имеющей упругий подвес, за счет ее взаимодействия с ползущей вязкой жидкостью,
находящейся в данном канале, проведено в [Mogilevich et al., 2018; Mogilevich et al., 2016]. Мо-
делирование колебаний упруго закрепленного торцевого уплотнения узкого канала, взаимодей-
ствующего с вибрирующей стенкой данного канала через вязкую жидкость, его заполняющую,
выполнено в [Попов, Попова, 2020; Kondratov et al., 2018].

Отметим также исследования по моделированию взаимодействия упругих элементов ре-
альных конструкций с жидкостью, а также работы, в которых учтено упругое закрепление эле-
ментов конструкций. В [Индейцев и др., 1994; Mogilevich et al., 2008] предложены модели для
исследования колебаний гильзы цилиндра двигателя внутреннего сгорания с водяным охлажде-
нием. В первой работе модель строится на базе постановки и решения задачи гидроупругих
колебаний балки-полоски, взаимодействующей со слоем идеальной сжимаемой жидкости, а во
второй — на базе рассмотрения вынужденных гидроупругих колебаний цилиндрической оболоч-
ки, окруженной слоем вязкой несжимаемой жидкости, возбуждаемых ударными воздействиями.
В [Antsiferov et al., 2009] проведено моделирование динамики взаимодействия поплавкового узла
гироскопа и поддерживающего слоя вязкой несжимаемой жидкости с учетом наличия торцево-
го уплотнения, а также упругой податливости устройств, центрирующих поплавок, и корпу-
са прибора. В [Вельмисов и др., 2011] предложены математические модели для исследования
гидроупругих колебаний чувствительного упругого элемента датчика давления, устанавливае-
мого на трубопровод конечной длины. На основе данных моделей проведены вычислительные
эксперименты по исследованию динамики упругого элемента датчика. Исследование динамики
и устойчивости трубопровода, перекачивающего жидкость с учетом влияния упругой податли-
вости закрепления его торцов, проведено в [Kheiri et al., 2014]. Моделирование срабатывания
предохранительного клапана на базе численного исследования взаимодействия подпружиненно-
го жесткого диска с вязким сжимаемым газом выполнено в [Королева и др., 2018]. Работы [Доб-
рянский и др., 2018; Lomakin et al., 2018] посвящены разработке модели для определения раз-
меров зоны контакта между деформируемым тонкостенным каналом охлаждения плоскооваль-
ного сечения и твердыми стенками, между которыми он находится, применительно к системе
охлаждения модуля активной фазированной антенной решетки. Модель разработана на базе по-
становки и решения задачи о гидроупругом деформировании оболочки плоскоовального сече-
ния под давлением охлаждающей жидкости внутри нее. Проблема разработки модели гидроопо-
ры с магнитореологической жидкостью, когда опора представляется жестким телом, имеющим
упругую связь, связь с вязким трением и связь с гистерезисной характеристикой, изучена в [Гор-
деев и др., 2020]. Адекватность предложенной модели подтверждена проведенными натурными
статическими и вибрационными испытаниями опоры.

Вместе с тем в указанных выше работах не рассмотрен одновременный учет конечности
размеров канала, в котором находится жидкость, ее вязкости и инерции движения, нелинейно-
сти характеристики упругого подвеса элемента конструкции, образующего стенку канала, что
предлагается в настоящем исследовании.

2. Постановка задачи

Схематично рассматриваемая колебательная система изображена на рис. 1 и представляет
собой узкий канал с параллельными стенками, нижняя стенка которого опирается на пружину
с нелинейной жесткостью и может совершать колебания в вертикальном направлении. Верхняя
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стенка канала абсолютно жесткая и неподвижная. Введем в рассмотрение декартову систему ко-
ординат xyz, центр которой совпадает с центром внутренней поверхности нижней стенки канала
в невозмущенном состоянии. Считаем, что к торцам канала, параллельным оси y, примыкают
полости, заполненные той же жидкостью, и при колебаниях нижней стенки жидкость из канала
свободно перетекает в них. Давление жидкости в данных полостях пульсирует по заданному
гармоническому закону. Таким образом, наблюдаются вынужденные колебания нижней стенки,
обусловленные пульсациями давления жидкости в торцевых полостях. Геометрические размеры
стенок канала в плане 2� × b. Принимаем наличие уплотнителей на торцах канала параллель-
ных оси x, которые препятствуют течению жидкости в направлении оси y, но не препятствуют
перемещению нижней стенки. Это позволяет пренебречь изменением гидродинамических пара-
метров жидкости по y, что математически эквивалентно условию 2� � b и переходу к рассмот-
рению плоской задачи (см. рис. 1, б). Далее считаем, что в невозмущенном состоянии размер
щели между стенками равен δ0. В силу узости канала выполняется соотношение 2� � δ0, а ам-
плитуда колебаний стенки канала равна zm � δ0. При постановке задачи учитываются диссипа-
тивные свойства жидкости, обусловленные ее вязкостью, что позволяет ограничиться исследо-
ванием установившихся вынужденных нелинейных колебаний нижней стенки канала [Nayfeh et
al., 1987].

Рис. 1. Вид узкого канала, нижняя стенка которого имеет нелинейно-упругую опору: а) условный вид
канала; б) условный вид канала при рассмотрении плоской задачи: 1 — верхняя неподвижная абсолют-
но жесткая стенка, 2 — нижняя стенка, опирающаяся на нелинейно-упругую пружину (основание), 3 —
пульсирующая вязкая жидкость, полностью заполняющая канал

Движение нижней стенки канала будем изучать в рамках одномассовой модели с одной
степенью свободы. В этом случае уравнение движения стенки имеет вид

m
d2z

dt2
+ Fs = Nl, (1)

где m — масса нижней стенки, t — время, Fs — восстанавливающая сила пружины с нелинейной
жесткостью, Nl — реакция, действующая со стороны вязкой жидкости на стенку канала.

Далее будем полагать, что закон движения стенки z в (1) в общем виде может быть пред-
ставлен как z = zm f (ηt). Здесь η — характерная частота колебаний нижней стенки.

Гидродинамику жидкости в канале рассмотрим в рамках модели вязкой несжимаемой жид-
кости. Следовательно, в рассматриваемой постановке уравнения ее движения представляют со-
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бой уравнения Навье –Стокса, дополненные уравнением неразрывности [Lamb, 1945]:

∂ux

∂t
+ ux

∂ux

∂x
+ uz

∂ux

∂z
= −1

ρ

∂p
∂x
+ ν

(
∂2ux

∂x2
+
∂2ux

∂z2

)
,

∂uz

∂t
+ ux

∂uz

∂x
+ uz

∂uz

∂z
= −1

ρ

∂p
∂z
+ ν

⎛⎜⎜⎜⎜⎝∂
2uz

∂x2
+
∂2uz

∂z2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
∂ux

∂x
+
∂uz

∂z
= 0,

(2)

где ux, uz — проекции вектора скорости единицы объема жидкости на оси координат, p — давле-
ние, ρ, ν — плотность и коэффициент кинематической вязкости жидкости.

Для вязкой жидкости краевые условия уравнений (2) состоят из условий совпадения ско-
ростей движения жидкости и ограничивающих ее стенок канала, т. е. условий прилипания:

ux = 0, uz = 0 при z = δ0,

ux = 0, uz =
dz
∂t

при z = zm f (ηt).
(3)

Кроме краевых условий для скоростей (3) необходимы условия для давления на торцах
канала. Сформулируем их, принимая во внимание, что при свободном торцевом истечении дав-
ление в поперечном сечении струи совпадает с давлением в окружающей среде; другими слова-
ми, давление на торцах канала совпадает с заданным законом изменения давления в торцевых
полостях:

p = p∗(ωt) при x = ±�. (4)

Здесь p∗(ωt) — заданный закон изменения давления в торцевых полостях. Далее будем
полагать данный закон гармоническим, т. е. представлять его в виде

p∗ = p∗m fp(ωt), fp(ωt) = cosωt, (5)

где p∗m — амплитуда пульсации давления, ω — частота пульсации.
В уравнение (1) входят восстанавливающая сила пружины и реакция вязкой жидкости;

запишем выражения для них. Будем полагать далее, что жесткость пружины имеет линейную
составляющую и кубическую нелинейность; тогда [Пановко, 1991]

Fs = n1z + n3z3. (6)

Здесь n1 — коэффициент жесткости пружины при линейном члене, n3 — коэффициент жестко-
сти пружины при нелинейном кубическом члене. Отметим, что если n3 > 0, имеем пружину
с жесткой нелинейностью, а при n3 < 0 имеем пружину с мягкой нелинейностью.

Реакцию вязкой жидкости, действующую на нижнюю стенку канала, определяет нормаль-
ное напряжение на внутренней поверхности стенки, которое имеет вид [Lamb, 1945]

qzz = −p + 2ρν
∂uz

∂z
. (7)

Тогда искомая реакция может быть записана как

Nl = b

�∫
−�

qzz dx = −b

�∫
−�

(
p − 2ρν

∂uz

∂z

)
dx при z = zm f (ηt). (8)
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3. Определение нелинейной реакции нижней стенки канала

Для исследования динамики вязкой жидкости в канале перейдем к следующим безразмер-
ным переменным и выделим характерные малые параметры:

ψ =
δ0

�
� 1, λ =

zm

δ0

� 1, ξ =
x
�
, ζ =

z
δ0

, τ = ηt,

ux =
zmη

ψ
Uξ, uz = zmηUζ , p = p∗(ωt) +

ρνzmη

δ0ψ
2

P.
(9)

Будем проводить решение уравнений (2) методом итерации [Могилевич и др., 2017], т. е. на
первом шаге исключим из рассмотрения инерционные члены, как принято в гидродинамической
теории смазки, а на втором шаге учтем их. Согласно указанному, на первой итерации, подставляя
переменные (9) в уравнения (2), будем иметь следующие уравнения динамики вязкой жидкости:

∂P
∂ξ
= ψ2

∂2Uξ

∂ξ2
+
∂2Uξ

∂ζ2
,

∂P
∂ζ
= ψ2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ψ2
∂2Uζ

∂ξ2
+
∂2Uζ

∂ζ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦,
∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ
= 0.

(10)

На второй итерации, учитывая в (2) безразмерные переменные (9), будем иметь уравнения,
записанные как

ηδ2
0

ν

⎡⎢⎢⎢⎢⎣∂Uξ

∂τ
+ λ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝Uξ

∂Uξ

∂ξ
+ Uζ

∂Uξ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = −∂P

∂ξ
+ ψ2

∂2Uξ

∂ξ2
+
∂2Uξ

∂ζ2
,

ψ2 ηδ
2
0

ν

⎡⎢⎢⎢⎢⎣∂Uζ

∂τ
+ λ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝Uξ

∂Uζ

∂ξ
+ Uζ

∂Uζ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = −∂P

∂ζ
+ ψ2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ψ2
∂2Uζ

∂ξ2
+
∂2Uζ

∂ζ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦,
∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ
= 0.

(11)

Граничные условия (3), (4) в безразмерных переменных (9) запишутся как

Uξ = Uζ = 0 при ζ = 1, Uξ = 0, Uζ =
d f (τ)

dτ
при ζ = λ f (τ),

P = 0 при ξ = ±1.
(12)

Подставляя (9) в выражение для реакции жидкости (8), получим

Nl = −2b�p∗(ωt) − b�
ρνzmη

δ0ψ
2

1∫
−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝P − ψ2
∂Uζ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ dξ при ζ = λ f (τ). (13)

В уравнениях (10)–(13) перед частью членов присутствуют малые параметры. Тогда, как
принято в методе возмущений [Van Dyke,1975], если рассматривать асимптотические разложения
по малому параметру и ограничиваться только одним членом разложения, уравнения и гранич-
ные условия упростятся, так как члены при ψ, ψ2 и λ можно опустить.
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Принимая во внимание сделанное замечание, на первой итерации будем рассматривать
следующие уравнения динамики тонкого слоя вязкой жидкости для так называемого ползущего
течения:

−∂P
∂ξ
+
∂2Uξ

∂ζ2
= 0,

∂P
∂ζ
= 0,

∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ
= 0, (14)

а на второй итерации, при учете сил инерции жидкости, будем использовать линеаризованные
уравнения динамики тонкого слоя вязкой жидкости, учитывающие локальный член инерции:

ηδ2
0

ν

∂Uξ

∂τ
= −∂P

∂ξ
+
∂2Uξ

∂ζ2
,

∂P
∂ζ
= 0,

∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ
= 0. (15)

Граничные условия (12) при этом запишутся как снесенные на невозмущенную поверх-
ность:

Uξ = Uζ = 0 при ζ = 1, Uξ = 0, Uζ =
d f (τ)

dτ
при ζ = 0,

P = 0 при ξ = ±1.
(16)

Выражение для реакции слоя жидкости (13) примет вид

Nl = −2b�p∗(ωt) − b�
ρνzmη

δ0ψ
2

1∫
−1

P dξ при ζ = 0. (17)

Решая (14) с граничными условиями (16), на первой итерации находим, что

Uξ =
ζ2 − ζ

2
∂P
∂ξ
, Uζ =

1
12
∂2P

∂ξ2
(3ζ2 − 2ζ3 − 1),

P = 6
d f (τ)

dτ
(1 − ξ2).

(18)

В этом случае, учитывая выражение для давления (18) в (17), получаем реакцию тонкого
слоя вязкой жидкости при ее ползущем движении, т. е. без учета инерции движения последней:

Nl = −2b�p∗(ωt) − 8b�
ρν

δ0ψ
2

zmη
d f (τ)

dτ
= −2b�p∗m cosωt − 8b�3ρν

δ3
0

dz
dt
. (19)

Тогда, принимая во внимание (6), (19), уравнение (1) для случая ползущего движения
жидкости в канале примет вид

m
d2z

dt2
+ K

dz
dt
+ n1z + n3z3 = Fm cosωt, (20)

где K = 8�3bρν(δ0)−3 — коэффициент демпфирования, учитывающий диссипативные свойства
вязкой жидкости, Fm = −2b�p∗m — амплитуда вынуждающей силы, обусловленной пульсацией
давления жидкости на торцах канала.

На второй итерации определяем локальный член инерции ∂Uξ/∂τ, используя решение (18),
полученное на первой итерации, и подставляем определенный таким образом локальный член
инерции в уравнения (15). Решая полученные уравнения совместно с краевыми условиями (16),
находим закон распределения давления вязкой жидкости в канале в следующем виде:

P =
1 − ξ2

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝6
5

ηδ2
0

ν

d2 f (τ)
dτ2

+ 12
d f (τ)

dτ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (21)
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Подставляя давление (21) в (17), получаем реакцию слоя вязкой жидкости при учете инер-
ции ее движении:

Nl = −2b�p∗(ωt) −
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝12

15
b�3ρ

δ0

zmη
2 d2 f (τ)

dτ2
+

8b�3ρν

δ3
0

zmη
d f (τ)

dτ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= −2b�p∗m cosωt −
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝12

15
b�3ρ

δ0

d2z

dt2
+

8b�3ρν

δ3
0

dz
dt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (22)

Таким образом, принимая во внимание (6), (22), уравнение (1) для случая учета инерции
движения жидкости в канале примет вид

(m + M)
d2z

dt2
+ K

dz
dt
+ n1z + n3z3 = Fm cosωt. (23)

Здесь M = (12/15)b�3δ−1
0 ρ — присоединенная масса жидкости, учитывающая инерционные свой-

ства вязкой жидкости в канале.
Заметим, что полученные в результате рассмотрения задачи гидроупругости уравне-

ния (20), (23) фактически совпадают с уравнением Дуффинга. Данные уравнения отличаются
тем, что в (20) коэффициент демпфирования вязкой жидкости определяется ее физическими
свойствами и геометрическими размерами канала, а в (23) дополнительно входит присоединен-
ная масса жидкости, также зависящая от указанных параметров. Таким образом, показано, что
задача нелинейных гидроупругих колебаний стенки канала может быть сведена к исследованию
уравнения (20) для случая ползущего течения жидкости или уравнения (23) при учете инерции
движения вязкой жидкости.

Известно (см. [Korsch et al., 2008; Krack et al., 2019]), что при малых амплитудах ко-
лебаний и коэффициентах затухания уравнение Дуффинга описывает нелинейные колебания.
Решение (20), (23) будем искать методом гармонического баланса, ограничиваясь далее исследо-
ванием основного нелинейного гидроупругого отклика нижней стенки канала на частоте, близ-
кой к частоте пульсаций давления в торцевых полостях. С учетом сказанного искомое решение
представляем гармоническим, считая η ≈ ω и z = zm cos(ωt − ϕ). Выполняя процедуру линеари-
зации (20), (23) методом гармонического баланса [Krack et al., 2019], получаем алгебраическую
систему

(n1 − (m + M)ω2)zm +
3
4

n3z3
m = Fm cos ϕ,

Kωzm = Fm sin ϕ.
(24)

Данная система соответствуют уравнению (23), а для случая M = 0 она, как и ниже приве-
денные выкладки, будет соответствовать уравнению (20). Складывая уравнения системы, пред-
варительно возводя их в квадрат, получим уравнение для определения основного нелинейного
гидроупругого отклика нижней стенки, опирающейся на пружины с кубически нелинейной жест-
костью: (

n − (m + M)ω2 +
3
4

n3z2
m

)2

z2
m + (Kωzm)2 = F2

m. (25)

Выражая из (25) амплитуду колебаний стенки zm, получим нелинейную амплитудную ча-
стотную характеристику — основной гидроупругий отклик нижней стенки канала:

zm =

Fm
m+M√(

ω2∗ − ω2
)2
+

(
Kω

m+M

)2
, (26)
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где

ω2∗(zm) =
n1

m + M
+

3
4

z2
mn3

m + M
— так называемая скелетная кривая, оценивающая изменение собственной частоты нелинейной
консервативной системы по сравнению с аналогичной линейной системой, т. е. при n3 = 0.

Для численного построения характеристики (26) удобнее разрешить ее относительно ω,
т. е. записать ее как

ω2 = ω2∗ −
1
2

K2

(m + M)2
±

√(
Fm

zm(m + M)

)2

− ω2∗
( K
m + M

)2

+
1
4

( K
m + M

)4

. (27)

4. Результаты расчетов

Заметим, что, полагая n3 = 0 в (26), (27), осуществим переход к амплитудной частотной ха-
рактеристике стенки канала, опирающейся на пружину с линейной жесткостью. Таким образом,
сформулированная в работе модель позволяет проводить численное моделирование амплитудных
частотных характеристик (основного гидроупругого отклика) стенки канала, имеющей линейную
опору (n3 = 0), а также опору с мягкой (n3 < 0) или жесткой (n3 > 0) кубической нелинейностью
при учете (M � 0) или без учета (M = 0) инерции движения вязкой жидкости в канале. Проил-
люстрируем сказанное на примере расчетов для канала со следующими параметрами: � = 0,1 м,
δ0 = 0,05 м, b = 0,5 м, m2 = 2 кг, n1 = 107 кг/с2, n3 = 4 · 1010 кг/(м2с2), ρ = 1,84 · 103 кг/м3,
ν = 2,53 · 10−4 м2/с. В случае ползущего течения вязкой жидкости в канале результаты расчетов
отклика стенки, имеющей опору с мягкой кубической нелинейностью, и стенки, опирающейся
на пружину с линейно жесткостью, представлены на рис. 2, a. Аналогичные расчеты для случая
жесткой нелинейности опорной пружины приведены на рис. 2, б. В случае учета инерции дви-
жения вязкой жидкости в канале результаты расчетов отклика стенки, имеющей опору с жесткой
кубической нелинейностью, и стенки, опирающейся на пружину с линейной жесткостью, пред-
ставлены на рис. 3, а. Аналогичные расчеты для случая мягкой нелинейности опорной пружины
приведены на рис. 3, б. Все результаты расчетов приведены для амплитуды вынуждающей силы,
соответствующей амплитуде пульсаций давления жидкости в торцевых полостях 1 кПа.

5. Заключение

Проведенное моделирование показало существенное влияние динамики слоя вязкой жид-
кости на нелинейные колебания нижней стенки. В частности, для случая, когда рассматривается
ползущее движение тонкого слоя вязкой жидкости в канале, фактически осуществлен учет его
демпфирующих свойств, что учитывается в слагаемом вязкого трения в уравнении (20), коэф-
фициент демпфирования при котором определяется параметрами слоя жидкости в канале. Рас-
четы показывают, что демпфирование проявляется в виде ограниченности амплитуд колебаний
стенки на кривых гидроупругого отклика. При этом можно заметить, что наблюдается незначи-
тельное искривление нелинейных характеристик по сравнению с линейным случаем. С другой
стороны, расчеты показали важность учета инерции движения вязкой жидкости в узком кана-
ле, так как кроме демпфирования проявляется эффект существенного увеличения инерционных
свойств рассматриваемой колебательной системы, что учитывается полученным выражением для
дополнительной, так называемой присоединенной, массы, т. е. дополнительной массы, учтенной
в уравнении (23). В результате, как показало моделирование, наблюдается сдвиг кривых гидро-
упругого отклика стенки канала к более низким частотам по сравнению с частотами системы без
учета инерции движения жидкости в узком канале. Данный сдвиг сопровождается существенным
возрастанием амплитуд колебаний и искривлением нелинейных амплитудных характеристик.
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Рис. 2. Гидроупругий отклик стенки канала, имеющей упругую опору, при ползущем движении жидко-
сти: а) опора с мягкой кубической нелинейностью (1) и линейно-упругая опора (2); б) опора с жесткой
кубической нелинейностью (1) и линейно-упругая опора (2); пунктирной линией обозначена скелетная
кривая

Рис. 3. Гидроупругий отклик стенки канала, имеющей упругую опору, при учете инерции движении жид-
кости: а) опора с мягкой кубической нелинейностью (1) и линейно-упругая опора (2); б) опора с жесткой
кубической нелинейностью (1) и линейно-упругая опора (2); пунктирной линией обозначена скелетная
кривая

Искривление характеристик нелинейного гидроупругого отклика обуславливает возникно-
вение зон неустойчивых колебаний, где наблюдается скачкообразное изменение амплитуд коле-
баний. Таким образом, предложенные в работе модели позволяют определить частотный диа-
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пазон, в котором наблюдаются данные эффекты. Полученные в работе результаты могут быть
использованы на практике для исследования нелинейных эффектов при колебаниях упругих
элементов различных датчиков, например датчиков давления, чувствительные элементы кото-
рых опираются на нелинейно-упругоподатливые подложки, а также для исследования динамики
гидроопор, в состав которых входят нелинейные упругие элементы, кроме того, для исследова-
ния динамики элементов, имеющих нелинейно-упругие подвесы, систем смазки, гидропривода
и охлаждения.
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