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Представлена гиперболическая модель вязкого теплопроводного газа, в которой для гипер-
болизации уравнений использован подход Максвелла –Каттанео, обеспечивающий распростра-
нение волн с конечными скоростями. В модифицированной модели вместо оригинальных зако-
нов Стокса и Фурье использовались их релаксационные аналоги и показано, что при стремлении
времен релаксации τσ и τw к нулю гиперболизированные уравнения приводятся к классической
системе Навье –Стокса негиперболического типа с бесконечными скоростями перемещения вяз-
ких и тепловых волн. Отмечено, что рассматриваемая в работе гиперболизированная система
уравнений движения вязкого теплопроводного газа инвариантна не только по отношению к пре-
образованиям Галилея, но и к повороту, поскольку при дифференцировании по времени ком-
понентов тензора вязких напряжений использована производная Яуманна. Для интегрирования
уравнений модели применены гибридный метод Годунова (ГМГ) и многомерный узловой ме-
тод характеристик. ГМГ предназначен для интегрирования гиперболических систем, в которых
имеются как уравнения, записанные в дивергентном виде, так и уравнения, не приводящиеся
к таковому (оригинальный метод Годунова применяется только для систем уравнений, пред-
ставленных в дивергентной форме). При вычислении потоковых переменных на гранях смеж-
ных ячеек использован линеаризованный римановский решатель. Для дивергентных уравнений
применена конечно-объемная, а для недивергентных — конечноразностная аппроксимация. Для
расчета ряда задач в работе также использовался неконсервативный многомерный узловой ме-
тод характеристик, который базируется на расщеплении исходной системы уравнений на ряд
одномерных подсистем, для решения которых использован одномерный узловой метод харак-
теристик. С помощью описанных численных методов решен ряд модельных одномерных задач
о распаде произвольного разрыва, а также рассчитано двумерное течение вязкого газа при взаи-
модействии ударного скачка с прямоугольной ступенькой, непроницаемой для газа.

Ключевые слова: вязкий теплопроводный газ, гиперболическая модель, релаксационные за-
коны Стокса и Фурье, гибридный метод Годунова, многомерный узловой метод характеристик
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A hyperbolic model of a viscous heat-conducting gas is presented, in which the Maxwell –
Cattaneo approach is used to hyperbolize the equations, which provides finite wave propagation
velocities. In the modified model, instead of the original Stokes and Fourier laws, their relaxation
analogues were used and it is shown that when the relaxation times τσ and τw tend to The hyperbolized
equations are reduced to zero to the classical Navier – Stokes system of non-hyperbolic type with
infinite velocities of viscous and heat waves. It is noted that the hyperbolized system of equations of
motion of a viscous heat-conducting gas considered in this paper is invariant not only with respect
to the Galilean transformations, but also with respect to rotation, since the Yaumann derivative is
used when differentiating the components of the viscous stress tensor in time. To integrate the
equations of the model, the hybrid Godunov method (HGM) and the multidimensional nodal method of
characteristics were used. The HGM is intended for the integration of hyperbolic systems in which there
are equations written both in divergent form and not resulting in such (the original Godunov method
is used only for systems of equations presented in divergent form). A linearized solver’s Riemann
is used to calculate flow variables on the faces of adjacent cells. For divergent equations, a finite-
volume approximation is applied, and for non-divergent equations, a finite-difference approximation is
applied. To calculate a number of problems, we also used a non-conservative multidimensional nodal
method of characteristics, which is based on splitting the original system of equations into a number of
one-dimensional subsystems, for solving which a one-dimensional nodal method of characteristics was
used. Using the described numerical methods, a number of one-dimensional problems on the decay
of an arbitrary rupture are solved, and a two-dimensional flow of a viscous gas is calculated when
a shock jump interacts with a rectangular step that is impermeable to gas.

Keywords: viscous heat conducting gas, hyperbolic model, Stokes, Fourier relaxation laws, hybrid
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1. Введение

Известно, что при мгновенном выделении тепла в конечной области изменение температу-
ры во всем пространстве происходит мгновенно [Самарский и др., 2001], что с физической точки
зрения некорректно. Для разрешения этого парадокса в работе [Cattaneo, 1958] вместо закона
Фурье использован закон теплопередачи, учитывающий релаксацию теплового потока, при этом
параболическое уравнение теплопроводности становится гиперболическим, поэтому скорости
распространения тепловых волн оказываются конечными. Подобный подход, впервые предло-
женный Максвеллом для уравнения теплопроводности [Maxwell, 1867], может быть использован
для гиперболизации уравнений, описывающих течение вязкого теплопроводного газа. Для это-
го необходимо вместо оригинальных законов Стокса и Фурье использовать их релаксационные
модификации [Суров, 2019], тем самым будет исключено появление тепловых волн и волн вязко-
сти, распространяющихся с бесконечно большими скоростями, имеющее место в классической
модели Навье –Стокса. Заметим, что такой способ гиперболизации уравнений Навье –Стокса
с тензорной вязкостью, за исключением упомянутой выше работы автора, ранее не применялся.
Отметим также работы [Рогов и др., 2001; Dumbser et al., 2016], в которых гиперболические
уравнения течения вязкого газа получены с использованием других подходов.

Уравнения оригинальной модели вязкого сжимаемого газа имеют вид [Андерсон и др.,
1990]
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(1)

Здесь p — давление, ui — компоненты вектора скорости, ρ — плотность газа, ε и e = ε + 1
2uiui —

удельные внутренняя и полная энергии газа, σi j — тензор вязких напряжений, δi j — дельта Кро-
некера, μ — коэффициент вязкости.

Для гиперболизации уравнений (1), в соответствии с подходом Максвелла –Каттанео, за-
меним закон Стокса из (1) его релаксационным аналогом, предполагая, что при возникновении
градиента скорости вязкие напряжения формируются не мгновенно, а по прошествии времени
релаксации τσ. Иначе полагаем, что справедливо приближенное равенство

σi j(x, t + τσ) ≈ σi j(x, t) + τσ
∂σi j

∂t
= σi j(x, t).

В этом соотношении заменим компоненты тензора вязких напряжений с одинаковыми индекса-
ми, располагающиеся слева от знака равенства, их выражениями из закона Стокса. Аналогичную
подстановку произведем и для тензора с несовпадающими индексами, но для тех компонентов,
которые находятся в правой части предыдущего равенства. Такая подстановка обеспечивает ги-
перболичность уравнений не только для двумерных, но и для трехмерных течений газа. Отме-
тим, что соответствующая замена в [Суров, 2019], в отличие от настоящей работы, проводилась
по единому правилу, что позволило получить гиперболическую систему, но лишь для плоских
течений. Для подвижных сред вместо производной по времени от компонентов тензора вяз-
ких напряжений использована материальная производная c поправкой Яуманна [Уилкинс, 1967],
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обеспечивающая инвариантность уравнений по отношению к повороту. Таким образом, релакса-
ционный закон Стокса принимает вид
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где ωi j =
∂ui
∂x j
− ∂uj

∂xi
. В пределе, при τσ → 0, соотношение (2) совпадает с оригинальным выраже-

нием Стокса из (1).
Для упрощения изложения ограничимся двумерным случаем. Анализ трехмерных моделей

приводит лишь к более громоздким выкладкам. Рассмотрим сначала вязкий нетеплопроводный
газ.

2. Вязкий газ

Модифицированная система уравнений (1) с релаксационным аналогом закона Стокса (2),
записанная в декартовой координатной форме вместо индексной, принимает вид
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где cσ =
√

4
3
μ
ρτσ
.

Приведем энергетическое уравнение из (3) к квазилинейному виду. Учитывая выражение
для удельной полной энергии газа, четвертое уравнение системы (3) преобразуем как

ρ
Dε
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+ (p − σxx)
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где D
Dt =

∂
∂t + u ∂∂x + v ∂∂y . Имея в виду калорическое уравнение состояния газа, в общем случае

имеющее вид ε = ε(p, ρ), имеем соотношение
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В последнем выражении учтено следствие из уравнения неразрывности: Dρ
Dt = −ρ

(
∂u
∂x +

∂v
∂y

)
. Таким

образом, уравнение закона сохранения энергии принимает вид
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где ca =

√(
p
ρ − ρ∂ε∂ρ

) (
ρ ∂ε∂p

)−1
— адиабатическая скорость звука. В дальнейшем для упрощения

выкладок в качестве уравнения состояния газа использовалось выражение ε = p
(γ−1)ρ , где γ —

показатель адиабаты. В этом случае ca =
√
γp
ρ . Систему (3) с учетом (4) представим в векторной

форме
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.

Символом T обозначен оператор транспонирования. Собственные значения матриц Ax и Ay сле-
дующие:

u − c1x, u − c2x, u, u, u, u + c2x, u + c1x,

v − c1y, v − c2y, v, v, v, v + c2y, v + c1y,
(6)

где
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√
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4

c2
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ρ
.

(7)

Таким образом, в вязком газе имеется две скорости звука — газодинамическая (c1) и вязкост-
ная (c2). Отметим, что при стремлении времени релаксации τσ к нулю скорости перемещения
волн вязкости c2 → ∞. Матрицы, составленные из правых собственных векторов (столбцов)
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матриц Ax и Ay, соответствующие собственным значениям (6), имеют вид
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0 − c2y M1y

2σxyN1y
0 0 0

c2y M1y

2σxyN1y
0

− c1y

ρc2
2y
− 2c2y(γ+1)

N1y
0 0 0

2c2y(γ+1)

N1y

c1y

ρc2
σ

c2
1y+c2

σ

c2
σ

M2y

2N1y
1 0 0

M2y

2N1y

c2
1y+c2

σ

c2
σ

− 1
2 −M3y

N1y
0 1 0 −M3y

N1y
− 1

2

0 − ρc
2
2y M1y

2σxyN1y
0 0 0 − ρc

2
2yM1y

2σxyN1y
0

1 1 1 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Здесь

N1x = ρ[4c2
a + (γ − 6)c2

σ] + 4(σyy − γσxx), M1x = ρ(7c2
σ − 4c2

a) + 4(γσxx − σyy),

M2x = (γ − 1)[4(σxx + σyy) − 7ρc2
σ] − 8ρc2

a, M3x = ρ[4c2
a + c2

σ(2γ − 5)] + 4(σyy − γσxx),

N1y = ρ[4c2
a + (2γ − 5)c2

σ] + 4(σxx − γσyy), M1y = ρ(4c2
a − 7c2

σ) + 4(σxx − γσyy),

M2y = ρ(8c2
a + 7c2

σ) − 4(γ − 1)(σxx + σyy), M3y = ρ[4c2
a + (γ − 6)c2

σ] + 4(σxx − γσyy).

Поскольку собственные значения системы — действительные числа, а собственные векторы —
линейно независимые, поэтому система уравнений, описывающая течение вязкого газа с релак-
сационным законом Стокса, относится к гиперболическому типу [Куликовский и др., 2012].

3. Теплопроводный газ

Уравнения, описывающие течение теплопроводного невязкого газа, следующие:

∂ρ

∂t
+ u
∂ρ

∂x
+ v
∂ρ

∂y
+ ρ

(
∂u
∂x
+
∂v
∂y

)
= 0,

∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
+

1
ρ

∂p
∂x
= 0,

∂v
∂t
+ u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
+

1
ρ

∂p
∂y
= 0,

∂p
∂t
+ u
∂p
∂x
+ v
∂p
∂y
+ ρc2

a

(
∂u
∂x
+
∂v
∂y

)
+ (γ − 1)

(
∂wx

∂x
+
∂wy

∂y

)
= 0,

τw

(
∂wx

∂t
+ u
∂wx

∂x
+ v
∂wx

∂y

)
+ wx = −χ

∂T
∂x
,

τw

(
∂wy

∂t
+ u
∂wy

∂x
+ v
∂wy

∂y

)
+ wy = −χ

∂T
∂y
,

(8)
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где χ — коэффициент теплопроводности газа, τw — время тепловой релаксации. Для того чтобы
система уравнений теплопроводного газа была гиперболической, вместо закона Фурье исполь-
зован его релаксационный аналог, т. е. закон Максвелла –Каттанео (последние два соотношения
в (8)). Перепишем эти уравнения в виде

∂wx

∂t
+ u
∂wx

∂x
+ v
∂wx

∂y
+ kρ
∂ρ

∂x
+ kp
∂p
∂x
= −wx

τw
,

∂wy

∂t
+ u
∂wy

∂x
+ v
∂wy

∂y
+ kρ
∂ρ

∂y
+ kp
∂p
∂y
= −wy

τw
,

(9)

где kρ =
χ
τw
∂T
∂ρ , kp =

χ
τw
∂T
∂p . Здесь T = T (p, ρ) — термическое уравнение состояния газа. Систему (8)

с учетом (9) представим в векторной форме (5), в которой введены обозначения

U = (ρ, u, v, p, wx, wy)T, H =
(
0, 0, 0, 0, −wx

τw
, −wy

τw

)T
,

Ax =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u ρ 0 0 0 0
0 u 0 1

ρ 0 0
0 0 u 0 0 0
0 ρc2

a 0 u γ − 1 0
kρ 0 0 kp u 0
0 0 0 0 0 u

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Ay =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v 0 ρ 0 0 0
0 v 0 0 0 0
0 0 v 1

ρ 0 0
0 0 ρc2

a v 0 γ − 1
0 0 0 0 v 0
kρ 0 0 kp 0 v

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Собственные значения матриц Ax и Ay следующие:

u − c1, u − c2, u, u, u + c2, u + c1,

v − c1, v − c2, v, v, v + c2, v + c1,

где

c1 =

√
1
2

[
c2

a + kp(γ − 1) +
√

[c2
a + kp(γ − 1)]2 + 4kρ(γ − 1)

]
,

c2 =

√
1
2

[
c2

a + kp(γ − 1) −
√

[c2
a + kp(γ − 1)]2 + 4kρ(γ − 1)

]
.

(10)

Таким образом, в теплопроводном газе имеется две скорости звука: газодинамическая (c1) и теп-
ловая (c2). Как и в вязком газе, собственные векторы, соответствующие собственным значениям
матриц Ax и Ay, линейно независимы, поэтому система уравнений теплопроводного газа с ре-
лаксационным законом Фурье относится к гиперболическому типу.

4. Вязкий теплопроводный газ

Систему квазилинейных уравнений с релаксационными законами Фурье и Стокса, описы-
вающую течение вязкого теплопроводного газа, представим в векторной форме (5) с параметрами

U = (ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy, wx, wy)T, H =
(
0, 0, 0, 0,

σxx

τσ
, −σxy

τσ
,
σyy

τσ
, −wx

τw
, −wy

τw

)T
,
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Ax =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u ρ 0 0 0 0 0 0 0
0 u 0 1

ρ − 1
ρ 0 0 0 0

0 0 u 0 0 − 1
ρ 0 0 0

0 ρc2
a − (γ − 1)σxx (1 − γ)σxy u 0 0 0 γ − 1 0

0 ρc2
σ 2σxy 0 u 0 0 0 0

0 0 −σxx + σyy − 3
4ρc

2
σ 0 0 u 0 0 0

0 − 1
2ρc

2
σ −2σxy 0 0 0 u 0 0

kρ 0 0 kp 0 0 0 u 0
0 0 0 0 0 0 0 0 u

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Ay =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v 0 ρ 0 0 0 0 0 0
0 v 0 0 0 − 1

ρ 0 0 0
0 0 v 1

ρ 0 0 − 1
ρ 0 0

0 (1 − γ)σxy ρc2
a − (γ − 1)σyy v 0 0 0 0 γ − 1

0 −2σxy − 1
2ρc

2
σ 0 v 0 0 0 0

0 σxx − σyy − 3
4ρc

2
σ 0 0 0 v 0 0 0

0 2σxy ρc2
σ 0 0 0 v 0 0

0 0 0 0 0 0 0 v 0
kρ 0 0 kp 0 0 0 0 v

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Собственные значения матриц Ax и Ay следующие:

u − c1x, u − c2x, u − c3x, u, u, u, u + c3x, u + c2x, u + c1x,

v − c1y, v − c2y, v − c3y, v, v, v, v + c3y, v + c2y, v + c1y,

где

c1x =

√
1
2

[
c2

a − c2
σ +

(
kp − σxx

ρ

)
(γ − 1) +

√
Gx

]
, c2x =

√
3
4

c2
σ +
σxx − σyy

ρ
,

c3x =

√
1
2

[
c2

a − c2
σ +

(
kp − σxx

ρ

)
(γ − 1) − √

Gx

]
,

Gx =
[
kp(γ − 1) + (ca + cσ)2)

] [
kp(γ − 1) + (ca − cσ)2)

]
+ 4kρ(γ − 1)−

−2σxx(γ − 1)

ρ

[
c2

a − c2
σ + kp(γ − 1)

]
−
(
σxx(γ − 1)

ρ

)2

,

c1y =

√
1
2

[
c2

a − c2
σ +

(
kp −

σyy

ρ

)
(γ − 1) +

√
Gy

]
, c2y =

√
3
4

c2
σ +
σyy − σxx

ρ
,

c3y =

√
1
2

[
c2

a − c2
σ +

(
kp −

σyy

ρ

)
(γ − 1) −

√
Gy

]
,

Gy =
[
kp(γ − 1) + (ca + cσ)2)

] [
kp(γ − 1) + (ca − cσ)2)

]
+ 4kρ(γ − 1)−

− 2σyy(γ − 1)

ρ

[
c2

a − c2
σ + kp(γ − 1)

]
−
(
σyy(γ − 1)

ρ

)2

.

(11)

Таким образом, в вязком теплопроводном газе имеется три скорости звука: газодинами-
ческая (c1), вязкостная (c2) и тепловая (c3). Как и в вязком газе, собственные векторы, соот-
ветствующие собственным значениям матриц Ax и Ay, линейно независимы, поэтому система
уравнений вязкого теплопроводного газа с релаксационными законами Стокса и Фурье также
относится к гиперболическому типу.
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5. О методах расчета

Для интегрирования уравнений вязкого газа использован гибридный метод Годунова
(ГМГ), предназначенный для расчета систем, в которых имеются уравнения, не приводящие-
ся к дивергентному виду (оригинальный метод Годунова предназначен только для дивергентных
систем). В случае применения ГМГ для решения задач с дополнительным учетом теплопровод-
ности общее время вычисления существенно возрастает, поскольку для устойчивого счета вре-
менной шаг приходится значительно, более чем на порядок, уменьшать. Для исключения этого
в расчетах течений теплопроводного и вязкого теплопроводного газа использован более трудо-
емкий, но менее требовательный к временному шагу многомерный узловой метод характеристик
(МУМХ) [Суров, 2021].

5.1. Гибридный метод Годунова

Поскольку рассматриваемые в работе области интегрирования представляют собой объ-
единение прямоугольных подобластей, поэтому при интегрировании уравнений течения газа
использован упрощенный вариант ГМГ [Суров, 2019b]. При ниличии криволинейных подобла-
стей необходимо применять конечно-объемный вариант метода, описанный, например, в [Суров,
2016].

Для интегрирования уравнений двумерного течения вязкого газа разобьем исходную си-
стему на две подсистемы. К первой отнесем уравнения, записанные в дивергентном виде, ко
второй — остальные. Первая подсистема имеет вид

∂U
∂t
+
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
= 0, (12)

где

U = (ρ, ρu, ρv, ρe)T, Fx =
[
ρu, p − σxx + ρu

2, ρuv − σxy, u(ρe + p) − uσxx − vσxy

]T
,

Fy =
[
ρv, ρuv − σxy, p − σyy + ρv

2, v(ρe + p) − uσxy − vσyy

]T
.

Соответствующие выражения, связывающие искомые параметры на новом временном слое t+Δt
с соответствующими значениями на предыдущем t, имеют вид

Ui, j = Ui, j +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Φi−1/2, j −Φi+1/2, j

Δxi, j

+
Ψi, j−1/2 −Ψi, j+1/2

Δyi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠Δt, (13)

где

Φ =
[
RU, P − Σxx + RU2, RUV − Σxy, U(RE + P) − UΣxx − VΣxy

]T
,

Ψ =
[
RV, RUV − Σxy, P − Σyy + RV2, V(RE + P) − UΣxy − VΣyy

]T
.

Для вычисления компонентов тензора вязких напряжений запишем в конечноразностном
виде уравнения второй подсистемы как

(σxx)i, j − (σxx)i, j

Δt
+ ui, j

(Σxx)i+1/2, j − (Σxx)i−1/2, j

Δxi, j

+ vi, j

(Σxx)i, j+1/2 − (Σxx)i, j−1/2

Δyi, j

−

− 2(σxy)i, j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ui, j+1/2 − Ui, j−1/2

Δyi, j

−
Vi+1/2, j − Vi−1/2, j

Δxi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

+
(ρc2
σ)i, j

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝2
Ui+1/2, j − Ui−1/2, j

Δxi, j

−
Vi, j+1/2 − Vi, j−1/2

Δyi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
(
σxx

τσ

)

i, j
,

(14)
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(σxy)i, j − (σxy)i, j

Δt
+ ui, j

(Σxy)i+1/2, j − (Σxy)i−1/2, j

Δxi, j

+ vi, j

(Σxy)i, j+1/2 − (Σxy)i, j−1/2

Δyi, j

−

−
(
σxx − σyy

2

)

i, j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Vi+1/2, j − Vi−1/2, j

Δxi, j

−
Ui, j+1/2 − Ui, j−1/2

Δyi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

−
3(ρc2

σ)i, j

4

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝2
Ui, j+1/2 − Ui, j−1/2

Δyi, j

+
Vi+1/2, j − Vi−1/2, j

Δxi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = −
(
σxy

τσ

)

i, j
,

(σyy)i, j − (σyy)i, j

Δt
+ ui, j

(Σyy)i+1/2, j − (Σyy)i−1/2, j

Δxi, j

+ vi, j

(Σyy)i, j+1/2 − (Σyy)i, j−1/2

Δyi, j

−

− (σxy)i, j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Vi+1/2, j − Vi−1/2, j

Δxi, j

−
Ui, j+1/2 − Ui, j−1/2

Δyi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

+
(ρc2
σ)i, j

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝2
Vi, j+1/2 − Vi, j−1/2

Δyi, j

−
Ui+1/2, j − Ui−1/2, j

Δxi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
(
σyy

τσ

)

i, j
,

из которых рассчитываются (σxx)i, j, (σxy)i, j, (σyy)i, j, что завершает вычислительный цикл. Ис-
пользуемые в (13)–(14) обозначения соответствуют принятым в [Годунов и др., 1976]: узлы ко-
нечноразностной сетки имеют целые индексы, а грани ячеек — полуцелые. «Большие» величины
(т. е. R — плотность газа; U, V — компоненты вектора скорости; P — давление; Σxx, Σxy, Σyy —
компоненты тензора вязких напряжений, относящиеся к граням смежных ячеек) определялись
из решения соответствующих задач Римана с использованием линеаризованного римановского
решателя (ЛРР) [Toro, 2006], формула для которого в направлении оси Ox имеет вид

Ui+1/2, j = U − 1
2

∑

k

ak sing(λx)kXk, (15)

где (λx)k и Xk — k-е собственные значения и соответствующие им правые собственные векто-
ры матрицы Ax, U = 1

2 (Ui, j + Ui+1, j), Ui+1/2, j = (ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy)Ti+1/2, j. Соответствующая
формула ЛРР в направлении оси Oy имеет вид

Vi, j+1/2 = V − 1
2

∑

k

bk sing(λy)kYk, (16)

где (λy)k и Yk — k-e собственные значения и соответствующие им правые собственные векторы
матрицы Ay, V = 1

2 (Vi, j + Vi, j+1), Vi, j+1/2 = (ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy)Ti, j+1/2. Значения констант ai
и bi, входящие в (15) и (16), определяются из систем линейных уравнений

∑

i

aiXi = ΔU,
∑

i

biYi = ΔV,

где ΔU = Ui+1, j − Ui, j, ΔV = Vi, j+1 − Vi, j. «Большие» величины, которые входят в (10)–(11),
рассчитываются из соотношений

(R, U, V, P, Σxx, Σxy, Σyy)i+1/2, j =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy)i, j, если (u − c1x)i+1/2, j > 0,

(ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy)i+1, j, если (u + c1x)i+1/2, j < 0,

(ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy)i+1/2, j, если (u − c1x)i+1/2, j � 0, (u + c1x)i+1/2, j � 0;
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(R, U, V, P, Σxx, Σxy, Σyy)i, j+1/2 =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy)i, j, если (u − c1y)i, j+1/2 > 0,

(ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy)i, j+1, если (u + c1y)i, j+1/2 < 0,

(ρ, u, v, p, σxx, σxy, σyy)i, j+1/2, если (u − c1y)i, j+1/2 � 0, (u + c1y)i, j+1/2 � 0.

Отметим, что вместо ЛРР может быть использован римановский решатель, основанный на ха-
рактеристическом подходе [Суров, 2016], который дает совпадающие результаты.

5.2. Многомерный узловой метод характеристик

Опишем МУМХ на примере теплопроводного газа. Рассмотрим малый временной интер-
вал, а именно, шаг интегрирования по времени для системы (8). Изменения параметров, про-
исходящие за этот малый промежуток времени, можно найти, суммируя локальные изменения,
которые происходят по отдельным координатным направлениям. Иными словами, для нахожде-
ния приближенного решения системы (8) за указанный промежуток времени сначала решается
подсистема

∂ρ

∂t
+ u
∂ρ

∂x
+ ρ
∂u
∂x
= 0,

∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+

1
ρ

∂p
∂x
= 0,

∂v
∂t
+ u
∂v
∂x
= 0,

∂p
∂t
+ u
∂p
∂x
+ ρc2

a
∂u
∂x
+ (γ − 1)

∂wx

∂x
= 0,

∂wx

∂t
+ u
∂wx

∂x
+ kρ
∂ρ

∂x
+ kp
∂p
∂x
= −wx

τw
,
∂wy

∂t
+ u
∂wy

∂x
= −wy

τw
,

(17)

получающаяся из (8), в которой оставлены слагаемые, изменяющие параметры течения только
в направлении оси Ox. Затем, после интегрирования (17), базируясь на новом распределении
определяющих переменных, решаем следующую подсистему:

∂ρ

∂t
+ v
∂ρ

∂y
+ ρ
∂v
∂y
= 0,

∂u
∂t
+ v
∂u
∂y
= 0,

∂v
∂t
+ v
∂v
∂y
− 1
ρ

∂p
∂y
= 0,

∂p
∂t
+ v
∂p
∂y
+ ρc2

a
∂v
∂y
+ (γ − 1)

∂wy

∂y
= 0,

∂wy

∂t
+ v
∂wy

∂y
+ kρ
∂ρ

∂y
+ kp
∂p
∂y
= −wy

τw
,
∂wx

∂t
+ v
∂wx

∂y
= −wx

τw
,

(18)

в которой учитываются изменения вдоль координатного направления Oy.
Характеристическое уравнение подсистемы (17) имеет следующие корни: u± ci, u, u, где ci

(i = 1, 2) определяются из (10). Соотношения совместности вдоль характеристических направ-
лений dx/dt = u ± ci имеют вид

(c2
i − c2

a)(ciAx5 ± kρAx1) ± (kρ + kpc2
i )Ax4 + ρci(kρ + kpc2

a)Ax2 = 0, (19)

где

Ax1 = −u
dρ
dt
− ρdu

dt
, Ax2 = −u

du
dt
− 1
ρ

dp
dt
,

Ax4 = −u
dp
dt
− ρc2

a
du
dt
− (γ − 1)

dwx

dt
, Ax5 = −

wx

τw
− u

dwx

dt
− kp

dp
dt
− kρ

dρ
dt
.

На траекторной характеристике dx/dt = u выполняются равенства

dv
dt
= 0,

dwy

dt
= −wy

τw
, (20)

которые непосредственно следуют из подсистемы (17).
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Аналогичные соотношения имеют место и для подсистемы (18). Характеристическое урав-
нение подсистемы (18) имеет действительные корни: v ± c j, v, v, где c j определяются из (10).
Соотношения совместности вдоль характеристических направлений dy/dt = v ± c j имеют вид

(c2
j − c2

a)(c jAy5 ± kρAy1) ± (kρ + kpc2
j )Ay4 + ρc j(kρ + kpc2

a)Ay3 = 0, (21)

где

Ay1 = −v
dρ
dt
− ρdv

dt
, Ay3 = −v

dv
dt
− 1
ρ

dp
dt
,

Ay4 = −v
dp
dt
− ρc2

a
dv
dt
− (γ − 1)

dwy

dt
, Ay5 = −

wy

τw
− v

dwy

dt
− kp

dp
dt
− kρ

dρ
dt
.

На траекторной характеристике dy/dt = v выполняются равенства

du
dt
= 0,

dwx

dt
= −wx

τw
. (22)

Для двумерного варианта МУМХ процесс вычислений при переходе с tn временного шага
на tn+1 состоит из двух тактов. На первом узлы расчетной области перебираются вдоль оси Ox,
и в них по процедуре одномерного узлового метода характеристик (УМХ) [Суров, 2013] опре-
деляются промежуточные значения (̃ρ, ũ, ṽ, p̃, w̃x, w̃y)n+1. На втором такте определяются окон-
чательные величины (ρ, u, v, p, wx, wy)n+1 путем применения процедуры УМХ в направлении
оси Oy на основе данных первого такта.

Опишем процедуру одномерного УМХ, например для первого промежуточного такта. Вто-
рой такт проводится аналогично. Для решения поставленной задачи достаточно определить зна-
чения искомых параметров в узле (xk, tn+1) по известным значениям этих величин в узлах, на-
ходящихся на n-м временном слое. Используется следующий итерационный процесс. Предпола-
гается, что на «нулевой» итерации s = 0 искомые переменные в точке (xk, tn+1) совпадают с их
значениями в точке (xk, tn). В этом случае характеристические направления dx/dt = u, dx/dt =
= u ± ci аппроксимируются выражениями

xk − x(s)
C = u(s)Δt, xk − x(s)

Li
=
(
u(s) + c(s)

i

)
Δt, xk − x(s)

Ri
=
(
u(s) − c(s)

i

)
Δt,

где Δt = tn+1 − tn, s — номер итерации, i = 1, 2. Точки пересечения полученных характеристиче-
ских направлений с прямой t = tn определяются соотношениями

x(s)
C = xk − u(s)Δt, x(s)

Li
= xk −

(
u(s) − c(s)

i

)
Δt, x(s)

Ri
= xk −

(
u(s) + c(s)

i

)
Δt. (23)

Параметры (̃ρ, ũ, ṽ, p̃, w̃x, w̃y)(0) в найденных точках находятся интерполяцией по их известным
значениям в узлах xk−1, xk и xk+1. Перепишем дифференциальные соотношения из (19)–(20)
в конечноразностном виде как

a(s)
1Li

(
ρ̃(s+1)

k − ρ(s)
Li

)
+ a(s)

2Li

(
ũ(s+1)

k − u(s)
Li

)
+ a(s)

4Li

(
p̃(s+1)

k − p(s)
Li

)
+

+ a(s)
5L1

(
w̃(s+1)

x,k − w(s)
x,Li

)
= Ω

(s)
Li
, ṽ(s+1)

k − v(s)
C = 0,

w̃(s+1)
y,k − w(s)

y,C = Ω
(s)
C , a(s)

1Ri

(
ρ̃(s+1)

k − ρ(s)
Ri

)
+ a(s)

2Ri

(
ũ(s+1)

k − u(s)
Ri

)
+

+ a(s)
4Ri

(
p̃(s+1)

k − p(s)
Ri

)
+ a(s)

5Ri

(
w̃(s+1)

x,k − w(s)
x,Ri

)
= Ω

(s)
Ri
,

(24)
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где

a(s)
1Li
= −kρ(u + ci)(c

2
i − c2

a), a(s)
2Li
= −ρci(u + ci)(ρ(kρ + kpc2

a), a(s)
4Li
= −(u + ci)(ρ(kρ + kpc2

i ),

a(s)
5Li
= −uci(c

2
i − c2

a) − (kρ + kpc2
i )(γ − 1), Ω(s)

Li
=

ciwx(c2
i − c2

a)Δt

τw
,

Ω
(s)
C = −

wy

τw
Δt, a(s)

1Ri
= kρ(u − ci)(c

2
i − c2

a), a(s)
2Ri
= −ρci(u − ci)(ρ(kρ + kpc2

a),

a(s)
4Ri
= (u − ci)(ρ(kρ + kpc2

i ), a(s)
5Ri
= −uci(c

2
i − c2

a) + (kρ + kpc2
i )(γ − 1), Ω(s)

Ri
=

ciwx(c2
i − c2

a)Δt

τw
.

Решая систему (24) при s = 0 относительно переменных (̃ρ, ũ, ṽ, p̃, w̃x, w̃y)(1), найдем уточнен-
ные значения искомых функций в точке (xk, tn+1). Затем по этим данным из выражений (23)
вычисляются новые координаты (xLi

, xC , xRi
)(1), которые в свою очередь используются для опре-

деления (̃ρ, ũ, ṽ, p̃, w̃x, w̃y)(2) из (24), где необходимо положить s = 1. Описанный итерационный
процесс продолжается вплоть до сходимости. При невязке 10−7 пребуется, как правило, 5–7 ите-
раций.

Аналогичные соотношения справедливы и вдоль оси Oy. Соответствующая алгебраическая
система уравнений, аппроксимирующая уравнения (21)–(22), имеет вид

ã(s)
1Lj

(
ρ(s+1)

k − ρ̃(s)
Lj

)
+ ã(s)

3Lj

(
v(s+1)

k − ṽ(s)
Lj

)
+ ã(s)

4Lj

(
p(s+1)

k − p̃(s)
Lj

)
+

+ ã(s)
6Lj

(
w(s+1)

y,k − w̃(s)
y,Lj

)
= Ω̃

(s)
Lj
, u(s+1)

k − ũ(s)
C = 0, w(s+1)

x,k − w̃(s)
x,C = Ω̃

(s)
C ,

ã(s)
1R j

(
ρ(s+1)

k − ρ̃(s)
R j

)
+ ã(s)

3R j

(
v(s+1)

k − ṽ(s)
R j

)
+ ã(s)

4R j

(
p(s+1)

k − p̃(s)
R j

)
+ ã(s)

6R1

(
w(s+1)

y,k − w̃(s)
y,R j

)
= Ω̃

(s)
R j
,

где

ã(s)
1Lj
= −̃kρ(̃v + c̃ j)(̃c

2
j − c̃2

a), ã(s)
3Lj
= −ρ̃̃c j(̃v + c̃ j)(̃kρ + k̃pc̃2

a), ã(s)
4Lj
= −(̃v + c̃ j)(̃kρ + k̃pc̃2

j ),

ã(s)
6Lj
= −̃ṽc j(̃c

2
j − c̃2

a) − (̃kρ + k̃pc̃2
j )(γ − 1), Ω̃(s)

Lj
=

c̃ jw̃y(̃c2
j − c̃2

a)Δt

τw
, Ω̃(s)

C =
w̃xΔt

τw
,

ã(s)
1R j
= k̃ρ(̃v − c̃ j)(̃c

2
j − c̃2

a), ã(s)
3R j
= −ρ̃̃c j(̃v − c̃ j)(̃kρ + k̃pc̃2

a), ã(s)
4R j
= (̃v − c̃ j)(̃kρ + k̃pc̃2

j),

ã(s)
6R j
= −̃ṽc j(̃c

2
j − c̃2

a) + (̃kρ + k̃pc̃2
j )(γ − 1), Ω̃(s)

R j
=

c̃ jw̃y(̃c2
j − c̃2

a)Δt

τw
.

В случае применения МУМХ для интегрирования уравнений вязкого или вязкого тепло-
проводного газа справедливы аналогичные, но более громоздкие соотношения. В частности, для
вязкого газа на первом такте решается подсистема

∂ρ

∂t
+ u
∂ρ

∂x
+ ρ
∂u
∂x
= 0,

∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+

1
ρ

∂(p − σxx)
∂x

= 0,
∂v
∂t
+ u
∂v
∂x
− 1
ρ

∂σxy

∂x
= 0,

∂p
∂t
+ u
∂p
∂x
+ ρc2

a
∂u
∂x
− (γ − 1)

(
σxx
∂u
∂x
+ σxy

∂v
∂x

)
= 0,

∂σxx

∂t
+ u
∂σxx

∂x
+ 2σxy

∂v
∂x
+ ρc2

σ

∂u
∂x
=
σxx

τσ
,

∂σxy

∂t
+ u
∂σxy

∂x
−
(
σxx − σyy +

3ρc2
σ

4

)
∂v
∂x
= −σxy

τσ
,

∂σyy

∂t
+ u
∂σyy

∂x
− 2σxy

∂v
∂x
− ρc

2
σ

2
∂u
∂x
=
σyy

τσ
.

(25)
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Характеристическое уравнение подсистемы (25) имеет следующие корни: u ± c1x, u ± c2x, u, u, u,
где cix определяются из (7). Соотношения совместности вдоль характеристических направле-
ний dx/dt = u ± c1x и dx/dt = u ± c2x имеют вид

ρc1xAx2 ± Ax4 ∓ Ax5 −
σxy(γ + 1)

ρ(c2
1x − c2

2x)
(ρc1xAx3 ∓ Ax6) = 0,

ρc2xAx3 ∓ Ax6 = 0,

(26)

где

Ax2 = −u
du
dt
− 1
ρ

(
dp
dt
− dσxx

dt

)
, Ax3 = −u

dv
dt
+

1
ρ

dσxy

dt
,

Ax4 = −u
dp
dt
+
[
σxx(γ − 1) − ρc2

a

] du
dt
+ σxy(γ − 1)

dv
dt
,

Ax5 =
σxx

τσ
− u

dσxx

dt
− 2σxy

dv
dt
− ρc2

σ

du
dt
,

Ax6 = −
σxy

τσ
− u

dσxy

dt
+

(
σxx − σyy +

3
4
ρc2
σ

)
dv
dt
,

Ax7 =
σyy

τσ
− u

dσyy

dt
+ 2σxy

dv
dt
+
ρc2
σ

2
du
dt
.

На траекторной характеристике dx/dt = u выполняются равенства

dp
dt
+

[
σxx(γ − 1)

ρ
− c2

a

]
dρ
dt
− σxy(γ − 1)

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

(
dσxy

dt
+
σxy

τσ

)
= 0,

dσxx

dt
+

2σxy

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

(
dσxy

dt
+
σxy

τσ

)
− c2
σ

dρ
dt
=
σxx

τσ
,

dσyy

dt
− 2σxy

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

(
dσxy

dt
+
σxy

τσ

)
+

c2
σ

2
dρ
dt
=
σyy

τσ
.

(27)

Соответствующая алгебраическая система уравнений, аппроксимирующая дифференциальные
соотношения (26)–(27), принимает вид

a(s)
2L1

(
ũ(s+1)

k − u(s)
L1

)
+ a(s)

3L1

(
ṽ(s+1)

k − v(s)
L1

)
+ a(s)

4L1

(
p̃(s+1)

k − p(s)
L1

)
+

+ a(s)
5L1

(
σ̃(s+1)

xx,k − σ(s)
xx,L1

)
+ a(s)

6L1

(
σ̃(s+1)

xy,k − σ(s)
xy,L1

)
= Ω

(s)
L1
,

a(s)
3L2

(
ṽ(s+1)

k − v(s)
L2

)
+ a(s)

6L2

(
σ̃(s+1)

xy,k − σ(s)
xy,L2

)
= Ω

(s)
L2
,

a(s)
1C1

(
ρ̃(s+1)

k − ρ(s)
C

)
+ p̃(s+1)

k − p(s)
C + a(s)

6C1

(
σ̃(s+1)

xy,k − σ(s)
xy,C

)
= Ω

(s)
C1
,

a(s)
1C2

(
ρ̃(s+1)

k − ρ(s)
C

)
+ σ̃(s+1)

xx,k − σ(s)
xx,C + a(s)

6C2

(
σ̃(s+1)

xy,k − σ(s)
xy,C

)
= Ω

(s)
C2
,

a(s)
1C3

(
ρ̃(s+1)

k − ρ(s)
C

)
+ aν6C3

(
σ̃(s+1)

xy,k − σ(s)
xx,C

)
+ σ̃(s+1)

yy,k − σ(s)
yy,C = Ω

(s)
C3
,

a(s)
3R2

(
ṽ(s+1)

k − v(s)
R2

)
+ a(s)

6R2

(
σ̃(s+1)

xy,k − σ(s)
xy,R2

)
= Ω

(s)
R2
,

a(s)
2R1

(
ũ(s+1)

k − u(s)
R1

)
+ a(s)

3R1

(
ṽ(s+1)

k − v(s)
R1

)
+ a(s)

R1

(
p̃(s+1)

k − p(s)
R1

)
+

+ a(s)
5R1

(
σ̃(s+1)

xx,k − σ(s)
xx,R1

)
+ a(s)

6R1

(
σ̃(s+1)

xy,k − σ(s)
xy,R1

)
= Ω

(s)
R1
,

(28)
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где

a(s)
2L1
= −ρc1x(u + c1x), a(s)

3L1
=

c1xσxy(u + c1x)(γ + 1)

c2
1x − c2

2x

, a(s)
4L1
= −(u + c1x),

a(s)
5L1
= (u + c1x), a(s)

6L1
= −σxy(u + c1x)(γ + 1)

ρ(c2
1x − c2

2x)
, Ω(s)

L1
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝σxx +
σ2

xy(γ + 1)

ρ(c2
1x − c2

2x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Δt
τσ
,

a(s)
3L2
= −ρc2x(u + c2x), a(s)

6L2
= u + c2x, Ω

(s)
L2
= −σxyΔt

τσ
,

a(s)
1C1
=
σxx(γ − 1)
ρ

− c2
a, a(s)

6C1
= − σxy(γ − 1)

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

, Ω(s)
C1
=
Δt
τσ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ2

xy(γ − 1)

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

a(s)
1C2
= −c2

σ, a(s)
6C2
=

2σxy

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

, Ω(s)
C2
=
Δt
τσ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝σxx −
2σ2

xy

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

a(s)
1C3
=

c2
σ

2
, a(s)

6C3
= − 2σxy

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

, Ω(s)
C3
=
Δt
τσ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝σyy +
2σ2

xy

σxx − σyy +
3
4ρc

2
σ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

a(s)
3R2
= −ρc2x(u − c2x), a(s)

6R2
= −(u − c2x), Ω(s)

R2
=
σxyΔt

τσ
,

a(s)
2R1
= −ρc1x(u − c1x), a(s)

3R1
=

c1xσxy(u − c1x)(γ + 1)

c2
1x − c2

2x

, a(s)
4R1
= u − c1x,

a(s)
5R1
= −(u − c1x), a(s)

6R1
=
σxy(u − c1x)(γ + 1)

ρ(c2
1x − c2

2x)
, Ω(s)

R1
= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝σxx +
σ2

xy(γ + 1)

ρ(c2
1x − c2

2x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Δt
τσ
.

Затем, после интегрирования (25), базируясь на новом распределении определяющих перемен-
ных, решаем следующую подсистему:

∂ρ

∂t
+ v
∂ρ

∂y
+ ρ
∂v
∂y
= 0,

∂u
∂t
+ v
∂u
∂y
− 1
ρ

∂σxy

∂y
= 0,

∂v
∂t
+ v
∂v
∂y
+

1
ρ

∂(p − σyy)

∂y
= 0,

∂p
∂t
+ v
∂p
∂y
+ ρc2

a
∂v
∂y
− (γ − 1)

(
σxy
∂u
∂y
+ σyy

∂v
∂y

)
= 0,

∂σxx

∂t
+ v
∂σxx

∂y
− 2σxy

∂u
∂y
− 1

2
ρc2
σ

∂v
∂y
=
σxx

τσ
,

∂σxy

∂t
+ v
∂σxy

∂y
+

(
σxx − σyy −

3ρc2
σ

4

)
∂u
∂y
= −σxy

τσ
,

∂σyy

∂t
+ v
∂σyy

∂y
+ 2σxy

∂u
∂y
+ ρc2

σ

∂v
∂y
=
σyy

τσ
,

(29)

в которой учитываются изменения вдоль координатного направления Oy. Характеристическое
уравнение подсистемы (29) имеет действительные корни: v± c1y, v± c2y, v, v, v, где c jy определя-
ются из (7). Соотношения совместности вдоль характеристических направлений dy/dt = v ± c1y
и dy/dt = v ± c2y имеют вид

ρc1yAy3 ± Ay4 ∓ Ay7 −
σxy(γ + 1)

ρ(c2
1y − c2

2y)
(ρc1yAy2 ∓ Ay6) = 0,

ρc2yAy2 ∓ Ay6 = 0,

(30)
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где

Ay2 = −v
du
dt
+

1
ρ

dσxy

dt
, Ay3 = −v

dv
dt
− 1
ρ

(
dp
dt
− dσyy

dt

)
,

Ay4 = −v
dp
dt
+
[
σyy(γ − 1) − ρc2

a

] dv
dt
+ σxy(γ − 1)

du
dt
,

Ay6 = −
σxy

τσ
− v

dσxy

dt
−
(
σxx − σyy −

3
4
ρc2
σ

)
du
dt
, Ay7 =

σyy

τσ
− v

dσyy

dt
− 2σxy

du
dt
− ρc2

σ

dv
dt
.

На траекторной характеристике dy/dt = v выполняются равенства

dp
dt
+

[
σyy(γ − 1)

ρ
− c2

a

]
dρ
dt
+

σxy(γ − 1)

σxx − σyy − 3
4ρc

2
σ

(
dσxy

dt
+
σxy

τσ

)
= 0,

dσxx

dt
+

2σxy

σxx − σyy − 3
4ρc

2
σ

(
dσxy

dt
+
σxy

τσ

)
+

c2
σ

2
dρ
dt
=
σxx

τσ
,

dσyy

dt
− 2σxy

σxx − σyy − 3
4ρc

2
σ

(
dσxy

dt
+
σxy

τσ

)
− c2
σ

dρ
dt
=
σyy

τσ
.

(31)

Соответствующая алгебраическая система уравнений, аппроксимирующая уравнения (30)–(31),
имеет вид

ã(s)
2L1

(
u(s+1)

k − ũ(s)
L1

)
+ ã(s)

3L1

(
v(s+1)

k − ṽ(s)
L1

)
+ ã(s)

4L1

(
p(s+1)

k − p̃(s)
L1

)
+

+ ã(s)
6L1

(
σ(s+1)

xy,k − σ̃(s)
xy,L1

)
+ ã(s)

7L1

(
σ(s+1)

yy,k − σ̃(s)
yy,L1

)
= Ω̃

(s)
L1
,

ã(s)
2L2

(
u(s+1)

k − ũ(s)
L2

)
+ ã(s)

6L2

(
σ(s+1)

xy,k − σ̃(s)
xy,L2

)
= Ω̃

(s)
L2
,

ã(s)
1C1

(
ρ(s+1)

k − ρ̃(s)
C

)
+ p(s+1)

k − p̃(s)
C + ã(s)

6C1

(
σ(s+1)

xy,k − σ̃(s)
xy,C

)
= Ω̃

(s)
C1
,

ã(s)
1C2

(
ρ(s+1)

k − ρ̃(s)
C

)
+ σ(s+1)

xx,k − σ̃(s)
xx,C + ã(s)

6C2

(
σ(s+1)

xy,k − σ̃(s)
xy,C

)
= Ω̃

(s)
C2
,

ã(s)
1C3

(
ρ(s+1)

k − ρ̃(s)
C

)
+ ãν6C3

(
σ(s+1)

xy,k − σ̃(s)
xx,C

)
+ σ(s+1)

yy,k − σ̃(s)
yy,C = Ω̃

(s)
C3
,

ã(s)
2R2

(
u(s+1)

k − ũ(s)
R2

)
+ ã(s)

6R2

(
σ(s+1)

xy,k − σ̃(s)
xy,R2

)
= Ω̃

(s)
R2
,

ã(s)
2R1

(
u(s+1)

k − ũ(s)
R1

)
+ ã(s)

3R1

(
v(s+1)

k − ṽ(s)
R1

)
+ ã(s)

4R1

(
p(s+1)

k − p̃(s)
R1

)
+

+ ã(s)
6R1

(
σ(s+1)

xy,k − σ̃(s)
xy,R1

)
+ ã(s)

7R1

(
σ(s+1)

yy,k − σ̃(s)
yy,R1

)
= Ω̃

(s)
R1
,

где

ã(s)
2L1
=

c̃1yσ̃xy(̃v + c̃1y)(γ + 1)

c̃2
1y − c̃2

2y

, ã(s)
3L1
= −ρ̃̃c1y (̃v + c̃1y), ã(s)

4L1
= −(̃v + c̃1y),

ã(s)
6L1
= −
σ̃xy(̃v + c̃1y)(γ + 1)

ρ̃(̃c2
1y − c̃2

2y)
, ã(s)

7L1
= ṽ + c̃1y, Ω̃

(s)
L1
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝σ̃yy +
σ̃2

xy(γ + 1)

ρ̃(̃c2
1y − c̃2y)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Δt
τσ
,

ã(s)
2L2
= −ρ̃̃c2y(̃v + c̃2y), ã(s)

6L2
= ṽ + c̃2y, Ω̃

(s)
L2
= − σ̃xyΔt

τσ
,

ã(s)
1C1
=
σ̃yy(γ − 1)

ρ̃
− c̃2

a, ã(s)
6C1
=

σ̃xy(γ − 1)

σ̃xx − σ̃yy − 3
4 ρ̃̃c

2
σ

, Ω̃(s)
C1
= − σ̃2

xy(γ − 1)Δt
(
σ̃xx − σ̃yy − 3

4 ρ̃̃c
2
σ

)
τσ
,

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Релаксационная модель вязкого теплопроводного газа 39

ã(s)
1C2
=

c̃2
σ

2
, ã(s)

6C2
=

2σ̃xy

σ̃xx − σ̃yy − 3
4 ρ̃̃c

2
σ

, Ω̃(s)
C2
=
Δt
τσ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝σ̃xx −
2σ̃2

xy

σ̃xx − σ̃yy − 3
4 ρ̃̃c

2
σ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

ã(s)
1C3
= −c̃2

σ, ã(s)
6C3
= − 2σ̃xy

σ̃xx − σ̃yy − 3
4 ρ̃̃c

2
σ

, Ω̃(s)
C3
=
Δt
τσ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝σ̃yy +
2σ̃2

xy

σ̃xx − σ̃yy − 3
4 ρ̃̃c

2
σ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

ã(s)
2R2
= −ρ̃̃c2y (̃v − c̃2y), ã(s)

6R2
= −(̃v − c̃2y), Ω̃(s)

R2
=
σ̃xyΔt

τσ
,

ã(s)
2R1
=

c̃1yσ̃xy(̃v − c̃1y)(γ + 1)

c̃2
1y − c̃2

2y

, ã(s)
3R1
= −ρ̃̃c1y(̃v − c̃1y), ã(s)

4R1
= ṽ − c̃1y,

ã(s)
6R1
=
σ̃xy(̃v − c̃1y)(γ + 1)

ρ̃(̃c2
1y − c̃2

2y)
, ã(s)

7R1
= −(̃v − c̃1y), Ω̃(s)

R1
= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝σ̃yy +
σ̃2

xy(γ + 1)

ρ̃(̃c2
1y − c̃2y)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Δt
τσ
.

6. Результаты численного моделирования

С использованием описанных выше ГМГ и МУМХ рассчитана одномерная задача распада
произвольного разрыва в вязком газе. Параметры газа (воздуха) до распада следующие: слева
от диафрагмы (x < 0,125 м) p0L = 0,3 MPa, u0L = 0, T0L = 293 K; справа от нее (x > 0,125 м)
p0R = 0,1 MPa, u0R = 0, T0R = 293 K. Коэффициент вязкости μ = 1,81 × 10−5 кг/(м c), время
релаксации τσ = 10−3 c, показатель адиабаты газа γ = 1,4. Температура газа рассчитывалась
с использованием термического уравнения состояния T = p

ρRg
, где Rg — газовая постоянная.

В момент времени t = 0 диафрагма мгновенно удаляется, при этом реализуется режим течения
с ударной волной (УВ), движущейся вправо, и волной разрежения, перемещающейся влево.

На рис. 1 представлены распределения p(x)/p0, u(x), ρ(x), T (x), полученные к моменту
времени t = 0,18 мс на сетке из 250 узловых точек. Шаг по времени полагался неизменным
и равнялся Δt = 0,8× 10−7 с. Отметим, что влияние вязкости проявляется во всей области между
волной разгрузки и ударным скачком, что следует из данных на рис. 1, и особенно хорошо
видно в расчетах с повышенным коэффициентом вязкости μ = 9,05 кг/(м c). Заметим также, что
скорость перемещения ударного скачка, полученная с использованием ГМГ, несколько выше, чем
рассчитанная с помощью МУМХ, что объясняется наличием (отсутствием) консервативности
у первой (второй) расчетной схемы.

С использованием МУМХ рассчитана одномерная задача распада произвольного разрыва
в теплопроводном газе. Параметры газа (воздуха) до распада следующие: слева от диафрагмы
(x < 1 м) p0L = 0,5 MPa, u0L = 0, T0L = 293 K; справа от нее (x > 1 м) p0R = 0,1 MPa, u0R = 0,
T0R = 293 K. Коэффициент теплопроводности — χ = 2,58 × 10−2 кг/(м c), время тепловой релак-
сации — τw = 10−3 c, показатель адиабаты газа — γ = 1,4. На рис. 2 представлены распределе-
ния p(x)/p0, u(x), ρ(x), T (x), полученные к моменту времени t = 1,5 мс на сетке из 2000 узловых
точек. Шаг по времени полагался постоянным и равнялся Δt = 10−6 с. Как видно из графика
рапределения температуры T (x) на рис. 2, вправо и влево от контактной границы распространя-
ются тепловые волны, перемещающиеся с конечными скоростями. Эти волны особенно хорошо
видны в расчетах с повышенным коэффициентом теплопроводности, увеличенным на четыре
порядка по сравнению с табличным.

В качестве иллюстрации многомерного расчета течения вязкого газа рассмотрена задача
о падении плоской воздушной УВ с числом Маха M = 1,2 на прямоугольную ступеньку. Верхняя,
левая и правая границы расчетной области считались свободными, нижняя представляет собой
гладкую непроницаемую стенку. Параметры газа в невозмущенном газе те же, что и в первой
задаче, а за фронтом движущейся УВ следующие: ps = 0,151 MPa, us = 104,8 м/с, vs = 0, ρs =

= 1,6 кг/м3. Коэффициент вязкости — μ = 1,81 × 10−5 кг/(м c), время релаксации — τσ = 10−3 с.
Вычисления с использованием МУМХ проводились на прямоугольной сетке из 500 × 30 узлов.
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Рис. 1. Зависимости p(x)/p0, u(x), ρ(x), T (x) к моменту времени t = 0,18 мс для задачи Римана в вязком
газе, полученные с использованием МУМХ.Штриховыми кривыми отмечены зависимости с увеличенным
на пять порядков коэффициентом вязкости. Штрихпунктирной линией изображена зависимость p(x)/p0,
рассчитанная с помощью ГМГ

Рис. 2. Зависимости p(x)/p0, u(x), ρ(x), T (x) при распаде произвольного разрыва в теплопроводном газе
к моменту времени t = 1,5 мс. Штриховыми кривыми отмечены зависимости с увеличенным на четыре
порядка коэффициентом теплопроводности
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Рис. 3. Распределение параметров p/p0 (а), ρ, кг/м
3 (б), и T , К (в) при взаимодействии УВ со ступенькой

к моменту времени t = 0,2 мс

На рис. 3 представлены распределения относительного давления, плотности и температу-
ры, полученные к моменту времени t = 0,2 мс.

Отметим, что, ввиду отсутствия информации по экспериментальным значениям скоростей
перемещения вязких и тепловых волн, в приведенных выше расчетах использовались модель-
ные времена релаксации τσ = τw = 10−3 c, которым соответствуют скорости указанных волн,
равные 14 и 15 см/с.

7. Заключение

С использованием подхода Максвелла –Каттанео получены недивергентного вида гипербо-
лические уравнения движения газа с релаксационными законами вязкости и теплопроводности,
инвариантные по отношению к преобразованиям Галилея и поворота. В отличие от оригиналь-
ных уравнений Навье –Стокса [Андерсон и др., 1990] в представленной модели газа отсутствуют
волны, распространяющиеся с бесконечно большими скоростями.

При расчете течений вязкого газа использован гибридный метод Годунова, предназначен-
ный для интегрирования систем уравнений, в которых имеются как дивергентные, так и не
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приводящиеся к такому виду уравнения. Для первых применялась конечно-объемная аппрок-
симация, а для вторых — конечно-разностная. При расчете потоковых переменных на гранях
смежных расчетных ячеек использован линеаризованный римановский решатель. С помощью
описанного гибридного метода Годунова рассчитано течение при одномерном распаде произ-
вольного разрыва в вязком газе.

При вычислении течений вязкого газа также использовался многомерный узловой метод
характеристик, с помощью которого рассчитано взаимодействие падающего ударного скачка
с прямоугольной ступенькой, непроницаемой для газа.
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