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Современные методы комплексного планирования выполнения пакетов заданий в многостадийных системах
характеризуются наличием ограничений на размерность решаемой задачи, невозможностью гарантированного полу-
чения эффективных решений при различных значениях ее входных параметров, а также невозможностью учета усло-
вия формирования комплектов из результатов и ограничения на длительности интервалов времени функционирования
системы. Для решения задачи планирования выполнения пакетов заданий при формировании комплектов результатов
и ограничении на длительности интервалов времени функционирования системы реализована декомпозиция обоб-
щенной функции системы на совокупность иерархически взаимосвязанных подфункций. Применение декомпозиции
позволило использовать иерархический подход для планирования выполнения пакетов заданий в многостадийных
системах, предусматривающий определение решений по составам пакетов заданий на первом уровне иерархии, реше-
ний по составам групп пакетов заданий, выполняемых в течение временных интервалов ограниченной длительности,
на втором уровне и расписаний выполнения пакетов на третьем уровне иерархии. С целью оценки оптимальности
решений по составам пакетов результаты их выполнения, полученные в течение заданных временных интервалов,
распределяются по комплектам. Для определения комплексных решений применен аппарат теории иерархических
игр. Построена модель иерархической игры для принятия решений по составам пакетов, групп пакетов и расписа-
ниям выполнения пакетов, представляющая собой систему иерархически взаимосвязанных критериев оптимизации
решений. В модели учтены условие формирования комплектов из результатов выполнения пакетов заданий и огра-
ничение на длительность интервалов времени ее функционирования. Задача определения составов пакетов заданий
и групп пакетов заданий является NP-трудной, поэтому для ее решения требуется применение приближенных методов
оптимизации. С целью оптимизации групп пакетов заданий реализовано построение метода формирования начальных
решений по их составам, которые в дальнейшем оптимизируются. Также сформулирован алгоритм распределения по
комплектам результатов выполнения пакетов заданий, полученных в течение временных интервалов ограниченной
длительности. Предложен метод локальной оптимизации решений по составам групп пакетов, в соответствии с кото-
рым из групп исключаются пакеты, результаты выполнения которых не входят в комплекты, и добавляются пакеты,
не включенные ни в одну из групп. Выполнена программная реализация рассмотренного метода комплексной опти-
мизации составов пакетов заданий, групп пакетов заданий и расписаний выполнения пакетов заданий из групп (в том
числе реализация метода оптимизации составов групп пакетов заданий). С ее использованием проведены иссле-
дования особенностей рассматриваемой задачи планирования. Сформулированы выводы, касающиеся зависимости
эффективности планирования выполнения пакетов заданий в многостадийных системах при введенных условиях от
входных параметров задачи. Использование метода локальной оптимизации составов групп пакетов заданий позволя-
ет в среднем на 60% увеличить количество формируемых комплектов из результатов выполнения заданий в пакетах
из групп по сравнению с фиксированными группами (не предполагающими оптимизацию).
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Modern methods of complex planning the execution of task packages in multistage systems are characterized by the
presence of restrictions on the dimension of the problem being solved, the impossibility of guaranteed obtaining effective
solutions for various values of its input parameters, as well as the impossibility of registration the conditions for the formation
of sets from the result and the restriction on the interval duration of time of the system operating. The decomposition of
the generalized function of the system into a set of hierarchically interconnected subfunctions is implemented to solve the
problem of scheduling the execution of task packages with generating sets of results and the restriction on the interval
duration of time for the functioning of the system. The use of decomposition made it possible to employ the hierarchical
approach for planning the execution of task packages in multistage systems, which provides the determination of decisions
by the composition of task groups at the first level of the hierarchy decisions by the composition of task packages groups
executed during time intervals of limited duration at the second level and schedules for executing packages at the third level
the hierarchy. In order to evaluate decisions on the composition of packages, the results of their execution, obtained during
the specified time intervals, are distributed among the packages. The apparatus of the theory of hierarchical games is used
to determine complex solutions. A model of a hierarchical game for making decisions by the compositions of packages,
groups of packages and schedules of executing packages is built, which is a system of hierarchically interconnected criteria
for optimizing decisions. The model registers the condition for the formation of sets from the results of the execution of
task packages and restriction on duration of time intervals of its operating. The problem of determining the compositions of
task packages and groups of task packages is NP-hard; therefore, its solution requires the use of approximate optimization
methods. In order to optimize groups of task packages, the construction of a method for formulating initial solutions by
their compositions has been implemented, which are further optimized. Moreover, a algorithm for distributing the results of
executing task packages obtained during time intervals of limited duration by sets is formulated. The method of local solutions
optimization by composition of packages groups, in accordance with which packages are excluded from groups, the results of
which are not included in sets, and packages, that aren’t included in any group, is proposed. The software implementation of
the considered method of complex optimization of the compositions of task packages, groups of task packages, and schedules
for executing task packages from groups (including the implementation of the method for optimizing the compositions of
groups of task packages) has been performed. With its use, studies of the features of the considered planning task are carried
out. Conclusion are formulated concerning the dependence of the efficiency of scheduling the execution of task packages in
multistage system under the introduced conditions from the input parameters of the problem. The use of the method of local
optimization of the compositions of groups of task packages allows to increase the number of formed sets from the results of
task execution in packages from groups by 60% in comparison with fixed groups (which do not imply optimization).

Keywords: task packages, multi-stage system, sets of results, schedule, limiting the duration of time
intervals for the system operation
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Введение

В производственных и вычислительных системах конвейерного типа (в многостадийных
системах (МС)) возникают задачи планирования выполнения пакетов заданий (ПЗ). Для их ре-
шения используется иерархический подход [Кротов, 2018]. Под заданием подразумевается неко-
торая работа, выполняемая на приборах МС с материалами либо данными, после реализации ко-
торой будут сформированы результаты. Под многостадийной системой подразумевается система
со строго заданной последовательностью приборов, выполняющих задания. Дисциплина обслу-
живания заданий в МС предполагает последовательное прохождение ими всех приборов в про-
цессе выполнения. Задание считается выполненным, если его результаты сняты с последнего
прибора многостадийной системы. При планировании заданными являются наборы однотипных
заданий (однотипными являются зaдaния, длительности выполнения которых нa приборах МС
одинaковы, длительности перенaладок приборов нa выполнение этих заданий также одинaковы).
При значительных неоднородностях длительностей выполнения заданий и неоднородностях дли-
тельностей переналадок приборов на выполнение заданий действия с ними в МС реализуются
в составе пакетов. Пакетом является набор однотипных заданий, выполняемых на приборах МС
без их переналадки на выполнение заданий других типов. Количество заданий в пакетах опреде-
ляется с учетом временных характеристик процесса их выполнения в МС. Если составы пакетов
не оптимизируются и в пакеты входят все задания из их наборов, то такие пакеты называются
фиксированными. Оптимизация составов ПЗ, реализуемая с учетом временных параметров про-
цесса их выполнения, позволяет повысить эффективность планирования реализации действий
с ними в МС.

Решение задачи планирования выполнения ПЗ в МС предполагает определение составов
пакетов и расписаний их выполнения на приборах МС [Кротов, 2018]. Определение этих ре-
шений реализуется на иерархически взаимосвязанных уровнях системы планирования [Кротов,
2018]. Развитием этой задачи является задача планирования выполнения ПЗ в МС при форми-
ровании комплектов результатов (КР) [Кротов, 2018]. Под комплектом подразумевается набор
результатов выполнения в МС заданий разных типов. При этом количество результатов выпол-
нения заданий каждого типа, входящих в комплекты разных типов, является заданным. Также
развитием иерархического подхода [Кротов, 2018] является задача планирования выполнения ПЗ
в МС при ограничении на длительности интервалов времени ее функционирования, решение ко-
торой рассмотрено в [Кротов, 2020]. Комплексное планирование выполнения ПЗ в МС при огра-
ничении на длительности интервалов времени функционирования системы предполагает опре-
деление решений по ([Кротов, 2020]): составам пакетов, составам групп пакетов, выполняемых
в течение временных интервалов заданной длительности, порядкам реализации действий с па-
кетами, входящими в группы, на приборах МС. Таким образом, группой является совокупность
ПЗ, выполняемых в течение одного из интервалов времени функционирования МС ограниченной
длительности.

Развитием иерархического подхода к планированию выполнения ПЗ в МС [Кротов, 2018;
Кротов, 2018; Кротов, 2020] является решение задачи построения комплексных расписаний реа-
лизации действий с пакетами на приборах при ограничении на длительности интервалов време-
ни функционирования системы и условии формирования КР. Для планирования выполнения ПЗ
в МС с учетом введенных условий требуется сформировать следующие решения [Кротов, 2018;
Кротов, 2018; Кротов, 2020]: по составам ПЗ; по составам групп ПЗ, каждая из которых содержит
пакеты, выполняемые в течение одного из временных интервалов ограниченной длительности;
по порядкам выполнения ПЗ, входящих в каждую группу, на приборах МС. Также с целью анали-
за оптимальности решений по составам пакетов (на первом уровне иерархии) и составам групп
пакетов (на втором уровне) необходимо реализовать распределение результатов их выполнения
в течение временных интервалов ограниченной длительности по комплектам заданных составов.
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Таким образом, являются разработанными методы определения локально оптимальных
решений по составам ПЗ [Кротов, 2018], формирования КР выполнения ПЗ в МС [Кротов, 2018],
определения локально оптимальных решений по составам групп ПЗ [Кротов, 2020]. Однако не
все они могут быть применены при решении рассматриваемой задачи.

Целью работы является совершенствование методов комплексного планирования выпол-
нения ПЗ в МС, достижение которой обеспечивается решением следующих задач: обоснования
применения иерархического подхода при реализации комплексного планирования выполнения
ПЗ в МС при учете введенных условий; построения математической модели иерархической иг-
ры оптимизации решений по составам ПЗ, групп ПЗ, расписаниям выполнения ПЗ из групп
на приборах МС; построения алгоритма формирования начального решения по составам групп
ПЗ с учетом формирования КР; построения алгоритма распределения результатов выполнения
ПЗ, входящих в группы, по комплектам; построения метода оптимизации решений по составам
групп ПЗ.

1. Анализ существующих методов построения комплексных
расписаний выполнения пакетов заданий в многостадийных системах

В работах отечественных авторов [Танаев, Сотсков, Струсевич, 1989; Ковалев, 2004; Лаза-
рев, 2007; Лазарев, Гафаров, 2011; Лазарев, Мусатова, Кварцхелия, Гафаров, 2012; Кобак, 2008;
Кобак, Титов, Калюка, Слесарев, 2011; Шаповалов, 2010; Нейдорф, Жикулин, 2012; Муратов,
2016; Долгова, Пересветов, 2012] (в том числе основополагающих, являющихся базой теории
расписаний) рассматриваются методы построения расписаний выполнения единичных заданий,
не объединяемых в пакеты. При этом рассматриваются различные виды обрабатывающих си-
стем (одноприборные системы, системы с одинаковыми и различными маршрутами выполнения
заданий (FlowShop и JobShop), с нефиксированными маршрутами (OpenShop)), учитываются
различные виды упрощающих предположений (ограниченное количество приборов, одинаковые
последовательности выполнения заданий на приборах, упорядочивание значений длительностей
выполнения заданий на разных приборах и т. д.). Ограниченное количество работ (в частности,
[Ковалев, 2004]) посвящено рассмотрению использования эвристических правил при определе-
нии составов пакетов и методам построения расписаний выполнения фиксированных пакетов.
Методы оптимизации составов ПЗ в работах упомянутых авторов не рассматриваются.

Методы комплексного планирования выполнения ПЗ в МС, предложенные зарубежными
авторами, предусматривают определение составов партий материалов (ПМ) в потоковых систе-
мах (системах FlowShop), реализующих непрерывные процессы в химическо-фармацевтической
промышленности, определение порядка выполнения фиксированных ПЗ, определение составов
пакетов, выполняемых на одном приборе с учетом директивных сроков, определения составов
пакетов, выполняемых на параллельно действующих приборах.

Под выполнением ПЗ в химическо-фармацевтических производствах подразумевается об-
работка ПМ для получения продукции. Обрабатывающая система состоит из различных прибо-
ров, с использованием которых формируются маршруты движения материалов, заданы объемы
ПМ, а также порядок выпуска продукции. Количество продукции, которое должно быть полу-
чено, определяется спросом. Маршруты движения ПМ определяются при оптимизации. За счет
оптимизации маршрутов реализуется совмещение выпуска продукции различных видов. Плани-
рование обработки ПМ предполагает определение решений, состоящих из бинарных и целочис-
ленных переменных (ПМ i-го типа обрабатывается во временном интервале t, обработка ПМ i-го
типа начинается в момент времени n и заканчивается в момент времени n′, размер ПМ i-го типа,
выполнение которой начинается во временном интервале t на j-м элементе ресурса r, размер ПМ
i-го типа, обработка которой активизируется в момент времени n, и т. д.) [Mendez, 2006; Adonyi,
Romero, Puigjaner, Friedler, 2003; Agha, 2009]. Определение решений предполагает применение
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аппарата смешанного целочисленного программирования (СЦЧП). Однако с его использованием
выполняется решение задач только ограниченной размерности.

Аналогичный подход к решению задачи планирования изложен в работах [Zeballos,
Henning, 2006; Dı́az-Ramı́rez, Huertas, 2018]. Решение формируется в виде бинарных перемен-
ных, соответствующих назначению для выполнения ПМ i-х типов на j-е ресурсы, переменных,
соответствующих размерам ПМ. Особенностью рассматриваемых задач является учет неудо-
влетворенного спроса на продукцию и введение критерия, включающего штрафы. Развитием
рассмотренных работ является работа [Ning, You, 2017], в которой предложен метод планирова-
ние обработки ПМ в непрерывном производстве, учитывающий неопределенности во входных
данных (в длительностях обработки партий). Задача переформулируется как детерминированная
и для ее решения применяется многошаговая адаптивная робастная оптимизация.

Одним из вариантов решения задач планирования обработки ПМ в непрерывных произ-
водствах является применение метаэвристических алгоритмов (генетических алгоритмов (ГА)),
рассмотренное в [Chaudhry, Elbadawi Usman, Chugtai, 2018]. Размеры ПМ определяются спросом
на продукцию (без учета временных параметров обработки ПМ в МС), а построение расписа-
ния формируемых партий реализуется с использованием ГА. Определены особенности задачи
планирования: между приборами отсутствуют промежуточные буферы для хранения материалов
(обработка реализуется непрерывно); при построении расписаний требуется минимизировать
общее время выполнения всех операций с партиями. Предложен ГА, формирующий расписания
обработки ПМ заданного состава, исследованы его особенности, определены значения парамет-
ров ГА, которые позволяют получить лучшие результаты.

Метод планирования выполнения ПЗ на параллельно функционирующих устройствах, ис-
пользующий частично целочисленное линейное программирование (ЧЦЛП), рассматривается
в [Ogun, Cigdem, 2018]. Решаемая задача предполагает, что в систему для выполнения посту-
пают заказы, состоящие из некоторых продуктов (заданий), а продукт (задание) состоит из ком-
понентов. Определение составов пакетов осуществляется не на уровне компонентов, а на уровне
заданий (пакеты образуются не из компонентов продуктов, входящих в заказ, а непосредственно
из продуктов (заданий)). Реализация планирования в данной задаче предусматривает определе-
ние решений по составам пакетов и расписаниям их выполнения. Решение задачи планирования
предполагает определение составов пакетов и порядка их выполнения на приборах. Таким обра-
зом, путем решения задачи ЧЦЛП формируется комплексное расписание выполнения заданий.
Так как для решения задачи применено ЧЦЛП, то ее размерность является ограниченной.

В работе [Li, Wang, 2018] рассматривается метод планирования выполнения ПЗ на парал-
лельно функционирующих приборах на основе локального поиска совместно с методом мура-
вьиной колонии (МК) с использованием эвристического правила, предполагающего, что задания
добавляются в первую очередь в пакет, выполняемый на параллельной машине с наибольшей
емкостью. Также при включении задания в пакет вычисляется значение параметра, в котором
учтены длительности выполнения самого задания и соответствующего пакета. Использование
метаэвристических алгоритмов для планирования выполнения ПЗ на параллельных приборах
рассматривается в работах [Tan, Huangi, Sun, Yue, 2012; Cheng, Chen, Wang, 2009]. Для опре-
деления составов ПЗ в [Tan, Huangi, Sun, Yue, 2012] применены ГА. Локально оптимальное
решение обеспечивает минимизацию простоев приборов при выполнении пакетов. В [Cheng,
Chen, Wang, 2009] при распределении заданий по пакетам используется алгоритм МК, позво-
ляющий группировать задания, имеющие приближенно одинаковые длительности выполнения.
В силу стохастического характера алгоритмов они не гарантируют получение решений, прибли-
жающихся к оптимальным, при разных значениях входных параметров задачи.

В [Koehler, Khuller, 2013] решается задача планирования выполнения пакетов на парал-
лельных приборах при указании директивных сроков для заданий. В состав пакетов включаются
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задания с близкими значениями директивных сроков окончания выполнения. Упорядочивание ПЗ
на параллельных приборах также осуществляется с учетом директивных сроков окончания их
выполнения. В работе [Monch, Balasubramanian, Fowler, Pfund, 2005] рассматривается решение
задачи определения составов ПЗ и очередности их выполнения на параллельно действующих
приборах с использованием эвристических правил. При формировании пакетов для каждого за-
дания реализуется вычисление значения параметра, учитывающего вес задания, длительность
его выполнения, среднюю длительность выполнения заданий, не распределенных по приборам,
моменты времени их поступления. В соответствии со значениями этого параметра задания упо-
рядочиваются, после чего количество заданий, соответствующее размеру пакета, закрепляется
за незанятым прибором. Рассмотрены различные способы вычисления параметра, используе-
мого при упорядочивании заданий для их распределения по пакетам. Пакеты, закрепленные за
приборами, упорядочиваются для выполнения с использованием ГА.

Применению эвристических правил при определении составов ПЗ, выполняемых на парал-
лельных приборах, посвящена работа [Dang, Frankovic, Budinskа, 2006]. В соответствии с этим
правилом в пакет включаются задания с близкими значениями длительностей их выполнения.
Формирование ПЗ приводит к уменьшению общего времени выполнения всех заданий. Моди-
фикация предложенного эвристического правила предполагает разделение исходного множества
заданий на наборы и применение рассмотренных действий к каждому из них.

Использование различных эвристических правил при формировании чередующихся
окрестностей текущего локально оптимального решения по составам ПЗ рассмотрено в рабо-
те [Kohn, Rose, Laroque, 2013]. В формируемых окрестностях реализуется определение нового
локально оптимального решения по составам ПЗ и расписаниям их выполнения. Формулиров-
ки правил, позволяющих формировать решения по составам ПЗ и расписаниям их выполнения,
предполагают: объединение ПЗ с фиксацией позиции нового пакета в последовательности их
выполнения; разделение ПЗ на два пакета и размещение одного из пакетов в новой позиции
в последовательности; изменение позиций ПЗ в последовательности их выполнения и т. д. Опре-
деление решений с использованием рассмотренного подхода позволяет выполнить приближение
к оптимальному решению по составам ПЗ и расписаниям их выполнения. Однако этот способ
реализует не направленный поиск локально оптимальных решений, а стохастический поиск, что
не гарантирует получение результата при разных значениях входных параметров.

Работы [Li, Cheng, Ng, Yuan, 2015; Jin, Liu, Luo, 2020] также посвящены рассмотрению
эвристических правил формирования ПЗ. В [Li, Cheng, Ng, Yuan, 2015] рассматривается пра-
вило пакетной совместимости (BCLPT), которое предполагает объединение в пакеты заданий,
временные характеристики которых связаны определенным образом с этими характеристиками
первого задания в пакете. Последовательность выполнения ПЗ определяется либо с использова-
нием динамического программирования, либо с использованием предложенного алгоритма.

В работе [Jin, Liu, Luo, 2020] в качестве критерия используется сумма момента времени
окончания выполнения всех ПЗ и штрафа за отказ в обслуживании заданий. Эвристические пра-
вила, рассмотренные в [Jin, Liu, Luo, 2020], используемые при формировании пакетов заданий,
предусматривают формирование множеств отклоняемых заданий (в соответствии с введенными
условиями) и формирование пакетов из неотклоненных заданий.

В [Surjandari, Rachman, Purdianta, Dhini, 2015] рассматривается метод планирования вы-
пуска нескольких изделий в многомашинных системах с учетом заданных директивных сроков.
В соответствии с указанным подходом планирование реализуется с использованием эвристиче-
ского правила, предполагающего, что в пакеты объединяются изделия, у которых директивные
сроки окончания их выпуска не превышают момент времени окончания выполнения соответ-
ствующего пакета. В работе [Joglekar, 2017] развивается подход к планированию выполнения
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ПЗ на основе имитационного моделирования — рассматривается имитационная модель техноло-
гического процесса, в которой учтены его особенности и альтернативные маршруты движения
ПМ. Размеры ПМ являются задаваемыми в качестве входных параметров модели. Определение
маршрутов движения ПМ и расписаний их обработки реализуется с использованием эвристи-
ческих правил. Каждое решение (размеры ПМ, маршруты их движения, расписание обработки)
характеризуется своим значением критерия. Использование модели позволяет выполнить выбор
составов ПМ и эвристических правил, обеспечивающих эффективное планирование.

Анализ существующих способов комплексного планирования показал, что отсутствуют
методы, позволяющие определять составы ПЗ без ограничения на размерность решаемой задачи
для обрабатывающих систем любого вида, без введения дополнительных условий, связанных
с определением директивных сроков для выполняемых заданий. Использование метаэвристи-
ческих алгоритмов не гарантирует получения решений, приближающихся к оптимальным, при
любых значениях входных параметров. Ни один из рассмотренных методов не решает задачу
определения составов ПЗ в МС при учете ограничения на интервалы времени ее функциониро-
вания и не реализует решение задачи планирования при условии формирования КР.

Цель работы состоит в совершенствовании методов построения комплексных расписаний
выполнения ПЗ в МС. Для достижения цели реализуется решение задач: разработки математи-
ческой модели процесса выполнения ПЗ в МС при формировании комплектов и ограничении
на длительности интервалов времени функционирования системы, разработки модели иерар-
хической игры для оптимизации решений по составам пакетов, групп пакетов и расписаний
их выполнения (при формировании комплектов), разработки методов оптимизации решений по
составам групп ПЗ при условии формирования КР. Рассматриваемая задача, являясь оптимиза-
ционной, предполагает, что значения всех ее параметров, с использованием которых реализуется
комплексное планирование, являются детерминированными. При ее решении теория массового
обслуживания не может быть применена.

2. Математическая модель иерархической игры планирования
выполнения ПЗ в МС при ограничении и условии формирования КР

Для решения задачи планирования выполнения ПЗ в МС при ограничении на интервалы
времени ее функционирования и условии формирования КР реализована декомпозиция обоб-
щенной функции системы построения комплексных расписаний на совокупность подфункций.
Каждая из них реализуется соответствующей подсистемой принятия решений. Указанные под-
системы являются иерархически упорядоченными и взаимодействуют друг с другом в процессе
комплексного планирования выполнения ПЗ в МС. Функционирование этих подсистем предпо-
лагает определение следующих решений: решений по составам ПЗ, выполняемых в МС (пер-
вый уровень); решений по составам групп ПЗ, выполняемых в течение временных интервалов
ограниченной длительности (второй уровень); решений по порядкам выполнения ПЗ на при-
борах МС — расписаниям выполнения пакетов, включенных в группы (третий уровень). При
этом в иерархической системе предусмотрен определенный порядок формирования решений:
в первую очередь формируется решение по составам ПЗ, затем на его основе формируется ре-
шение по составам групп ПЗ (сформированные на первом уровне ПЗ распределяются по груп-
пам), а на основе решения по составам групп ПЗ формируются расписания выполнения пакетов,
включенных в группы. При этом предусмотрен обмен решениями между уровнями: решение
с вышестоящего уровня передается на нижестоящий для того, чтобы оно было использовано для
формирования решения на этом (нижестоящем) уровне; решение с нижестоящего уровня пере-
дается на вышестоящий для того, чтобы с его использованием выполнялась оценка приближения
решения на вышестоящем уровне к оптимальному.
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С целью моделирования иерархических управляющих структур с определенными приори-
тетами (порядком) принятия решений на их уровнях применен аппарат теории иерархических
игр [Горелик, Горелов, Кононенко, 1991; Basar, Olsder, 1999; Новиков, 2005]. Использование
теоретико-игрового подхода предусматривает закрепление игроков за каждым уровнем принятия
решений. В этом случае игрок первого уровня (ведущий игрок) реализует формирование реше-
ний по составам ПЗ, игрок второго уровня — по составам групп ПЗ, игрок третьего уровня —
по расписаниям выполнения ПЗ, входящих в группы, в МС. Порядок взаимодействия игроков на
уровнях иерархической игры следующий:

1) первый ход делает ведущий игрок, определяя составы ПЗ, и передает решение на ниже-
стоящий (второй) уровень;

2) второй ход делает игрок второго уровня, формируя для полученных с первого уровня со-
ставов ПЗ решение по составам групп ПЗ, и передает это решение на третий уровень;

3) третий ход делает игрок третьего уровня, формируя расписания выполнения ПЗ, входящих
в группы, и передает решение на второй уровень для оценки на его основе приближения
к оптимальному рассматриваемого решения по составам групп;

4) для решения по составам ПЗ, сформированного первым (ведущим) игроком, второй игрок
определяет локально оптимальное решение по распределению пакетов по группам, после
чего это решение передается первому игроку для оценки приближения к оптимальному его
решения по составам пакетов;

5) игрок первого уровня формирует новое решение по составам ПЗ, передает его игроку вто-
рого уровня; оптимизация решений по составам ПЗ на первом уровне реализуется с учетом
решений по распределению пакетов по группам, получаемых со второго уровня.

Таким образом, игра предусматривает передачу игроками с вышестоящих уровней иг-
рокам нижестоящих уровней сформированных ими решений. Также на вышестоящий уровень
с нижестоящего передается решение, являющееся лучшим среди всех решений, входящих в их
множество, определяемое решением с вышестоящего уровня. Игроки реализуют указанный по-
рядок ходов до тех пор, пока не будет получено комплексное решение по составам ПЗ, составам
групп ПЗ и расписаниям их выполнения в МС, состоящее из локально оптимальных решений,
сформированных на каждом из уровней. В результате теория иерархических игр предоставляет
механизм совместной (комплексной) оптимизации решений по составам ПЗ, составам групп ПЗ
и расписаниям их выполнения в МС.

Решения, формируемые игроками нижестоящих уровней, благоприятствуют достижению
игроками вышестоящих уровней их целей — оптимизации решений по составам ПЗ и составам
групп ПЗ, выполняемых в течение временных интервалов ограниченной длительности. Игрок
нижестоящего уровня (ведомый игрок) является благожелательным по отношению к игроку вы-
шестоящего уровня (ведущему игроку). При этом решения, формируемые игроком вышестояще-
го уровня, являются независимыми от решений игрока нижестоящего уровня.

Для построения математической модели процесса выполнения ПЗ в МС при наличии огра-
ничения на длительности интервалов времени ее функционирования использованы следующие
обозначения [Кротов, 2018]: mi — количество ПЗ i-го типа (i = 1, n), формируемых на первом
уровне принятия решений, элементы mi образуют вектор M; A — матрица, элемент aih кото-
рой — это количество заданий i-го типа в h-м ПЗ (h � mi). Решение по составам ПЗ имеет
вид [M, A]. Решение задачи оптимизации составов групп ПЗ, обозначенных как Nz (z = 1, Z),
предполагает задание интервалов времени tz (z = 1, Z) функционирования системы при выпол-
нении пакетов. Решение по составам групп ПЗ, формируемое на втором уровне, представляется
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множеством {Nz | z = 1, Z} кортежей вида [Кротов, 2020] Nz = {[i, mz
i , (A)z

i ]k | k = 1, kz}z, где mz
i —

количество ПЗ i-го типа, включенных в группу Nz, (A)z
i — вектор, каждый j-й элемент которого

соответствует составу одного из mz
i ПЗ i-го типа (вектор (A)z

i — вектор составов ПЗ i-го типа,

включенных в группу Nz). Для ПЗ, не включенных в группы Nz (z = 1, Z), введено множе-
ство Q — множество наборов параметров вида Q = {[i, mq

i , (A)q
i ]k | k = 1, kq}, где mq

i — количе-
ство ПЗ i-го типа, не включенных в группы Nz, вектор (A)q

i — составы этих пакетов. Решение по

составам групп ПЗ представляется множествами {Nz | (z = 1, Z)} (где Nz = {[i, mz
i , (A)z

i ]k | k =

= 1, kz}z) и Q = {[i, mq
i , (A)q

i ]k | k = 1, kq}, т. е. решение имеет вид [{Nz | (z = 1, Z)}, Q]. Для того
чтобы охарактеризовать ограниченные длительности временных интервалов функционирования
МС в рассмотрение введено обозначение tz (z = 1, Z).

Расписание выполнения ПЗ групп Nz формируется в предположении, что порядок реализа-
ции действий с ними является одинаковым на всех L приборах МС. С целью определения распи-
сания выполнения ПЗ в рассмотрение введены [Кротов, 2020]: матрицы порядка Pz выполнения
ПЗ групп Nz (z = 1, Z) на приборах МС (размерность kz × nz

p, где kz — количество типов заданий
в группе Nz, nz

p — количество ПЗ в последовательностях их выполнения для группы Nz), мат-

рицы Rz количества заданий i-х типов в ПЗ, включенных в группы Nz (z = 1, Z) и занимающих
в последовательностях их выполнения на приборах МС j-е позиции, матрицы (T 0l)z моментов
времени начала выполнения q-х заданий в пакетах, включенных в группы Nz (z = 1, Z), занимаю-
щих j-е позиции в последовательностях реализации действий с ними на приборах МС (z = 1, Z,
l = 1, L). Значения (t0l

jq)z (q = 1, nj, где nj — количество заданий в пакете) моментов времени нача-
ла реализации действий с q-ми заданиями в пакетах, включенных в группы Nz и занимающих j-е
позиции в последовательностях их выполнения на приборах МС, определяются в соответствии
моделью [Кротов, 2018]. Также в рассмотрение введены параметры, характеризующие процесс
выполнения ПЗ в МС: (tli)z — длительность выполнения задания i-го типа на l-м приборе МС,
пакет которых включен в группу Nz (i = 1, n, l = 1, L, на основе значений (tli)z сформированы
матрицы T z (z = 1, Z) длительностей выполнения заданий на приборах МС, пакеты которых
включены в группы Nz (z = 1, Z)); (tl

i j)
z — длительность переналадки l-го прибора с выполнения

заданий i-го типа на выполнение заданий j-го типа, пакеты которых включены в группу Nz (на
основе значений (tl

i j)
z сформированы матрицы (T l)z (l = 1, L, z = 1, Z) длительностей перенала-

док приборов). Расписание выполнения ПЗ имеет вид {[Pz, Rz, {(T 0l)z | (l = 1, L)}] | z = 1, Z}.
В соответствии с введенными обозначениями [Кротов, 2020] значение (t0L

nz
p ,nnz

p

)z соответству-

ет моменту времени начала выполнения последнего nnz
p
-го задания в nz

p-м пакете (включенном

в группу Nz) на последнем L-м приборе МС. Тогда с использованием выражения [Кротов, 2018;

Кротов, 2020] (t0L
nz

p ,nnz
p

)z +
kz∑

i=1
(tLi)

z · pz
i,nz

p
(где

kz∑

i=1
(tLi)

z · pz
i,nz

p
— длительность выполнения последнего

задания в nz
p-м пакете на последнем L-м приборе МС) реализуется вычисление значения момента

времени окончания выполнения всех ПЗ группы Nz.
С целью формализации модели выполнения ПЗ в МС при формировании КР в рассмотре-

ние введены следующие обозначения: g — идентификатор типа комплекта, который формируется
из результатов выполнения ПЗ в МС; gком — общее количество типов комплектов; wig — коли-
чество результатов выполнения заданий i-го типа, которые должны входить в один комплект
g-го типа; nкомg — общее количество комплектов g-го типа (g = 1, gком), которые требуется сфор-
мировать из результатов выполнения ПЗ. Результаты выполнения заданий всех n типов входят
в определенном количестве в составы комплектов каждого типа. Также в рассмотрение введены
множества и параметры, позволяющие реализовывать распределение результатов выполнения
ПЗ в МС по комплектам: Kком

y , Kком
y
′ — множества идентификаторов типов комплектов, упорядо-

ченные в соответствии с рассматриваемым в [Кротов, 2018] способом (по сложности составов
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комплектов); p — позиция идентификатора g типа комплекта, на которой он размещается в мно-
жестве Kком

y
′; gp — идентификатор типа комплекта, занимающий в множестве Kком

y
′ p-ю пози-

цию. Так как в множествах Kком
y и Kком

y
′ выполняется упорядочивание типов комплектов с учетом

сложности их формирования [Кротов, 2018], мощность этих множеств равна gком (p = 1, gком).

В выполненной постановке задачи введено ограничение на длительности интервалов вре-
мени выполнения ПЗ, входящих в группы (в течение заданных временных интервалов функ-
ционирования МС). Не вошедшие в группы ПЗ не будут выполнены. Комплекты могут быть
сформированы только из результатов выполнения ПЗ, включенных в соответствующие группы.
Количество выполненных в течение интервалов tz (z = 1, Z) заданий зависит от количества
и составов сформированных ПЗ. Составы групп ПЗ и количество сформированных КР являют-
ся зависящими от количества и составов пакетов. Расписания выполнения ПЗ каждой из групп
являются зависящими от составов пакетов в этой группе. Тогда формирование решений по коли-
честву и составам ПЗ различных типов, распределение ПЗ по группам, построение расписаний
выполнения ПЗ из групп с учетом ограничения на длительности интервалов tz должны обеспе-
чить формирование максимального количества КР всех типов.

Для построения модели иерархической игры оптимизации решений по составам ПЗ, групп
ПЗ и расписаниям выполнения ПЗ в МС в рассмотрение введены следующие обозначения: ng —
количество комплектов g-го типа, которые будут сформированы из результатов выполнения ПЗ
всех n типов (i = 1, n) в группах Nz (z = 1, Z); Ng — вектор количества сформированных из ре-
зультатов выполнения ПЗ комплектов. Вектор Ng включен в решение на втором уровне, которое

примет вид [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng].

Обобщенной целью системы планирования выполнения ПЗ в МС является построение
комплексного расписания, при реализации которого количество сформированных КР будет мак-
симальным. Общее количество сформированных комплектов разных типов из результатов вы-

полнения ПЗ в группах Nz (z = 1, Z) определяется следующим образом:
gком∑

g=1
ng. Это выражение

используется в качестве критерия оптимизации решений на первом уровне. Значение крите-
рия, характеризующего решение [M, A], определяется на основе локально оптимального реше-
ния [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]∗ по составам групп ПЗ, сформированного на втором уровне.

Выполнение ПЗ в течение интервалов tz (в составе групп Nz (z = 1, Z)) должно обес-
печивать наиболее полное использование ресурса времени функционирования МС. Требуется
сформировать такие решения по составам групп Nz (z = 1, Z), чтобы они обеспечивали мини-
мальное количество заданий, результаты выполнения которых не будут включены в комплекты.
Тогда на втором уровне системы планирования, наряду с определением решений по составам
групп ПЗ, требуется выполнить распределение результатов по комплектам (формирование век-
тора Ng). Сформированные на первом уровне ПЗ должны быть распределены по группам Nz

(z = 1, Z) так, чтобы количество результатов, не включаемых в комплекты, было минимальным.

Обозначим через [(ah)z
i ]k h-й элемент вектора (A)z

i , являющегося компонентой k-го кор-
тежа [i, mz

i , (A)z
i ]k, соответствующего составам ПЗ i-го типа, включенным в группу Nz. Коли-

чество заданий i-го типа в пакетах, включенных в группу Nz, определяется выражением ви-

да
mz

i∑

h=1
[(ah)z

i ]k, а количество заданий разных i-х типов в пакетах, включенных в группу Nz, будет

вычислено с использованием выражения вида
kz∑

k=1

mz
i∑

h=1
[(ah)z

i ]k. Количество заданий, которые будут

выполнены в пакетах, включенных в группы Nz (z = 1, Z) в соответствии с решением [{Nz | (z =
= 1, Z)}, Q, Ng], определяется выражением вида

Z∑

z=1

kz∑

k=1

mz
i∑

h=1
[(ah)z

i ]k. Количество заданий разных ти-
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пов, результаты выполнения которых будут использованы при формировании комплектов, опре-

деляется выражением вида
gком∑

g=1

n∑

i=1
ng ·wig. Тогда количество заданий, которые включены в пакеты

и будут выполнены в группах Nz (z = 1, Z) в соответствии с решением [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng],
но результаты выполнения которых не будут использованы при формировании комплектов, опре-

деляется выражением вида
Z∑

z=1

kz∑

k=1

mz
i∑

h=1
[(ah)z

i ]k −
gком∑

g=1

n∑

i=1
ng · wig. Это выражение используется в ка-

честве критерия оптимизации решений по составам групп ПЗ на втором уровне иерархии си-
стемы. Оценка решения на втором уровне реализуется с учетом решения {[Pz, Rz, {(T 0l)z | (l =
= 1, L)}] | z = 1, Z}∗.

Построение расписаний выполнения ПЗ, входящих в группы Nz (z = 1, Z), реализуется на
третьем уровне иерархии с учетом общих простоев приборов МС. Для решения задачи оптимиза-
ции порядка выполнения ПЗ на приборах МС применен критерий [Кротов, 2020], определяющий
простои приборов, а также ограничение [Кротов, 2020] на длительность реализации действий с
заданиями в МС. Тогда вид модели иерархической игры планирования выполнения ПЗ в МС, при
учете ограниченных длительностей интервалов времени функционирования системы и условии
формирования КР, следующий:

1) первый уровень:
max f1([M, A], Ng), (1)

где

f1 =
gком∑

g=1

ng;

2) второй уровень:
min f2([M, A], [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]), (2)

где

f2 =
Z∑

z=1

kz∑

k=1

mz
i∑

h=1

[(ah)z
i ]k −

gком∑

g=1

n∑

i=1

ng · wig;

3) третий уровень:
min f z

3 (Nz, [Pz, Rz, {(T 0l)z | (l = 1, L)}]) (3)

(при z = 1, Z), где

f z
3 =

L∑

l=2

[t0l
11]z +

L∑

l=1

nz
p∑

j=2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣[t

0l
j1]z −

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣[t

0l
j−1,nj−1

]z +

kz∑

h=1

[tlh]z · pz
h, j−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

+

L∑

l=2

nz
p∑

j=1

nz
j∑

q=2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣[t

0l
jq]z −

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣[t

0l
j,q−1]z +

kz∑

h=1

[tlh]z · pz
h j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦;

4) ограничение на длительность реализации выполнения ПЗ в МС [Кротов, 2020]:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(t0L

nz
p , nnz

p

)z +

kz∑

i=1

(tLi)
z · pz

i,nz
p

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
� tz при z = 1, Z. (4)
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Критерий (1) оптимизации решений по составам ПЗ на верхнем уровне соответствует об-
щему количеству комплектов, сформированных из выполненных заданий, входящих в пакеты,
включенные в группы Nz (z = 1, Z). Он характеризует выигрыш ведущего игрока при реали-
зации иерархической игры. Критерий (2) оптимизации решений по составам групп пакетов Nz

(z = 1, Z) на втором уровне соответствует общему количеству заданий, которые будут выпол-
нены в МС в составе пакетов, включенных в группы Nz (z = 1, Z), но результаты которых не
будут включены в комплекты. Критерий на третьем уровне соответствует суммарным просто-
ям приборов МС при выполнении ПЗ, включенных в группы Nz (z = 1, Z) на втором уровне.
Ограничение (4) определяет, что момент времени окончания выполнения последнего задания
в последнем nz

p-пакете группы Nz на последнем L-м приборе МС не превышает момента време-
ни окончания интервала времени tz функционирования системы.

Задача оптимизации составов ПЗ, составов групп ПЗ и расписаний их выполнения в МС
сформулирована следующим образом. Заданными являются: количество типов комплектов gком;
количество комплектов каждого типа nкомg (g = 1, gком); матрица W составов комплектов; количе-
ство n типов заданий, выполняемых в МС; матрица T длительностей выполнения заданий на l-х
приборах МС (l = 1, L) (на ее основе формируются матрицы T z (z = 1, Z) при включении пакетов
заданий соответствующих типов в группы Nz); матрицы T l (l = 1, L) длительностей перенала-
док приборов с выполнения заданий i-го типа на выполнение заданий j-го типа (на их основе
формируются матрицы переналадок (T l)z (z = 1, Z) при включении пакетов заданий соответству-
ющих типов в группы Nz); количество интервалов времени Z функционирования МС, в течение
которых выполняются ПЗ, длительности интервалов времени tz (z = 1, Z). Требуется определить:
количество mi ПЗ i-х типов (i = 1, n), которые следует сформировать; составы пакетов (в виде
значений элементов aih (i = 1, n, h = 1, mi) матрицы A составов пакетов); составы групп Nz

(z = 1, Z) ПЗ, выполняемых в течение интервалов времени tz (z = 1, Z); состав множества Q ПЗ,
не включенных в группы; расписания выполнения ПЗ, включенных в группы Nz (z = 1, Z), на
приборах МС.

На основе модели (1)–(4) взаимодействие игроков первого и второго уровней иерар-
хической игры реализуется следующим образом (взаимодействие игроков второго и третье-
го уровней реализуется аналогично): игрок первого уровня формирует решение [M, A]s ∈ N1
(N1 — множество решений на первом уровне, s — индекс решения), которое передается
на второй уровень. В соответствии с решением [M, A]s выбирается решение [{Nz | (z =
= 1, Z)}, Q, Ng]∗s = arg min

[{Nz(z=1, Z)},Q,Ng]s∈N2([M, A])
f2([M, A]s, [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]s) (реше-

ния на втором уровне принадлежат множеству решений N2([M, A]s), соответствующему реше-
нию [M, A]s ∈ N1 с первого уровня). Ответом ведомого игрока (на втором уровне) на дей-
ствия ведущего является сформированное им решение [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]∗s, выбранное
среди всех решений по составам групп, входящих в множество N2([M, A]s) (соответствующих
решению [M, A]s ∈ N1). Определение лучшего состава ПЗ [M, A]∗s ∈ N1 реализуется путем
решения задачи max

[M, A]s∈N1

f1([M, A]s, (Ng)∗s), т. е. [M, A]∗ = arg max
[M, A]s∈N1

f1([M, A]s, (Ng)∗s). Реше-

ния ([M, A]∗, [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]∗) (где [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]∗s ∈ N2([M, A])) соответ-
ствуют ситуации равновесия при взаимодействии игроков первого и второго уровней (решения,
формирующие ситуацию равновесия, являются решениями игры для первых двух уровней). Ана-
логичным образом строятся рассуждения для второго и третьего уровней. Тогда решением иерар-
хической игры являются: решение по составам ПЗ [M, A]∗, решение [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]∗s
по составам групп ПЗ, обеспечивающее условие [M, A]∗ = arg max

[M, A]s∈N1

f1([M, A]s, (Ng)∗s), рас-

писание [Pz, Rz, {(T 0l)z | (l = 1, L)}]∗ выполнения ПЗ из групп в МС, обеспечивающее усло-
вие [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]∗ = arg min f2([M, A]s, [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]s). Эти решения
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обеспечивают ситуацию равновесия в трехуровневой иерархической игре (являются решением
игры) [Горелик, Горелов, Кононенко, 1991; Basar, Olsder, 1999; Новиков, 2005].

3. Методы построения начальных решений по составам групп
и распределения результатов выполнения ПЗ в МС по комплектам

Решение задачи построения комплексных расписаний выполнения ПЗ в МС при ограниче-
нии на длительности интервалов времени ее функционирования предусматривает оптимизацию
составов ПЗ (первый уровень), составов групп ПЗ (второй уровень), расписаний выполнения
ПЗ каждой из групп (третий уровень). Определение составов ПЗ предполагает использование
приближенного метода оптимизации, предложенного в [Кротов, 2018]. Оптимизация расписаний
выполнения ПЗ на приборах МС реализуется с привлечением метода, рассмотренного в [Кротов,
2020]. В соответствии с постановкой задачи необходимо построение метода локальной опти-
мизации групп ПЗ, выполняемых в течение интервалов времени ограниченной длительности tz

(z = 1, Z) при условии формирования КР.
Для построения метода определения локально оптимальных решений по составам групп

ПЗ, выполняемых в течение временных интервалов tz (z = 1, Z), требуется сформулировать:
алгоритм формирования начального решения по составам групп ПЗ; алгоритм распределения
результатов выполнения ПЗ в группах по комплектам для оценки оптимальности их составов;
способ формирования новых решений путем исключения из групп пакетов, в которые входят
задания, результаты которых не используются при формировании комплектов; алгоритм оптими-
зации решений по составам групп ПЗ.

Алгоритм формирования начального решения по составам групп ПЗ, выполняемых в тече-
ние временных интервалов tz (z = 1, Z), предусматривает последовательное добавление в груп-
пы Nz (z = 1, Z) по одному ПЗ каждого типа до тех пор, пока выполняется ограничение (4).
Такой способ построения начального решения по составам групп Nz (z = 1, Z) обеспечивает
оперативное формирование комплектов из результатов выполнения ПЗ.

Добавление ПЗ i-го типа в группу Nz предусматривает модификацию значений пара-
метров mz

i (увеличение значения) и (A)z
i (инициализация элемента (a

mz
i
)z
i вектора (A)z

i в кор-

теже [i, mz
i , (A)z

i ]k ∈ Nz, соответствующего i-му типу заданий). Исключение ПЗ i-го типа из
группы Nz в случае невыполнения ограничения (4) предусматривает уменьшение значения
параметра mz

i (из группы исключается последний добавленный в нее ПЗ i-го типа) в корте-
же [i, mz

i , (A)z
i ] ∈ Nz. Если для i-го типа заданий отсутствует кортеж вида [i, mz

i , (A)z
i ]k, то реа-

лизуются формирование этого кортежа, инициализация значений его параметров и добавление
кортежа в множество Nz, соответствующее составу этой группы.

Добавление ПЗ i-го типа в множество Q (заданий, не включенных группы Nz) предусмат-
ривает модификацию значений параметров mq

i (увеличение значения) и (A)q
i (инициализация

элемента (a
mq

i
)q
i вектора (A)q

i в кортеже [i, mq
i , (A)q

i ] ∈ Q). Если для i-го типа заданий, пакет кото-

рых добавляется в Q, отсутствует кортеж вида [i, mq
i , (A)q

i ]k, то реализуются его формирование,
инициализация значений его параметров и добавление кортежа в Q.

При построении алгоритма формирования начального решения по составам групп Nz (z =
= 1, Z) и множества Q использованы следующие обозначения: 1) i′ — идентификатор типа за-
даний, пакет которых размещается в группах Nz на текущей итерации алгоритма; 2) z′ — ин-
декс группы, в которую добавляется ПЗ i′-го типа; 3) h′i′ — номер ПЗ i′-го типа, размещаемого
в группе Nz′ , число заданий в котором — это значение элемента ai′h′

i′
матрицы A (h′i′ = 1, mi′)

в решении [M, A]; 4) Iz
1, Iz

2 — множества типов заданий, пакеты которых размещаются в груп-

пах Nz (z = 1, Z); 5) NZ, NZT — множество номеров групп Nz; 6) IDi (i = 1, n) — множества
идентификаторов ПЗ каждого i-го типа, соответствующие решению [M, A].
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Начальная инициализация исходных данных алгоритма формирования начального реше-
ния по составам групп ПЗ выполнена следующим образом: 1) kz = 0 (z = 1, Z); kq = 0; 2) Iz

1 =

= {1, 2, . . . , n}; Iz
2 = Iz

1; 3) NZ = {1, 2, . . . , Z}; NZT = NZ; 4) IDi = {1, 2, . . . , mi} (i = 1, n). На вход
алгоритма также подается решение [M, A] по составам ПЗ с первого уровня. Алгоритм формиро-
вания начального решения по составам групп ПЗ (на основе решения [M, A]) имеет следующий
вид.

1. Извлечь идентификатор типа заданий из множества Iz
2: i′ = min{i | i ∈ Iz

2}; Iz
2 = Iz

2 \ {i′}.
2. Извлечь из множества IDi′ идентификатор h′i′ ПЗ, размещаемого в группах: h′i′ = min{hi′ |

hi′ ∈ IDi′ }; IDi′ = IDi′ \ {h′i′ }; если IDi′ = ∅, то Iz
1 = Iz

1 \ {i′}; перейти к пункту 3.
3. Извлечь из множества NZT идентификатор группы, в которой размещается h′i′ -й пакет i′-го
типа: z′ = min{z | z ∈ NZT }, NZT = NZT \ {z′}.

4. Если [i′, mz′
i′ , (A)z′

i′ ] ∈ Nz′ , то модифицировать значения параметров кортежа [i′, mz′
i′ , (A)z′

i′ ]:
mz′

i′ = mz′
i′ +1; (amz′

i′
)z′
i′ = ai′,h′

i′
; если [i′, mz′

i′ , (A)z′
i′ ] � Nz′ , то сформировать кортеж [i′, mz′

i′ , (A)z′
i′ ]

и инициализировать его параметры: mz′
i′ = 1, (a

mz′
i′

)z′
i′ = ai′,h′

i′
, выполнить изменение состава

множества Nz′ : kz′ = kz′ + 1; k = kz′ , Nz′ = Nz′ ∪ {[i′, mz′
i′ , (A)z′

i′ ]k}.

5. Передать решение по составу группы Nz′ на третий уровень (на вход алгоритма постро-
ения расписаний выполнения ПЗ, входящих в группу). Получить с третьего уровня ре-
шение [Pz′ , Rz′ , {(T 0l)z′ | (l = 1, L)}]. Если для расписания [Pz′ , Rz′ , {(T 0l)z′ | (l = 1, L)}]
выполняются ограничение (4) и условие Iz

2 � ∅, то перейти к пункту 1. Если для распи-
сания [Pz′ , Rz′ , {(T 0l)z′ | (l = 1, L)}] выполняются ограничение (4) и условие Iz

2 = ∅, то
перейти к пункту 8.

6. Если для расписания [Pz′ , Rz′ , {(T 0l)z′ | (l = 1, L)}] ограничение (4) не выполняется,
то исключить ПЗ i′-го типа из группы Nz′ : mz′

i′ = mz′
i′ − 1. Если mz′

i′ = 0, то Nz′ =

= Nz′ \ {[i′, mz′
i′ , (A)z′

i′ ]k}, kz′ = kz′ − 1. Если NZT � ∅, то перейти к пункту 3. Если NZT = ∅,
то перейти к пункту 7.

7. Если [i′, mq
i′ , (A)q

i′] ∈ Q, то mq
i′ = mq

i′ + 1, (a
mq

i′
)i′ = ai′,h′

i′
. Если Iz

2 � ∅, то NZT = NZ, перейти

к пункту 1. Если Iz
2 = ∅, то перейти к пункту 8. Если [i′, mq

i′ , (A)q
i′ ] � Q, то сформировать

кортеж [i′, mq
i′ , (A)q

i′], инициализировать значения параметров: kq = kq + 1, k = kq, mq
i′ = 1,

(a
mq

i′
)i′ = ai′,h′

i′
, Q = Q ∪ {[i′, mq

i′ , (A)q
i′]k}. Если Iz

2 � ∅, то NZT = NZ, перейти к пункту 1.

Если Iz
2 = ∅, то перейти к пункту 8.

8. Если Iz
1 � ∅, то Iz

2 = Iz
1, NZT = NZ. Переход к пункту 1. Если Iz

1 = ∅, то перейти к пункту 9.

9. Конец алгоритма.

Решение по составам групп Nz (z = 1, Z) требуется проинтерпретировать с точки зре-
ния формирования комплектов g-х типов (g = 1, gком, требуется сформировать не более nкомg
комплектов каждого g-го типа). Распределение по комплектам результатов выполнения заданий,
входящих в пакеты, включенные в группы, необходимо для оценки оптимальности решений
по составам групп. При вычислении количества комплектов каждого типа, которые могут быть
сформированы, используются: значения количества результатов выполнения заданий каждого
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i-го типа в пакетах, включенных в группы Nz (z = 1, Z), обозначенные как az
i (i = 1, n) и опре-

деляемые следующим образом: az
i =

Z∑

z=1

mz
i∑

h=1
(ah)z

i ; множества Kком
y и Kком

y
′ идентификаторов типов

комплектов; параметр stg, значение которого соответствует количеству полностью сформиро-
ванных компонентов в одном комплекте рассматриваемого g-го типа. Инициализация значений
входных параметров алгоритма реализуется следующим образом: Kком

y
′ = Kком

y , ng = 0 (g =

= 1, gком), az
i =

Z∑

z=1

mz
i∑

h=1
(ah)z

i (i = 1, n). Входными данными для алгоритма является решение по

составам групп Nz (z = 1, Z). Выходными данными алгоритма является вектор Ng количества
комплектов g-х типов, которые будут сформированы из результатов выполнения заданий в паке-
тах, включенных в группы Nz (z = 1, Z).

Алгоритм распределения результатов выполнения заданий в пакетах, включенных в груп-
пы Nz (z = 1, Z), по комплектам g-х типов (g = 1, gком) имеет следующий порядок шагов.

1. Если Kком
y
′ � ∅, то извлечь идентификатор типа комплекта: g′ = min

p
{gp | gp ∈ Kком

y
′},

Kком
y
′ = Kком

y
′ \ {g′}, положить stg′ = 0. Если Kком

y
′ = ∅, то перейти к пункту 6.

2. Если Iz
2 = ∅, то перейти к пункту 5. Если Iz

2 � ∅, то извлечь идентификатор типа результа-
тов: i′ = min{i | i ∈ Iz

2}, Iz
2 = Iz

2 \ {i′}, перейти к пункту 3.
3. Если az

i′ � wi′g′ , то stg′ = stg′ + 1. Если Iz
2 � ∅, то перейти к пункту 2. Если Iz

2 = ∅, то
перейти к пункту 4. Если az

i′ < wi′g′ , то Kком
y = Kком

y \ {g′}, перейти к пункту 5.
4. Модифицировать значение счетчика количества комплектов g′-го типа: ng′ = ng′ + 1. Ес-

ли ng′ = nкомg′ , то Kком
y = Kком

y \ {g′}. Модифицировать значения параметров az
i (i = 1, n) для

всех n типов результатов: az
i = az

i − wig′ (i = 1, n). Положить Iz
2 = Iz

1. Перейти к пункту 1.

5. Положить Iz
2 = Iz

1, перейти к пункту 1.

6. Если Kком
y � ∅, то Kком

y
′ = Kком

y , Iz
2 = Iz

1. Перейти к пункту 1. Если Kком
y = ∅, то перейти

к пункту 7.

7. Конец алгоритма.

В результате реализации алгоритма будут получены значения ng элементов вектора Ng,
каждое из которых соответствует количеству комплектов g-го типа, сформированных из резуль-
татов выполнения ПЗ в группах, а также значения az

i � 0 (i = 1, n), соответствующие количеству
результатов каждого типа, не включенных в комплекты (если результаты выполнения заданий
i-го типа будут использованы не полностью при формировании комплектов, то az

i > 0). Оп-

тимизация решений по составам групп Nz (z = 1, Z) предусматривает исключение из групп
заданий, результаты выполнения которых не используются при формировании комплектов (при
этом az

i > 0) и размещение в группах ПЗ из множества Q. Таким образом, с целью оптимиза-

ции составов групп Nz (z = 1, Z) в каждой из них выделяются пакеты различных типов (индекс
пакета h = 1, mz

i ), дли которых разности ((ah)z
i − az

i ) > 0 являются минимальными (где (ah)z
i —

элемент вектора (A)z
i (h = 1, mz

i ), входящего в кортеж [i, mz
i , (A)z

i ]k ∈ Nz в группе Nz, соответству-
ющего составам ПЗ i-го типа в группе Nz). Эти ПЗ исключаются из рассматриваемых групп Nz

(z = 1, Z), вместо них в эти группы добавляются ПЗ из множества Q так, чтобы минимизировать
значение критерия на втором уровне иерархии принятия решений.
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4. Метод оптимизации составов групп ПЗ, выполняемых в МС

Оптимизация составов групп ПЗ предполагает определение для каждого пакета заданий
i-го типа, включенного в рассматриваемую группу Nz, значения отклонения количества зада-
ний (ah)z

i (h = 1, mz
i ) в нем от значения az

i , полученного после распределения результатов их
(заданий) выполнения в МС по комплектам. Среди всех пакетов заданий рассматриваемого i-го
типа в группе Nz выбирается пакет, отклонение количества заданий (ah)z

i в котором от значения az
i

будет минимальным (при (ah)z
i � az

i ). Для минимального отклонения количества заданий (ah)z
i

(h = 1, mz
i ) в пакетах i-го типа от значения az

i введено обозначение mhz
i . Значение этого парамет-

ра определяется следующим образом: mhz
i = min

1�h�mz
i

((ah)z
i − az

i ) (при условии, что ((ah)z
i − az

i ) � 0).

Для обоснования алгоритма оптимизации групп ПЗ выполнены следующие рассуждения:

– для каждого сформированного решения по составам групп Nz (z = 1, Z) реализуется рас-
пределение результатов выполнения ПЗ по комплектам;

– распределение результатов выполнения ПЗ по комплектам реализуется с использованием
вычисленных значений az

i (i = 1, n), соответствующих количеству заданий в пакетах, вклю-

ченных в группы Nz (z = 1, Z);

– после распределения результатов выполнения ПЗ по комплектам получены значения ng

количества сформированных комплектов каждого типа и значения az
i (i = 1, n) такие,

что az
i � 0; если az

i > 0, то не все результаты выполнения ПЗ в группах Nz (z = 1, Z)
распределены по комплектам;

– для каждого i-го типа заданий, пакеты которых включены в рассматриваемую группу Nz,
реализуется проверка условия az

i > 0; в случае его выполнения в этой группе Nz реализу-
ется выбор пакета этого типа с идентификатором hz

i , для которого отклонение количества
заданий в нем от значения az

i > 0 будет минимальным (соответствует mhz
i при ((ah)z

i −− az
i ) � 0);

– определенный таким образом hz
i -й ПЗ i-го типа исключается из рассматриваемой груп-

пы Nz, вместо него в эту группу добавляются пакеты разных типов, не включенные в груп-
пы Nz (z = 1, Z) (из множества Q); среди добавляемых в группу Nz пакетов выбирается
тот, включение которого в Nz обеспечивает формирование решения, характеризующегося
уменьшением значения критерия f2(·) в максимальной степени по сравнению с решениями,
связанными с включением в эту же группу других пакетов этого типа из множества Q;

– действия, связанные с исключением пакетов из рассматриваемой группы Nz и добавлением
пакетов из множества Q, повторяются для всех i-х типов заданий, для которых az

i > 0; для
рассматриваемой группы фиксируются параметры исключаемого из нее и добавляемого
в нее пакетов, действия с которыми позволяют сформировать решение, характеризуемое
уменьшением значения критерия f2([M, A], [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]) в максимальной сте-
пени;

– действия, связанные с исключением ПЗ i-х типов (i = 1, n) и добавлением пакетов из
множества Q, повторяются для каждой группы Nz (z = 1, Z); среди полученных реше-
ний по составам групп Nz (z = 1, Z) в качестве локально оптимального фиксируется то
решение, которое характеризуется уменьшением значения критерия f2([M, A], [{Nz | (z =
= 1, Z)}, Q, Ng]) в максимальной степени.
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Рассмотренный подход реализует локальную оптимизацию решений — поиск лучших ре-
шений в окрестностях текущего локально оптимального решения. С целью задания параметров
алгоритма оптимизации составов групп ПЗ в рассмотрение введены следующие обозначения:
z′ — номер группы ПЗ, состав которой изменяется на текущем шаге алгоритма оптимизации
решений; i′ — идентификатор типа заданий, действия с пакетами которых в группе Nz′ выполня-
ются на текущей итерации алгоритма оптимизации; Iz

1, Iz
2 (z = 1, Z) — множества типов заданий,

пакеты которых размещены в каждой из групп Nz (z = 1, Z); Iq
1 , Iq

2 — множества типов зада-
ний, пакеты которых размещены в множестве Q; Nz

1T — промежуточное решение по составу
группы Nz (множества кортежей), формируемое посредством исключения из нее hz

i -го пакета
рассматриваемого i′-го типа, который характеризуется минимальным значением mhz

i отклонения
количества заданий в нем от значения az

i > 0; Nz
2T — промежуточное решение по составу груп-

пы Nz (множества кортежей), формируемое путем добавления в решение Nz
1T ПЗ различных ти-

пов, которые не включены в группы Nz (z = 1, Z) (из множества Q); hiq — идентификатор пакета
i-го типа, который не вошел в состав ни одной группы Nz (z = 1, Z) (включен в состав множе-
ства Q); Hiq , HT

iq — множества номеров hiq пакетов i-х типов, которые включены в множество Q;
(∇− f2)z (z = 1, Z) — значение левого дискретного градиента критерия f2(·), характеризующее луч-
шее решение по составу рассматриваемой группы Nz; (∇− f2)G — значение левого дискретного
градиента критерия f2(·), характеризующее лучшее решение среди всех групп Nz (z = 1, Z) па-
кетов заданий (лучшее «глобальное» решение среди всех групп Nz (z = 1, Z)); iz, az (z = 1, Z) —
переменные, предназначенные для хранения идентификатора типа заданий и количества заданий
в пакете, исключение которого из группы Nz и добавление в эту группу пакетов из Q позволя-
ют получить решение, являющееся лучшим среди всех решений по составу рассматриваемой
группы Nz; iqz, aqz — переменные, предназначенные для хранения идентификатора типа заданий
и количества заданий в пакете, добавление которого в группу Nz из множества Q позволяет полу-
чить решение, являющееся лучшим среди всех решений по составу рассматриваемой группы Nz;
izG , az

G, iqG, aq
G — переменные, предназначенные для хранения идентификаторов типов заданий

и количества заданий в пакете, исключаемом из группы Nz, и пакете, добавляемом в группу Nz

из множества Q, обмен которыми между этой группой и множеством Q гарантирует лучшее ре-
шение среди всех решений по составам групп Nz (z = 1, Z); pz — переменная-флаг, единичное
значение которой указывает на наличие в окрестности текущего локально оптимального реше-
ния лучшего решения; z1 — переменная, предназначенная для буферизации номера группы ПЗ,
обмен пакетами между которой и множество Q гарантирует лучшее решение среди всех составов
групп Nz (z = 1, Z); ε — точность приближения к оптимальному решению.

Значение левого дискретного градиента (∇− f2) критерия f2(·) определяется выражением
вида (∇− f2) = ( f2(·, s + g) − f2(·, s)) < 0, где s — индекс шага алгоритма, на котором получено
текущее локально оптимальное решение; (s + g) — индекс текущей итерации алгоритма, вы-
полненной для поиска нового локально оптимального решения. Значение правого дискретного
градиента (∇+ f2) определяется следующим образом: (∇+ f2) = ( f2(·, s + g) − f2(·, s)) � 0.

В качестве входных данных для алгоритма оптимизации используется начальное реше-
ние по составам групп Nz (z = 1, Z) и составу множества Q. Инициализация значений входных
параметров алгоритма оптимизации составов групп ПЗ, выполняемая перед началом его интер-
претации, реализована следующим образом:

– для каждой группы Nz (z = 1, Z) задать значения элементов множеств Iz
1, Iz

2 (z = 1, Z)
следующим образом: Iz

1 = {iz1, iz2, . . . , izkz
} при izl = i, где i такой, что [i, mz

i , (A)z
i ]k ∈ Nz

(k = 1, kz); Iz
2 = Iz

1;

– для множества Q задать значения элементов множества Iq
1 следующим образом: Iq

1 =

= {iq1, iq2, . . . , iqkq
} при iql = i, где i такой, что [i, mq

i , (A)q
i ]k ∈ Q (k = 1, kq);
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– для каждого k-го набора [i, mq
i , (A)q

i ]k ∈ Q (k = 1, kq) задать значения элементов hiq мно-
жеств Hiq и HT

iq : Hiq = {1, 2, . . . , mq
i }, HT

iq = Hiq ;

– задать значения (∇− f2)z = 0 (z = 1, Z) и (∇− f2)G = 0; задать значение ε.

Последовательность шагов алгоритма оптимизации составов групп Nz (z = 1, Z) на основе
начального решения по их составу имеет следующий вид.

1. Задать номер z′ текущей рассматриваемой группы Nz′следующим образом: z′ = 1. Выпол-
нить инициализацию множества Nz′

1T : Nz′
1T = Nz′ .

2. Если Iz′
2 � ∅, то извлечь из множества Iz′

2 типов заданий идентификатор i′: i′ = min{i | i ∈
∈ Iz′

2 }; Iz
2 = Iz

2 \ {i′}. Положить pz′ = 0. Перейти к пункту 3. Если Iz′
2 = ∅, то перейти

к пункту 11.

3. Для i′-го типа заданий в множестве Nz′ определить кортеж [i′, mz′
i′ , (A)z′

i′ ]k ∈ Nz′ . Ес-
ли az′

i′ > 0, то в векторе (A)z′
i′ кортежа [i′, mz′

i′ , (A)z′
i′ ]k ∈ Nz′ определить идентификатор h

элемента (ah)z′
i′ , для которого mhz

i = min
1�h�mz′

i′
((ah)z′

i′ − az
i′ ) (при условии, что ((ah)z′

i′ − az
i′ ) � 0).

Задать значение параметра hz′
i′ = h. Перейти к пункту 4. Если все элементы (ah)z′

i′ век-
тора (A)z′

i′ такие, что ((ah)z
i − az

i ) < 0, то перейти к пункту 2. Если az′
i′ = 0, то перейти

к пункту 2.

4. Сформировать промежуточное решение Nz′
1T (множество кортежей) путем исключения

hz′
i′ -го элемента (a

hz′
i′

)z′
i′ из вектора (A)z′

i′ в кортеже [i′, mz′
i′ , (A)z′

i′ ] ∈ Nz′
1T : (ah)z′

i′ = (ah+1)z′
i′

при h = hz′
l′ , mz′

i′ − 1; mz′
i′ = mz′

i′ − 1; если mz′
i′ = 0, то Nz′

1T = Nz′
1T \ {[i′, mz′

i′ , (A)z′
i′ ]}; kz′ = kz′ − 1.

5. Извлечь из Iq
2 элемент, соответствующий типу ПЗ в множестве Q (ПЗ, размещаемый в груп-

пе Nz′ , вместо исключенного ПЗ i′-го типа): iq = min{i | i ∈ Iq
2 }, Iq

2 = Iq
2 \ {iq}.

6. Извлечь из множества HT
iq идентификатор ПЗ, который добавляется в группу Nz′ : h′iq =

= min{hiq | hiq ∈ HT
iq }, HT

iq = HT
iq \ {h′iq }.

7. Инициализировать Nz′
2T = Nz′

1T . Сформировать промежуточное решение Nz′
2T по составу

группы Nz′ :

– если при i = iq выполняется [i, mz′
i , (A)z′

i ]k ∈ Nz′
2T (k = 1, kz′), то mz′

i = mz′
i + 1; (a

mz′
i

)z′
i =

= (ah′
iq

)q
iq ;

– если не существует i такого, что при i = iq выполняется [i, mz′
i , (A)z′

i ]k ∈ Nz′
2T (k =

= 1, kz′), то i = iq; mz′
i = 1; (a

mz′
i

)z′
i = (ah′

iq
)q
iq ; kz′ = kz′ + 1; k = kz′ ; Nz′

2T = Nz′
2T ∪

∪ {[i, mz′
i , (A)z′

i ]k}.

8. Передать сформированное промежуточное решение Nz′
2T по составу группы Nz′ (множество

кортежей Nz′
2T ) в алгоритм формирования расписаний выполнения ПЗ в МС (на третьем

уровне иерархии) [Кротов, 2020]. Получить сформированное решение [Pz, Rz, {(T 0l)z | (l =
= 1, L)}]∗. В случае выполнения ограничения (4) реализовать процедуру формирования
комплектов из результатов выполнения ПЗ в группах Nz (z = 1, Z). Определить значение
критерия f2(·), соответствующего решению по составам групп, значение левого (∇− f2) < 0

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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либо правого (∇+ f2 � 0) дискретных градиентов этого критерия. Сравнить значения (∇− f2)
и (∇− f2)z: если (∇− f2) � (∇− f2)z′ , то перейти к пункту 9; если (∇− f2) < (∇− f2)z′ , то сохранить
значения параметров, характеризующих добавляемый в группу пакет: iqz = iq, aqz = (ah′

iq
)q
i ,

(∇− f2)z′ = (∇− f2), pz′ = 1.

9. Если HT
iq � ∅, то перейти к пункту 6. Если HT

iq = ∅, то проверить условие Iq
2 = ∅. Если Iq

2 =

= ∅, то перейти к пункту 10. Если Iq
2 � ∅, то перейти к пункту 5.

10. Если pz′ � 0, то сохранить значения параметров исключаемого из группы Nz′ пакета: iz
′
=

= i′; az′ = (a
hz′

i′
)z′
i′ . Если Iz′

2 � ∅, то Iq
2 = Iq

1 , для всех iq ∈ Iq
1 положить HT

iq = Hiq , pz′ = 0,

перейти к пункту 2. Если Iz′
2 = ∅, то перейти к пункту 11. Если pz′ = 0 и Iz′

2 � ∅, то
положить Iq

2 = Iq
1 , для всех iq ∈ Iq

1 положить HT
iq = Hiq , перейти к пункту 2. Если pz′ = 0

и Iz′
2 = ∅, то перейти к пункту 11.

11. Выполнить сравнение значения (∇− f2)z′ для рассматриваемой группы Nz′ и значе-
ния (∇− f2)G. Если (∇− f2)z′ < (∇− f2)G, то сохранить значения параметров исключаемого из
группы Nz′ пакета и добавляемого в группу Nz′ пакета: izG = iz

′
, az

G = az′ , iqG = iqz, aq
G = aqz,

z1 = z′. Модифицировать номер z′ группы ПЗ: z′ = z′+1. Если z′ � Z, то положить (∇− f2)z′ =

= 0. Перейти к пункту 2. Если z′ > Z, то перейти к пункту 12. Если (∇− f2)z′ � (∇− f2)G,
то (∇− f2)z′ = 0, модифицировать номер z′ группы ПЗ: z′ = z′ + 1. Если z′ � Z, перейти
к пункту 2. Если z′ > Z, то перейти к пункту 12.

12. Если |(∇− f2)G | < ε, то перейти к пункту 13 (где | · | — модуль (∇− f2)). Если |(∇− f2)G | � ε,
то сформировать новые составы: множества Nz (где z = z1) кортежей вида [i, mz

i , (A)z
i ] ∈∈ Nz, множества Q кортежей вида [i, mq

i , (A)q
i ]k ∈ Q (сформировать локально оптимальное

решение по составам групп ПЗ (состав группы Nz, для которой z = z1)):

– для i = izG определить кортеж [i, mz
i , (A)z

i ] ∈ Nz; в векторе (A)z
i определить индекс h′

элемента, для которого (ah′)
z
i = az

G; исключить h′-й элемент из вектора (A)z
i : (ah)z

i =

= (ah+1)z
i при h = h′, mz

i − 1; mz
i = mz

i − 1; если mz
i = 0, то Nz = Nz \ {[i, mz

i , (A)z
i ]};

kz = kz − 1; Iz
1 = Iz

1 \ {izG};
– если при i = izG выполняется [i, mq

i , (A)q
i ]k ∈ Q (k = 1, kq), то mq

i = mq
i + 1; (a

mq
i
)q
i = az

G;

– если не существует такого i, что при i = izG выполняется [i, mq
i , (A)q

i ]k ∈ Q (k = 1, kq),
то i = izG; mq

i = 1; (a
mq

i
)q
i = az

G; kq = kq + 1; k = kq; Q = Q ∪ {[i, mq
i , (A)q

i ]k}; Iq
1 = Iq

1 ∪ {izG};
– если при i = iqG выполняется [i, mz

i , (A)z
i ]k ∈ Nz (k = 1, kz), то mz

i = mz
i + 1; (a

mz
i
)z
i = aq

G;

– если не существует такого i, что при i = iqG выполняется [i, mz
i , (A)z

i ]k ∈ Nz (k = 1, kz),
то i = iqG; mz

i = 1; (a
mz

i
)z
i = aq

G; kz = kz + 1; k = kz; Nz = Nz ∪ {[i, mz
i , (A)z

i ]k}; Iz
1 = Iz

1 ∪ {iqG};
– для i = iqG определить кортеж [i, mq

i , (A)q
i ] ∈ Q; в векторе (A)q

i определить индекс h′
элемента, для которого (ah′ )

q
i = aq

G; исключить h′-й элемент из вектора (A)q
i : (ah)q

i =

= (ah+1)q
i при h = h′, mq

i − 1; mq
i = mq

i − 1; если mq
i = 0, то Q = Q \ {[i, mq

i , (A)q
i ]};

Iq
1 = Iq

1 \ {iqG}; kq = kq − 1;

– для каждого k-го кортежа [i, mq
i , (A)q

i ]k ∈ Q (k = 1, kq) задать значения элементов hiq

множеств Hiq и HT
iq : Hiq = {1, 2, . . . , mq

i }, HT
iq = Hiq . Выполнить инициализацию Iz

2 = Iz
1;

Iq
2 = Iq

1 . Задать значения (∇− f2)z = 0 (z = 1, Z); (∇− f2)G = 0. Перейти к пункту 1.

13. Конец алгоритма.
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После реализации алгоритма будет сформировано локально оптимальное решение по со-
ставам групп ПЗ Nz (z = 1, Z) (решение [{Nz | (z = 1, Z)}, Q, Ng]∗), которое соответствует пере-
данному с первого уровня решению [M, A] по составам пакетов.

5. Численное исследование метода комплексного планирования
выполнения ПЗ в МС при ограничении на длительности интервалов
времени функционирования системы и формировании КР

Целью исследования комплексного планирования выполнения ПЗ в МС при формирова-
нии КР и ограничении на длительность интервалов времени функционирования системы явля-
ется определение степени увеличения количества формируемых комплектов при использовании
рассмотренного метода оптимизации составов групп ПЗ по сравнению с фиксированными груп-
пами (составы групп формируются с использованием метода построения начальных решений
и не оптимизируются). В качестве результатов исследования фиксируются зависимости значения
отношения fэмосгп = ( f мосгп1 − fфикс1 )/ fфикс1 от входных параметров задачи ( fэмосгп — степень уве-
личения количества комплектов при использовании рассмотренного метода оптимизации групп
ПЗ по сравнению с фиксированными группами ПЗ; fфикс1 — значение критерия f1([M, A], Ng) при
условии, что составы групп ПЗ не оптимизируются; f мосгп1 — значение критерия f1([M, A], Ng)
при условии, что решения по составам групп ПЗ оптимизируются с использованием рассмотрен-
ного метода). Исследования проводились при следующих параметрах задачи: max(tli)/min(tli) —
отношение максимальной длительности выполнения заданий на приборах МС к минимальной
длительности выполнения заданий (характеризует неоднородность длительностей выполнения
заданий); max(tl

i j)/min(tl
ik) — отношение максимальной длительности переналадки приборов МС

с выполнения заданий i-го типа на выполнение заданий j-го типа к минимальной длительно-
сти переналадки приборов c выполнения заданий i-го типа на выполнение заданий k-го ти-
па (характеризует неоднородность длительностей переналадки приборов); max(wig)/min(wig′) —
отношение максимального количества результатов i-го типа, используемых при формировании
комплекта g-го типа, к минимальному количеству результатов i-го типа, используемых при фор-
мировании комплекта g′-го типа. Значения max(tl

i j)/min(tl
ik) задавались равными 1, 2, 4, 8; значе-

ния max(tli)/min(tli) — равными 1, 2, 4; значения max(wig)/min(wig′) — равными 1, 2, 4.
Исследования выполнялись при значениях параметра nкомg , равных 4 и 8. Количество типов

комплектов gком задано равным 4. В соответствии со значениями nкомg и wig (i = 1, n, g = 1, gком)

определялись значения ni количества заданий каждого типа, которые должны быть выполнены
в МС. При nкомg = 4 длительности интервалов времени tz (z = 1, 3) задавались равными 100,

при nкомg = 8 длительности интервалов tz (z = 1, 3) задавались равными 200. При исследованиях
эффективности планирования выполнения ПЗ в МС с использованием метода локальной опти-
мизации групп ПЗ формировались следующие решения: фиксированные группы ПЗ (начальные
решения по составам групп ПЗ, предполагающие распределение пакетов из решения [M, A] по
группам Nz (z = 1, Z) без их дальнейшем оптимизации); оптимизированные составы групп ПЗ
(с использованием рассмотренного метода на основе начальных решений по составам групп Nz

(z = 1, Z) сформированы локально оптимальные решения Nz∗ (z = 1, Z) по их составу). Эффек-
тивность применения метода оптимизации групп ПЗ, характеризуемая увеличением количества
комплектов, сравнивается с применением генетических алгоритмов (ГА) [Кротов, 2017]. Зависи-
мости значений fэмосгп от входных параметров задачи (n = 5, L = 5, tz = 100 при nкомg = 4, tz = 200
при nкомg = 8, Z = 3) в сравнении с применением ГА представлены на рис. 1–6 (МО СГП — метод
оптимизации составов групп пакетов). По оси ординат откладываются значения степени увели-
чения количества комплектов, формируемых при использовании метода оптимизации составов
групп ПЗ, по сравнению с фиксированными группами ПЗ (значения fэмосгп).
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Рис. 1. Увеличение количества комплектов при оптимизации групп ПЗ (nкомg = 4, tz = 100, Z = 3,
max(wig)/min(wig′ ) = 1)

Рис. 2. Увеличение количества комплектов при оптимизации групп ПЗ (nкомg = 4, tz = 100, Z = 3,
max(wig)/min(wig′ ) = 2)
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Рис. 3. Увеличение количества комплектов при оптимизации групп ПЗ (nкомg = 4, tz = 100, Z = 3,
max(wig)/min(wig′ ) = 4)

Рис. 4. Увеличение количества комплектов при оптимизации групп ПЗ (nкомg = 8, tz = 200, Z = 3,
max(wig)/min(wig′ ) = 1)
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Рис. 5. Увеличение количества комплектов при оптимизации групп ПЗ (nкомg = 8, tz = 200, Z = 3,
max(wig)/min(wig′ ) = 1)

Рис. 6. Увеличение количества комплектов при оптимизации групп ПЗ (nкомg = 8, tz = 200, Z = 3,
max(wig)/min(wig′ ) = 2)
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Анализ результатов исследований планирования выполнения ПЗ в МС при ограничении
и формировании КР с использованием рассмотренного метода реализован с точки зрения увели-
чения количества сформированных комплектов при оптимизации составов групп ПЗ по сравне-
нию с фиксированными группами (критерием эффективности применения рассмотренного ме-
тода является количество сформированных комплектов). Анализ результатов исследований поз-
волил сформулировать следующие особенности применения метода при планировании:

– увеличение неоднородности длительностей выполнения заданий (рост значений отноше-
ния max(tli)/min(tli)) обуславливает рост количества формируемых комплектов при опти-
мизации составов групп по сравнению с фиксированными группами (увеличение значе-
ния fэмосгп составляет от 20 до 40%);

– при малой неоднородности составов комплектов (значение max(wig)/min(wig′ ) = 1)
и при малой неоднородности длительностей выполнения заданий (значения отноше-
ния max(tli)/min(tli) равны 1, 2) увеличение неоднородности длительностей переналадок
приборов (рост значений отношения max(tl

i j)/min(tl
i j)) обуславливает рост количества фор-

мируемых комплектов при оптимизации составов групп по сравнению с фиксированными
группами (увеличение значения fэмосгп составляет от 20 до 30%);

– при увеличении неоднородности составов комплектов (значения max(wig)/min(wig′) рав-
ны 2, 4), при значительной неоднородности длительностей выполнения заданий (значение
отношения max(tli)/min(tli) равно 4) увеличение неоднородностей длительностей перена-
ладок приборов (рост значений отношения max(tl

i j)/min(tl
i j)) обуславливает уменьшение

количества формируемых комплектов, то есть степень увеличения количества формируе-
мых комплектов (значения fэмосгп) при малых значениях max(tl

i j)/min(tl
i j) более значительна

и уменьшается при росте значений max(tl
i j)/min(tl

i j) (снижение составляет до 10%);

– при увеличении неоднородности составов комплектов (при одинаковых значениях других
входных параметров задачи) оптимизация составов групп ПЗ позволяет значительно уве-
личить количество формируемых комплектов (рост значений fэмосгп составляет до 15%);

– увеличение длительностей интервалов выполнения ПЗ при увеличении значений парамет-
ра nкомg обуславливает увеличение количества комплектов, сформированных из результатов
выполнения заданий в соответствии с решениями, полученными с использованием рас-
смотренного метода.

Конечность алгоритмов метода построения комплексных расписаний выполнения ПЗ в МС
при ограничении на ресурсы и условии формирования КР обеспечивается конечностью мно-
жества допустимых решений по составам пакетов заданий каждого i-го типа [Кротов, 2018]
(максимально возможное количество пакетов каждого i-го типа определяется как

⌊
ni

2

⌋
, где ni —

количество заданий i-го типа, �·� — обозначение операции округления в меньшую сторону). Вы-
числительная сложность алгоритма оптимизации составов групп ПЗ определена как O(n · ni · Z).

В основу разработки программной реализации рассмотренных методов (реализации про-
граммной системы (ПС) построения комплексных расписаний) положена многоуровневая модель
организации ПС, включающая следующие уровни [Эванс, 2011; Вернон, 2016]: 1) интерфейсный,
реализующий функции взаимодействия с пользователями с целью ввода данных и отображения
результатов; 2) прикладных служб, которые реализуют управление выполнением программных
модулей на уровне предметной области (ПО); 3) предметной области, включающий средства
реализации действий с ее объектами (модули определения решений по составов ПЗ, составов
групп ПЗ, расписаний выполнения ПЗ из групп на приборах МС, распределения результатов
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выполнения заданий в пакетах, включенных в группы, по комплектам); 4) инфраструктурный,
обеспечивающий взаимодействие между модулями, реализующими формирование решений на
уровне ПО и между уровнями иерархической организации ПС. Программные модули, вынесен-
ные на уровень прикладных служб, координируют выполнение операций с объектами уровня
ПО (интерпретацию программных модулей), определяя порядок их активизации. Координация
выполнения операций с объектами ПО реализуется на основе контроля событий с этими объ-
ектами (реализация событийной модели взаимодействия объектов ПО). Хранилища результатов
выполнения операций с объектами ПО, хранилища событий организуются на инфраструктурном
уровне, что позволяет (посредством взаимодействия с ним уровней прикладных служб и пред-
метной области) контролировать получение результатов на уровне ПО — событий готовности
результатов, на уровне прикладных служб фиксировать события с объектами ПО, выполнять
координацию операций этим уровнем с объектами уровня ПО.

Для реализации структурной гибкости ПС ее организация выполнена на основе сервис-
ориентированной архитектуры (Service Oriented Architecture, SOA) [Erl, 2005; Josuttis, 2007].
Каждый из рассмотренных методов реализован в виде отдельных сервисов (программных мо-
дулей), которые интерпретируются на уровне ПО многоуровневой модели организации ПС. Для
каждого сервиса задан строго определенный интерфейс, который устанавливает шаблоны для
обмена сообщениями с другими сервисами. Сообщения, которыми обмениваются между собой
сервисы, основываются на протокольно-независимой технологии (Simple Object Access Protocol,
SOAP). Организация взаимодействия сервисов в рассматриваемой системе построения расписа-
ний выполнения заданий/ПЗ в МС реализуется с использованием подхода, базирующегося на
событийном управлении, с использованием технологии EDA [Yeager, 2014; Blokdyk, 2018].

Для программной реализации рассмотренных методов использованы синтаксические кон-
струкции языка C# и библиотека Microsoft .NET Framework. С целью исследования эффектив-
ности комплексного планирования выполнения ПЗ в МС при введенных условиях с использова-
нием метода оптимизации составов ПЗ [Кротов, 2018], метода оптимизации составов групп ПЗ
и метода распределения результатов выполнения ПЗ по комплектам, рассмотренных в предла-
гаемой статье, метода оптимизации расписаний выполнения ПЗ из групп в МС [Кротов, 2020]
проведено более 100 опытов. Длительность вычислений с целью получения результатов по одно-
му эксперименту не превышала 3 мин. При решении рассматриваемой задачи с использованием
ГА [Кротов, 2017] было проведено более 400 опытов (по причине стохастического характера
ГА для каждого набора входных параметров проводилась серия экспериментов, значения кри-
терия осреднялись по всей серии экспериментов). Длительность вычислений в этом случае для
получения результатов по одному эксперименту не превышала 1 мин.

Рассматриваемый в работе подход реализует совместную (комплексную) оптимизацию ре-
шений по составам ПЗ, составам групп ПЗ и расписаниям выполнения ПЗ из групп в МС на
уровнях иерархии системы планирования с применением теории иерархических игр. Это позво-
ляет выполнить решение большого количества задач теории расписаний, получение результатов
в которых существующими способами (ЧЦЛП, эвристические правила, генетические алгорит-
мы) является затруднительным. Использование иерархического подхода и методов локальной
оптимизации решений на каждом из уровней иерархии системы планирования позволяет фор-
мировать решения задач без ограничений на их размерность, без введения дополнительных пара-
метров, на основе которых формируются пакеты. В то же время использование метода локальной
оптимизации составов ПЗ, рассмотренного в [Кротов, 2018], показало возможность его примене-
ния при решении различных задач, в том числе: 1) непосредственно планирования выполнения
ПЗ в МС [Кротов, 2018]; 2) планирования выполнения ПЗ в МС при оперативном формировании
комплектов [Кротов, 2018]; 3) планирования выполнения ПЗ в МС при задании ограничения на
длительность интервалов времени ее функционирования [Кротов, 2020]; 4) планирования вы-
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полнения ПЗ в МС при формировании комплектов и задании ограничения на длительность ин-
тервалов времени ее функционирования. Рассмотренные математическая модель иерархический
игры и метод локальной оптимизации решений по составам групп ПЗ обеспечивают повышение
эффективности планирования выполнения заданий в МС (увеличение количества сформирован-
ных комплектов при его использовании по сравнению с фиксированными составами групп ПЗ
составляет в среднем 60%).

Заключение

Современные методы построения комплексных расписаний выполнения ПЗ в МС не учи-
тывают ограничение на длительности интервалов времени функционирования системы и усло-
вие формирования КР. Определение решений с их использованием возможно только в задачах
ограниченной размерности либо при введении дополнительных условий (директивных сроков
для заданий, использование параллельно функционирующих приборов в качестве обрабатываю-
щей системы и т. д.). В связи с этим выполнено обоснование применения иерархического подхо-
да к построению комплексных расписаний выполнения ПЗ в МС при учете указанных условий,
выполнено построение математической модели иерархической игры для определения приближа-
ющихся к оптимальным решений по составам ПЗ, составам групп ПЗ и расписаний реализации
действий с ПЗ из групп на приборах МС. Разработаны: метод построения начальных решений
по составам групп ПЗ, метод распределения результатов выполнения пакетов из групп по ком-
плектам, метод оптимизации составов групп ПЗ, выполняемых в течение заданных интервалов
времени. Использование разработанных методов обеспечивает повышение эффективности пла-
нирования выполнения заданий в МС с учетом введенных условий.
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