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В статье проведен анализ эмпирических данных по долгосрочной демографической и экономиче-

ской динамике стран мира за период с начала XIX века по настоящее время. В качестве показателей, ха-
рактеризующих долгосрочную демографическую и экономическую динамику стран мира, были выбраны 
данные по численности населения и ВВП ряда стран мира за период 1500–2016 годов. Страны выбира-
лись таким образом, чтобы в их число вошли представители с различным уровнем развития (развитые 
и развивающиеся страны), а также страны из различных регионов мира (Северная Америка, Южная Аме-
рика, Европа, Азия, Африка). Для моделирования и обработки данных использована специально разрабо-
танная математическая модель. Представленная модель является автономной системой дифференциаль-
ных уравнений, которая описывает процессы социально-экономической модернизации, в том числе про-
цесс перехода от аграрного общества к индустриальному и постиндустриальному. В модель заложена 
идея о том, что процесс модернизации начинается с возникновения в традиционном обществе инноваци-
онного сектора, развивающегося на основе новых технологий. Население из традиционного сектора по-
степенно перемещается в инновационный сектор. Модернизация завершается, когда большая часть насе-
ления переходит в инновационный сектор. 

При работе с моделью использовались статистические методы обработки данных, методы Big Data, 
включая иерархическую кластеризацию. С помощью разработанного алгоритма на базе метода случайно-
го спуска были идентифицированы параметры модели и проведена ее верификация на основе эмпириче-
ских рядов, а также проведено тестирование модели с использованием статистических данных, отражаю-
щих изменения, наблюдаемые в развитых и развивающихся странах в период происходящей в течение 
последних столетий модернизации. Тестирование модели продемонстрировало ее высокое качество — 
отклонения расчетных кривых от статистических данных, как правило, небольшие и происходят в перио-
ды войн и экономических кризисов. Проведенный анализ статистических данных по долгосрочной де-
мографической и экономической динамике стран мира позволил определить общие закономерности 
и формализовать их в виде математической модели. Модель будет использоваться с целью прогноза демо-
графической и экономической динамики в различных странах мира. 
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The article analyzes empirical data on the long-term demographic and economic dynamics of the countries 

of the world for the period from the beginning of the 19th century to the present. Population and GDP of a number 
of countries of the world for the period 1500–2016 were selected as indicators characterizing the long-term demo-
graphic and economic dynamics of the countries of the world. Countries were chosen in such a way that they in-
cluded representatives with different levels of development (developed and developing countries), as well as 
countries from different regions of the world (North America, South America, Europe, Asia, Africa). A specially 
developed mathematical model was used for modeling and data processing. The presented model is an autono-
mous system of differential equations that describes the processes of socio-economic modernization, including the 
process of transition from an agrarian society to an industrial and post-industrial one. The model contains the idea 
that the process of modernization begins with the emergence of an innovative sector in a traditional society, de-
veloping on the basis of new technologies. The population is gradually moving from the traditional sector to the 
innovation sector. Modernization is completed when most of the population moves to the innovation sector. 

Statistical methods of data processing and Big Data methods, including hierarchical clustering were used. 
Using the developed algorithm based on the random descent method, the parameters of the model were identified 
and verified on the basis of empirical series, and the model was tested using statistical data reflecting the changes 
observed in developed and developing countries during the period of modernization taking place over the past 
centuries. Testing the model has demonstrated its high quality — the deviations of the calculated curves from 
statistical data are usually small and occur during periods of wars and economic crises. Thus, the analysis of sta-
tistical data on the long-term demographic and economic dynamics of the countries of the world made it possible 
to determine general patterns and formalize them in the form of a mathematical model. The model will be used 
to forecast demographic and economic dynamics in different countries of the world. 
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Введение. Особенности демографо-экономической 
динамики процессов модернизации 

Новое и Новейшее Время — это время глобальных перемен, эпоха модернизации, пере-
хода от аграрного общества к индустриальному на основе динамичного развития научно-
технических знаний. Процесс модернизации проходил в разных странах по-разному, с различ-
ной скоростью и интенсивностью, но тем не менее это поистине глобальный процесс. Это хо-
рошо видно на рис. 1 и 2, где представлены графики демографического роста и роста ВВП на 
душу населения в ряде стран мира в период с 1820 года по 2008 год. 
 

 

Рис. 1. Динамика численности населения ряда стран мира в период с 1820 по 2008 год, тыс. чел. (источ-
ник данных: [Мэддисон, 2010]) 
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Рис. 2. Динамика ВВП на душу населения в ряде стран мира в период с 1820 по 2008 год (ВВП измеряет-
ся в международных долларах США 1990 года; источник данных: [Мэддисон, 2010]) 

Видно, что графики, отражающие демографическую и экономическую динамику, могут 
существенно отличаться от страны к стране в своих деталях. Однако для развитых стран обра-
щает на себя внимание эмпирическая закономерность, что на первом этапе модернизации чис-
ленность населения и ВВП на душу населения, как правило, растут быстро и согласованно, за-
тем ВВП на душу населения начинает обгонять рост населения, далее рост населения начинает 
тормозиться, а вслед за ним начинает тормозиться и ВВП на душу населения. То есть возникает 
определенный цикл последовательного убыстрения темпов роста демографических и экономи-
ческих характеристик, а затем их последовательного замедления. В развивающихся странах, 
как правило, указанная закономерность отслеживается хуже, по-видимому, в силу нестабиль-
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ности их демографического и экономического развития, а также вследствие того, что эти стра-
ны находятся на начальных этапах модернизации (то есть пока еще только в начале описанного 
выше цикла). 

Возникает вопрос: если статистические данные указывают на наличие закономерности, то 
можно ли сформулировать математическую модель, которая объясняла бы эту закономерность 
и которую можно было бы использовать для прогноза дальнейшей демографо-экономической 
динамики стран мира? 

Обсуждение. Модель модернизации 

Процессы модернизации связывают с трансформацией аграрного общества в общество ин-
дустриального типа. Анализу этой трансформации в разных странах посвящено большое коли-
чество исследований (см., например, [Вебер, 1990; Гавров, 2009; Гринин, 2010, 2012, 2017; 
Мальтус, 1993; Эйзенштадт, 2010; Goldstone, 2002; Grinin, 2012; Lerner, 1958; Levy, 1966, 1967; 
Mol, 1992; Wallerstein, 2011]). В ряде работ предпринимались попытки количественного описа-
ния процессов модернизации (см., например, [Капица, 1999; Коротаев и др., 2007; Медоуз, 
1991, 2007; Нефедов, 2002; Foerster, 1960; Kremer, 1990, c. 681–716; Mesarovic, Pestel, 1974; 
Turchin, 2003; Turchin, Korotayev, 2006, c. 121–158;]). В работах [Малков, 2015; Садовничий 
и др., 2014] обсуждается логика первоначального убыстрения темпов роста демографических 
и экономических характеристик модернизирующихся обществ, а затем их последовательного 
замедления. Эта логика положена в основу математической модели, суть ее заключается в сле-
дующем. 

Общество, вставшее на путь модернизации, изначально является традиционным, основан-
ным на сельскохозяйственном производстве с использованием ручного труда. Население пре-
имущественно живет в сельской местности. Из-за ограниченности ресурсной базы такое обще-
ство находится в мальтузианской ловушке, численность населения ограничивается демографи-
ческой емкостью территории [Мальтус, 1993; Grinin, 2012, т. 3, в. 1, с. 124–157]. 

Модернизация начинается с того, что в традиционном обществе появляется инновацион-
ный сектор (см. рис. 3), развивающийся на основе новых технологий. 

 
Рис. 3. Схема взаимодействия традиционного и инновационного секторов общества в процессе модерни-
зации (N — численность населения, Y — уровень производства) 

Инновационный сектор может возникнуть в результате действия как внутренних1, так 
и внешних2 причин. Центры развития инновационного сектора располагаются в городах и про-
мышленных поселках, куда начинает стекаться население из деревень, снабжая инновационный 
сектор дешевой рабочей силой. Причина этой миграции в том, что в традиционном секторе 
уровень производительности туда, а следовательно, и уровень жизни ниже, чем в инновацион-
ном секторе. Из-за роста уровня жизни в инновационном секторе падает детская смертность, 
                                                      
1 Примером этому является развитие Англии начиная с шестнадцатого века. 
2 Внешние причины, как правило, обусловлены влиянием более развитых стран. 
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вследствие чего начинается рост численности населения. Если при этом продолжает расти про-
изводительность труда, то мальтузианская ловушка не возникает и демографический рост пе-
реходит в демографический взрыв. Это начальная фаза модернизации. Во время нее, как прави-
ло, возникают сильные социальные диспропорции (в частности, формируется так называемый 
молодежный бугор [Коротаев и др., 2012], часто порождающий социальную нестабильность 
и политические кризисы. Но при этом положительные обратные связи преобладают, что приво-
дит к быстрому росту и населения и инновационного сектора экономики. 

Завершающая фаза модернизации начинается, когда население становится преимуще-
ственно городским, инновационный сектор преобладает и распространяется уже и на сельско-
хозяйственное производство. При этом одновременно с ростом материального благосостояния 
населения изменяется модель семьи: вместо многодетной она становится малодетной. Рождае-
мость уменьшается, и, когда она снижается до уровня смертности, численность населения ста-
билизируется3. В этой фазе отрицательные обратные связи начинают преобладать над положи-
тельными: соответственно, на смену быстрому демографическому росту приходит его тормо-
жение, сопровождающееся стремительным старением населения. 

Эту логику процесса модернизации отображает следующая базовая математическая мо-
дель: 

    1
1 1 1 1 2воспроизводство миграция в города ( ) ( ) ,

dN
N a t N b t N N

dt
     (1) 

    2
2 2 2 1 2воспроизводство миграция в города ( ) ( ) ,

dN
N a t N b t N N

dt
     (2) 

    
1 2

ВВП / численность населения .
Y

y
N N

 


 (3) 

Здесь Y — производимый в обществе валовый внутренний продукт (ВВП); y — производство 
ВВП на душу населения; N1 — численность населения, входящего в традиционный сектор эко-
номики; N2 — численность населения, входящего в инновационный сектор экономики; a1, a2 — 
переменные коэффициенты, характеризующие воспроизводство населения в традиционном (N1) 
и инновационном (N2) секторах; b — переменный коэффициент, характеризующий интенсив-
ность миграции из традиционного сектора в инновационный (миграционный член в виде произ-
ведения N1 и N2 отражает тот факт, что скорость миграции пропорциональна, с одной стороны, 
количеству людей в традиционном секторе, из которого идет миграция, а с другой — «емкости» 
принимающего мигрантов инновационного сектора, которая в демографическом смысле рав-
на N2). Динамика ВВП может быть описана следующим выражением: 

 Y = Y1 + Y2 = y1(t)N1 + y2(t)N2, (4) 

где Y1 и Y2 — ВВП, производимый соответственно в традиционном и инновационном секторах; 
y1(t) и y2(t) — ВВП на душу населения соответственно в традиционном и инновационном сек-
торе, при этом у1(t) < у2(t). 

В процессе модернизации происходит изменение соотношения величин у1(t) и у2(t). Это 
изменение можно охарактеризовать функцией g(t): 

 g(t) = (у2(t) – у1(t))/у1(t), (5) 

где за точку отсчета времени t принимается начало процесса модернизации. 
В процессе модернизации величина g(t) поступательно растет от нуля до больших величин 

(однако этот рост в конце процесса модернизации замедляется, поскольку отдача от внедряе-
мых технологий постепенно приходит в насыщение). Для развитых стран рост величины g(t) 
определяется логикой развития научной сферы и скоростью внедрения новых технологий 

                                                      
3 Этот процесс может развиваться дальше и проводить к общему снижению численности населения. 
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в производство. Для развивающихся стран рост величины g(t) определяется в основном диффу-
зией инноваций из развитых стран. 

Уравнения (1)–(5) представляют собой базовую модель модернизации. Для дальнейшей ее 
конкретизации необходимо доопределить вид функций a1(t), a2(t), b(t), у1(t), g(t), входящих в эти 
уравнения в качестве изменяемых во времени коэффициентов. Поскольку целью данного 
исследования является попытка на основе эмпирических данных создать общую модель про-
цессов модернизации, то желательно, чтобы указанные коэффициенты были не функциями 
времени t, а функциями переменных модели N1 и N2, то есть чтобы система уравнений была 
автономной4. С этой точки зрения целесообразно описать изменение коэффициентов модели 
в зависимости от изменения величины N2/N1, характеризующей соотношение инновационного 
и традиционного секторов в обществе. Рассмотрим последовательно каждый из указанных ко-
эффициентов. 

Коэффициент демографического воспроизводства a1 в ходе процесса модернизации растет 
от нуля до некоторого постоянного значения (прежде всего вследствие снижения детской 
смертности в сельской местности). Коэффициент демографического воспроизводства a2 в ходе 
процесса модернизации постепенно снижается до нуля (вследствие снижения рождаемости 
в городской местности). Поскольку в рамках модели изменение a1 и a2 зависит от стадии, на 
которой находится модернизация общества (которая в свою очередь характеризуется значением 
величины N2/N1, отражающим степень вовлеченности населения в инновационный сектор), то 
коэффициенты a1 и a2 могут быть представлены как функции величины N2/N1, например в виде 
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где aij — параметры, учитывающие специфику демографических процессов в рассматриваемом 
обществе. 

Типовой вид зависимостей a1 и a2, соответствующих (6) и (7), представлен на рис. 4. 
 

 
Рис. 4. Типовой вид зависимостей a1 и a2, характеризующих воспроизводство населения в традиционном 
и инновационном секторах общества в ходе модернизации 

                                                      
4Автономная система дифференциальных уравнений — частный случай, когда аргумент t не входит явным образом 
в функции, задающие систему. 
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Величина коэффициента миграции b зависит от того, насколько сильно отличаются вели-
чины у1 и у2 в инновационном и в традиционном секторах, насколько привлекательнее иннова-
ционный сектор по отношению к традиционному. В простейшем случае примем, что значение b 
прямо пропорционально значению g, то есть чем сильнее значение у1 превышает значение у2, 
тем интенсивнее миграционный поток из традиционного сектора в инновационный: 

 b = b0ꞏg, (8) 

где b0 — коэффициент пропорциональности. 
При этом величина g в ходе процесса модернизации растет. Будем в рамках модели счи-

тать, что g растет от нуля до некоторого постоянного значения (поскольку отдача от внедряе-
мых технологий постепенно приходит в насыщение): 
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где g и k — коэффициенты. Типовой вид зависимости g(N2/N1) аналогичен виду зависимо-
сти а1(N2/N1) (см. рис. 4). 

В соответствии с (4) ВВП рассматриваемой страны с учетом обоих секторов описывается 
выражением 

 Y = Y1 + Y2 = y1N1 + y2N2 = y1(N1 + N2(g + 1)). (10) 

Население страны равно 

 N = N1 + N2. (11) 

Уравнения (1)–(11) представляют собой модель модернизации, где все величины являются 
функциями от N2/N1. 

Необходимо отметить, что, хотя обоснование модели проводилось на примере, когда под 
миграцией понимался переезд сельских жителей из деревень в города, реально миграции суще-
ственно шире. Например, миграцией из традиционного сектора в инновационный может быть 
переход сельского населения от традиционных методов обработки земли с использованием 
в основном ручного труда к фермерскому хозяйству, основанному на использовании современ-
ной техники. 

Материалы и методы. Апробация модели 

Работоспособность модели (1)–(11) необходимо проверить на реальных данных мировой 
статистики. Модель была верифицирована на статистических данных следующих стран: Со-
единенные Штаты Америки, Канада, Великобритания, Франция, Германия, Испания, Австрия, 
Италия, Бельгия, Бразилия, Япония, Китай, Турция, Египет, Иран, Индия, Индонезия. Страны 
выбирались таким образом, чтобы в их число вошли представители с различным уровнем раз-
вития (развитые и развивающиеся страны), а также страны из различных регионов мира (Се-
верная Америка, Южная Америка, Европа, Азия, Африка). 

Одной из основных задач являлось определение параметров модели a11, a12, a21, a22, g0, b0, k, 
y1, N10, N20 на основе имеющихся статистических данных (в рамках данной работы было принято 
допущение, что y1 является постоянной величиной; N10 и N20 — начальные значения N1 и N2). 
Эмпирическими данными для идентификации указанных параметров послужили статистические 
ряды численности населения и ВВП вышеперечисленных стран за период 1500–2016 годов. 
Данные были собраны из двух источников: 

 историческая база данных, созданная Ангусом Мэддисоном [Мэддисон, 2010]; 
 Всемирный банк (предоставляющий данные начиная с 1960 года) [Всемирный банк]. 
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Для удобства расчетов обе базы данных были объединены в одну таблицу. Данные были 
выражены в относительных единицах, где единица — значение соответствующего показателя 
(численности населения, ВВП) в начальном году расчета. Вычисления по модели производи-
лись начиная либо с 1500 года, либо с 1820 (в зависимости от конкретной страны). 

Для идентификации параметров использовался специально разработанный программный 
комплекс, в котором рассчитывается квадратичная функция невязок, являющаяся суммарным 
отклонением теоретических рядов значений численности населения и ВВП от их реальных ста-
тистических значений на интервале 1500–2016 годов. Для каждой страны находится такой 
набор параметров, при подстановке которого в модель значение функции невязок минимально. 
Многопараметрическая задача поиска минимума решается методом случайного спуска, реали-
зованного в программном комплексе. Более подробно с данным инструментом можно ознако-
миться в работе [Максимов, Филлиповская, 1982]. 

Результаты исследования 

В результате процедуры идентификации были определены параметры для каждой из 
стран (см. табл. 1). 

Ниже на рис. 5 представлено сопоставление статистических данных и расчетных данных, 
полученных путем подстановки в модель идентифицированных параметров для каждой из пе-
речисленных выше стран. 

Видно, что, несмотря на свою простоту, модель хорошо описывает долгосрочную демо-
графическую и экономическую динамику в различных странах мира (как развитых, так и раз-
вивающихся) в период глобальных перемен. Отклонения расчетных кривых от статистических 
данных, как правило, наблюдаются в периоды войн и экономических кризисов, которые не 
учитываются моделью. Обращает на себя внимание расхождение расчетных и эмпирических 
данных по экономической динамике Великобритании во второй половине ХХ века. Возможно, 
это связано с тем, что в этот период значительную часть доходов в этой стране стала приносить 
не производственная, а финансовая деятельность. Также обращают на себя внимание в табли-
це 1 отрицательные значения коэффициента a12: таким способом в рамках модели косвенно 
учитывается то, что в США и Канаде пополнение населения в существенной степени происхо-
дило за счет эмигрантов. 

Таблица 1. Параметры модели, полученные в результате процедуры идентификации с использованием 
статистических данных для ряда стран 

 a11 a22 a12 g0 b0 y1 a21 k 
США 0.09 0.65 –0.03 31.34 0.0003 0.94 0.77 0.03 

Канада 0.11 0.88 –0.01 30.90 0.0004 0.96 0.65 0.00 
Великобритания 0.11 0.87 0.15 14.29 0.0022 1.03 0.11 0.24 

Франция 0.04 1.37 0.02 46.13 0.0032 1.05 0.04 0.44 
Германия 0.09 0.8 0.18 24.35 0.0049 1.14 0.19 1.35 
Испания 0.29 1.15 0.82 22.40 0.0123 1.19 0.05 1.02 
Австрия 0.12 0.83 0.37 34.47 0.0058 1.10 0.07 0.78 
Италия 0.08 0.93 0.14 16.11 0.0150 0.98 0.15 1.63 
Бельгия 0.05 0.96 0.01 30.54 0.0021 1.11 0.17 1.01 

Бразилия 0.92 0.77 0.46 13.18 0.0016 1.03 0.23 0.10 
Япония 0.29 1.20 0.22 46.50 0.0060 1.02 0.00 0.18 
Китай 0.08 1.15 0.03 10.23 0.0752 0.86 0.58 1.25 

Турция 1.05 1.16 0.72 10.01 0.0408 1.08 0.01 0.04 
Египет 0.33 1.25 0.04 24.77 0.0030 1.01 0.12 0.02 
Иран 1.04 1.07 0.77 10.78 0.0241 0.94 0.04 0.02 

Индия 0.93 1.43 0.65 4.97 0.0596 1.00 0.00 0.12 
Индонезия 0.21 1.61 0.02 22.26 0.0058 0.99 0.12 0.18 
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Рис. 5. Сопоставление расчетных (сплошная линия) и статистических (маркеры) данных, отражающих 
динамику населения и ВВП в рассмотренных странах 
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Рис. 5. Сопоставление расчетных (сплошная линия) и статистических (маркеры) данных, отражающих 
динамику населения и ВВП в рассмотренных странах (окончание) 
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Интересно выяснить, какие страны близки друг к другу по значениям параметров (а зна-
чит, и протеканию процесса модернизации). Для этого страны были разделены на группы с по-
мощью метода иерархической кластеризации, в ходе которого строится иерархия (дерево) вло-
женных кластеров. В работе был использован агломеративный метод, в котором новые класте-
ры образуются посредством объединения более мелких кластеров. На начальном этапе 
определяются и образуют новый кластер объекты (страны), евклидовы расстояния между кото-
рыми в пространстве значений параметров минимальны. Для расчета расстояний между кла-
стерами применяется метод полной связи, в котором расстояние между двумя кластерами счи-
тается равным максимальному расстоянию между двумя элементами из разных кластеров. Для 
наглядного представления результатов кластеризации построена дендрограмма с использова-
нием библиотек hcluster и matplotlib языка программирования Python (см. рис. 6). 

 
Рис. 6. Дендрограмма, отражающая кластеризацию стран в пространстве значений параметров модели 

По результатам кластеризации выделяются следующие кластеры: 
А) Соединенные Штаты Америки – Канада; 
Б) Австрия – Бельгия – Испания – Италия – Германия – Китай; 
В) Бразилия – Индия – Иран – Турция; 
Г) Великобритания – Франция; 
Д) Египет – Индонезия – Япония. 
Видно, что рассмотренные государства группируются в кластеры достаточно ожидаемым 

образом: развитые страны — с развитыми, развивающиеся — с развивающимися. Разделение 
на кластеры отражает особенности протекания процессов модернизации. Например, для разви-
тых государств характерна следующая динамика: сначала наблюдается одновременный рост 
численности населения и ВВП на душу населения, после чего ВВП на душу населения опере-
жает рост населения, затем происходит торможение роста численности населения и темпов 
ВВП. По существу, выявленные кластеры отражают различные модели модернизации, отража-
ющие специфику рассматриваемых стран. При этом интересно, что Китай попал в кластер за-
падноевропейских стран второй волны развития (в которых модернизация происходила не-
сколько позже, чем у лидеров — Великобритании и Франции), а не в кластер развивающихся 
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стран Азии. Это косвенно указывает, по-видимому, на то, что процессы модернизации в Китае 
носят фундаментальный характер и он в экономико-демографическом плане идет по европей-
скому типу развития. 

Разделение на кластеры полезно тем, что, получив информацию о том, к какому кластеру 
относится конкретная страна, можно с большей обоснованностью прогнозировать ее дальней-
шую экономико-демографическую динамику. 

Заключение 

Анализ эмпирических данных по долгосрочной демографической и экономической дина-
мике стран мира позволил выделить общие закономерности и формализовать их в виде матема-
тической модели. Модель представляет собой автономную систему дифференциальных урав-
нений, в общем виде описывающую процесс модернизации. Тестирование модели показало ее 
высокое качество применительно к описанию долгосрочных демографических и экономиче-
ских изменений в развитых и развивающихся странах в период происходящего в течение по-
следних столетий перехода от аграрного общества к индустриальному и постиндустриальному. 
В дальнейшем предполагается развитие данной модели и ее использование для анализа и про-
гноза демографической и экономической динамики в различных странах мира. 
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