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В работе описывается двухстадийная модель равновесного распределения транспортных потоков.
Модель состоит из двух блоков, где первый блок — модель расчета матрицы корреспонденций, а второй
блок — модель равновесного распределения транспортных потоков по путям. Первая модель, используя
матрицу транспортных затрат (затраты на перемещение из одного района в другой, в данном случае —
время), рассчитывает матрицу корреспонденций, описывающую потребности в объемах передвижения из
одного района в другой район. Для решения этой задачи предлагается использовать один из наиболее
популярных в урбанистике способов расчета матрицы корреспонценций — энтропийную модель. Вторая
модель на базе равновесного принципа Нэша–Вардропа (каждый водитель выбирает кратчайший для се-
бя путь) описывает, как именно потребности в перемещениях, задаваемые матрицей корреспонденций,
распределяются по возможным путям. Таким образом, зная способы распределения потоков по путям,
можно рассчитать матрицу затрат. Равновесием в двухстадийной модели транспортных потоков называ-
ют неподвижную точку цепочки из этих двух моделей. Практически ранее отмеченную задачу поиска
неподвижной точки решали методом простых итераций. К сожалению, на данный момент вопрос сходи-
мости и оценки скорости сходимости для этого метода не изучен. Кроме того, при численной реализации
алгоритма возникает множество проблем. В частности, при неудачном выборе точки старта возникают
ситуации, в которых алгоритм требует вычисления экстремально больших чисел и превышает размер
доступной памяти даже в самых современных вычислительных машинах. Поэтому в статье предложе-
ны способ сведения задачи поиска описанного равновесия к задаче выпуклой негладкой оптимизации
и численный способ решения полученной задачи оптимизации. Для обоих методов решения задачи были
проведены численные эксперименты. Авторами использовались данные для Владивостока (для этого бы-
ла обработана информация из различных источников и собрана в новый пакет) и двух небольших городов
США. Методом простой прогонки двух блоков сходимости добиться не удалось, тогда как вторая модель
для того же набора данных продемонстрировала скорость сходимости k−1.67.
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весного распределения пототоков по путям
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Authors describe a two-stage traffic assignment model. It contains of two blocks. The first block consists
of a model for calculating a correspondence (demand) matrix, whereas the second block is a traffic assignment
model. The first model calculates a matrix of correspondences using a matrix of transport costs (it characterizes
the required volumes of movement from one area to another, it is time in this case). To solve this problem,
authors propose to use one of the most popular methods of calculating the correspondence matrix in urban
studies — the entropy model. The second model describes exactly how the needs for displacement specified by
the correspondence matrix are distributed along the possible paths. Knowing the ways of the flows distribution
along the paths, it is possible to calculate the cost matrix. Equilibrium in a two-stage model is a fixed point in the
sequence of these two models. In practice the problem of finding a fixed point can be solved by the fixed-point
iteration method. Unfortunately, at the moment the issue of convergence and estimations of the convergence rate
for this method has not been studied quite thoroughly. In addition, the numerical implementation of the algorithm
results in many problems. In particular, if the starting point is incorrect, situations may arise where the algorithm
requires extremely large numbers to be computed and exceeds the available memory even on the most modern
computers. Therefore the article proposes a method for reducing the problem of finding the equilibrium to the
problem of the convex non-smooth optimization. Also a numerical method for solving the obtained optimization
problem is proposed. Numerical experiments were carried out for both methods of solving the problem. The
authors used data for Vladivostok (for this city information from various sources was processed and collected in
a new dataset) and two smaller cities in the USA. It was not possible to achieve convergence by the method of
fixed-point iteration, whereas the second model for the same dataset demonstrated convergence rate k−1.67.

Keywords: correspondence matrix calculation model, multi stage model, equilibrium distribution model of
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Введение

В данной статье описывается (с обоснованием) вариационный (экстремальный) принцип,
сводящий поиск равновесного распределения транспортных потоков по сети к задаче выпуклой
оптимизации. Под распределением потоков понимается: 1) расчет матрицы корреспонденций
и 2) распределение потоков по путям при заданных корреспонденциях. Таким образом, речь
идет о двухуровневой модели распределения. Многостадийные модели транспортных потоков
являются одним из основных объектов изучения при долгосрочном транспортном планировании
[Ortuzar, Willumsen, 2002; Гасников и др., 2013; Гасников, Гасникова, 2020]. С помощью таких
моделей можно просчитывать долгосрочные последствия: введения в эксплутатацию различных
инфраструктурных объектов, изменения дорожной сети и т. п.

Следуя работам [Гасников и др., 2014; Бабичева и др., 2015; Гасников, 2016], в статье выпи-
сывается задача выпуклой оптимизации, к которой сводится поиск равновесия в такой двухста-
дийной модели. Далее эта задача упрощается (путем перехода к двойственному представлению)
и описывается численный способ решения возникающей в итоге (двойственной) задачи. Отли-
чительными особенностями данной работы являются: 1) простой способ получения итоговой
задачи оптимизации и способа ее решения; 2) проведенные численные эксперименты. За базу
был взят код [Кубентаева, 2020], в котором рассматривалось только распределение потоков по
путям при заданных корреспонденциях [Гасников, Кубентаева, 2018; Баймурзина и др., 2019;
Kubentayeva, Gasnikov, 2020]. В качестве источника данных использовался ресурс [Stabler et al.,
2020]. Также из разных источников были собраны данные по Владивостоку. Таким образом,
в данной статье код [Кубентаева, 2020] был распространен на поиск равновесий в двухстадий-
ных моделях, введенных в [Гасников и др., 2014; Бабичева и др., 2015; Гасников, 2016].

Основные определения и обозначения

Для простоты будем рассматривать замкнутую транспортную систему, описываемую гра-
фом G = 〈V, E〉, где V — множество вершин (|V | = n), а E — множество ребер (|E| = m). Будем
обозначать ребра графа через e ∈ E. Для стандартной транспортной системы можно ожидать,
что m � 3n. Для больших мегаполисов (таких как Москва) n � 105. Однако в данной работе мы
будем рассматривать в основном примеры n � 104. Транспортный граф G считается известным.

Часть вершин O ⊆ V (origin) является источниками корреспонденций, а часть — стоками
корреспонденций D ⊆ V (destination). Если говорить более точно, то вводится множество пар (ис-
точник, сток) корреспонденций OD ⊆ V

⊗
V . Сами корреспонденции будем обозначать через di j,

где (i, j) ∈ OD. Как правило, |OD| � n2 [Гасников и др., 2014]. Не ограничивая общности, будем
далее считать, что

∑
(i, j)∈OD di j = 1. Множество пар OD считается известным. Корреспонденции

неизвестны! Однако известны (заданы) характеристики источников и стоков корреспонденций.
То есть известны величины {li}i∈O, {w j} j∈D:∑

j : (i, j)∈OD

di j = li,
∑

i : (i, j)∈OD

di j = w j. (1)

Заметим, что
∑

i∈O li =
∑

j∈D w j = 1. Условие (1) будем также для краткости записывать в виде
d ∈ (l,w).

Обозначим через τe( fe) функцию затрат (например, временных) на проезд по ребру (участ-
ку дороги) e, если поток автомобилей на этом участке fe. Функции τe( fe) считаются заданными,
например, таким образом [Гасников и др., 2013; Patriksson, 2015; Гасников, Гасникова, 2020]:

τe( fe) = te

⎛⎜⎜⎜⎜⎝1 + κ
⎛⎜⎜⎜⎜⎝ fe

f e

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

1
μ

, (2)
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где te — время прохождения ребра e, когда участок свободный (определяется разрешенной ско-
ростью на данном участке), а f e — пропускная способность ребра e (определяется полосностью:
[пропускная способность] ≤ [число полос] × [2000 авт/ч] и характеристиками перекрестков).
Считается, что эти характеристики известны [Stabler et al., 2020]. Параметр μ = 0.25 — BPR-
функции [Patriksson, 2015], но допускается и μ → 0+ — модель стабильной динамики [Nesterov,
de Palma 2003; Гасников и др., 2013; Гасников и др., 2014; Гасников и др., 2016b; Гасников, 2016;
Gasnikov et al., 2018; Гасников, Гасникова, 2020]. Параметр κ > 0 также считается заданным.

Полезно также ввести te — (временные) затраты на прохождения ребра e. Согласно выше-
написанному te = τe( fe). По этим затратам t = {te}e∈E можно определить затраты на перемещение
из источника i в сток j по кратчайшему пути: Ti j(t) = minp∈Pi j

∑
e∈E δepte, где p — путь (без само-

пересечений — циклов) на графе (набор ребер), Pi j — множество всевозможных путей на графе,
стартующих из источника i и заканчивающихся в стоке j, δep = 1, если ребро e принадлежит
пути p, и δep = 1 — если иначе.

В ряде выкладок далее также будет полезен вектор x = {xp}p∈P — вектор распределения
потоков по путям, где P =

⋃
(i, j)∈OD Pi j. Заметим, что fe =

∑
p δepxp, или в матричном виде:

f = Θx, где Θ = ‖δep‖e∈E,p∈P.

Энтропийная модель расчета матрицы корреспонденций

Под энтропийной моделью расчета матрицы корреспонденций d(T ) понимается опреде-
ленный способ вычисления набора корреспонденций {di j}(i, j)∈OD по известной матрице затрат
{Ti j}(i, j)∈OD. Этот способ заключается в решении задачи энтропийно-линейного программирова-
ния, которую можно понимать как энтропийно-регуляризованную транспортную задачу1:

min
d∈(l,w);d≥0

∑
(i, j)∈OD

di jTi j + γ
∑

(i, j)∈OD

di j ln di j, (3)

где параметер γ > 0 считается известным [Вильсон, 1978; Гасников, Гасникова, 2010; Гасников
и др., 2013; Гасников и др., 2016c; Гасников, 2016; Гасников, Гасникова, 2020]. Относительно
выбора этого параметра см. [Гасников и др., 2014; Гасников, Гасникова, 2020; Иванова и др.,
2020].

Модели равновесного распределения транспортных потоков по путям

Матрица корреспонденций {di j}(i, j)∈OD порождает (вообще говоря, неоднозначно) некий
вектор распределения потоков по путям x. Неоднозначность заключается в том, что балансо-
вые ограничения, которые возникают на x ∈ X(d):

x ≥ 0: ∀(i, j) ∈ OD→
∑
p∈Pi j

xp = di j,

как правило, не определяют вектор x однозначно. Вектор x в свою очередь порождает вектор
потоков на ребрах, f = Θx, который в свою очередь порождает вектор (временных) затрат на
ребрах t( f ) = {τe( fe)}e∈E. На основе последнего вектора уже можно рассчитать матрицу затрат
на кратчайших путях: T (t) = {Ti j(t)}(i, j)∈OD. Собственно, модель равновесного распределения
потоков — это формализация принципа Нэша–Вардропа о том, что в равновесии каждый водитель
выбирает для себя кратчайший путь [Гасников и др., 2013; Patriksson, 2015; Гасников, Гасникова,

1 Вместо di j ln di j точнее было бы писать di j ln
(
di j/

(∑
(i, j)∈OD di j

))
[Гасников и др., 2014], но

∑
(i, j)∈OD di j = 1, поэтому

возможна упрощенная форма записи.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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2020]. Другими словами, если для заданной корреспонденции (i, j) ∈ OD известно, что (условие
комплементарности)

xp′ > 0, где p′ ∈ Pi j,

то Ti j(t) = min
p∈Pi j

∑
e∈E

δepte =
∑
e∈E

δep′ te.

Задача поиска равновесия сводится, таким образом, к поиску такого вектора x ∈ X(d), кото-
рый бы порождал такие затраты T := T (t( f (x))), что выполняется условие комплементарности.
В написанном выше виде искать равновесный вектор x ∈ X(d) представляется сложной задачей,
сводящейся к решению системы нелинейных уравнений. Однако в данном случае (рассматрива-
ется потенциальная игра загрузки) можно свести поиск равновесия к решению задачи выпуклой
оптимизации1:

min
( f ,x) : f=Θx;x∈X(d)

∑
e∈E

fe∫
0

τe(z) dz. (4)

Решение задачи дает модель вычисления вектора потока на ребрах при заданной матрице кор-
респонденций f (d) [Гасников и др., 2013; Гасников и др., 2014; Patriksson, 2015; Гасников и др.,
2016b; Гасников, Гасникова, 2020].

Двухстадийная модель

Выше были описаны две модели. В первой (расчет матрицы корреспонденций) на вход
подается матрица затрат T , а на выходе получается матрица корреспонденций d(T ). Во второй
модели, наоборот, на вход подается матрица корреспонденций d(T ), а на выходе рассчитывается
матрица затрат T (d) = T (t( f (d))).

Под равновесием в двухстадийной транспортной модели понимается такая пара ( f , d), что
[Ortuzar, Willumsen, 2002; Гасников и др., 2014; Бабичева и др., 2015; Гасников, 2016; Гасников,
Гасникова, 2020]

d = d(T (t( f ))), f = f (d), (5)

то есть ( f , d) — есть неподвижная точка описанных двух блоков моделей. Собственно, часто
на практике так и ищут равновесие, последовательно (друг за другом) прогоняя описанные два
блока [Ortuzar, Willumsen, 2002; Гасников и др., 2014]. Однако, насколько нам известно, нет ника-
ких теоретических гарантий, что такая процедура (последовательная прогонка) будет сходиться
к неподвижной точке. Собственно, описанные в следующих разделах численные эксперименты
показывают, что на практике сходимость наблюдается далеко не всегда. Но даже если наблюда-
ется сходимость, то непонятно, насколько эта сходимость может быть быстрой и лучший ли это
способ (простая прогонка) численного решения (5). Далее, следуя [Гасников и др., 2014; Гасни-
ков и др., 2015a; Бабичева и др., 2015; Гасников, 2016; Гасников, Гасникова, 2020], предлагается
эквивалентный способ перезаписи задачи (5) как задачи выпуклой оптимизации, которую можно
уже решать оптимальными по скорости (глобально сходящимися) алгоритмами.

Теорема 1. Задача поиска неподвижной точки (5) сводится к задаче выпуклой оптими-
зации

min
( f ,x,d) : f=Θx;x∈X(d);d∈(l,w);d≥0

∑
e∈E

fe∫
0

τe(z) dz + γ
∑

(i, j)∈OD

di j ln di j. (6)

1 Подобно (3) можно искать не равновесия Нэша–Вардропа, а стохастическое равновесия. Это приводит к допол-
нительному энтропийному слагаемому в (4) [Гасников и др., 2013; Гасников и др., 2014; Гасников и др., 2015c;
Баймурзина и др., 2019; Гасников, Гасникова, 2020].
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Схема доказательства. Вернемся к формулировке задачи оптимизации (4) и заметим сле-

дующее важное свойство функционала задачи Ψ(x) =
∑

e∈E

∫ fe(x)

0
τe(z)dz: для всех p ∈ P

∂Ψ(x)
∂xp

= Tp(x),

где Tp(x) =
∑

e∈E δepτe( fe(x)) — затраты на пути p. Это и есть проявление того, что рассмат-
ривается потенциальная игра загрузки. Собственно, для (3) также можно выделить потенциал
Φ(d) =

∑
(i, j)∈OD di jTi j, для которого

∂Φ(d)
∂di j

= Ti j для всех (i, j) ∈ OD.

Если бы удалось найти такую функцию Φ̃(d), для которой

∂Φ̃(d)
∂di j

= Ti j(t( f (d))) для всех (i, j) ∈ OD, (7)

где Ti j(t( f (d))) определяется из решения задачи (4), то решение задачи

min
d∈(l,w);d≥0

Φ̃(d) + γ
∑

(i, j)∈OD

di j ln di j

давало бы равновесную матрицу корреспонденций d, по которой можно было бы уже оценить
и равновесный вектор потоков на ребрах f = f (p) (см. (5)). Детали см. в [Гасников и др., 2014;
Гасников и др., 2015a; Бабичева и др., 2015; Гасников, 2016; Гасников, Гасникова, 2020].

Таким образом, цель — найти потенциал Φ̃(d), если, конечно, он существует. Покажем, что

Φ̃(d) = min
( f ,x) : f=Θx;x∈X(d)

∑
e∈E

fe∫
0

τe(z) dz

(см. формулу (4)).

Для этого введем (выпуклые) функции σe( fe) =
∫ fe

0 τe(z)dz и обозначим сопряженные к ним
функции через σ∗e(te) = max fe≥0 { fete − σe( fe)}. Тогда (детали см. в [Гасников и др., 2014; Гасников,
2016; Гасников, Гасникова, 2020])

Φ̃(d) = min
( f ,x) : f=Θx;x∈X(d)

∑
e∈E

σe( fe) = min
( f ,x) : f=Θx;x∈X(d)

∑
e∈E

max
te∈dom σ∗e

{ fete − σ∗e(te)} = (8)

= max
te∈dom σ∗e ,e∈E

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ min
( f ,x) : f=Θx;x∈X(d)

∑
e∈E

fete

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ −
∑
e∈E

σ∗e(te) = max
te∈dom σ∗e ,e∈E

∑
(i, j)∈OD

di jTi j(t) −
∑
e∈E

σ∗e(te).

Здесь dom σ∗e означает область определения функции σ∗e(te). Из формулы (8) и формулы Демья-
нова–Данскина [Bertsekas, 2009; Гасников, 2021] следует (7).

Строго говоря, приведенные выше рассуждения еще не являются доказательством, по-
скольку апеллируют к понятию потенциала и использованию соответствующих теорем попу-
ляционной теории игр загрузки. Однако вместо того, чтобы приводить здесь эти соображения
(подобно тому, как это было сделано, например, в работах [Sandholm, 2010; Гасников и др.,
2013; Гасников и др., 2014; Гасников и др., 2015a; Гасников и др., 2016c; Dvurechensky et al.,
2016; Гасников, Гасникова, 2020]), в этой статье мы ограничимся тем, что заметим, что выписан-
ная задача (6), как задача оптимизации относительно d при «заморожоженных» ( f , x), совпадает
с задачей (3) и, наоборот, при «замороженном» d задача (6), как задача оптимизации относи-
тельно ( f , x), совпадает с задачей (4). Таким образом, если удалось найти такую задачу, решение
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которой одновременно дает нужные нам связи переменных, описываемые формулой (5), то это
и означает, что нам удалось свести поиск неподвижной точки сложного нелинейного отображе-
ния (которое не удается выписать аналитически) к явно выписанной задаче оптимизации (6).
Отметим, что решение этой выпуклой задачи оптимизации по сложности сопоставимо с реше-
нием задачи (4), что будет пояснено в следующем разделе.

Переход к двойственной задаче

Как следует из схемы доказательства теоремы 1, задачу выпуклой оптимизации (6) мож-
но переписать эквивалентным седловым образом, введя двойственные переменные t = {te}e∈E ,1

которые имеют естественную интерпретацию вектора потоков на ребрах,

min
d∈(l,w);d≥0

max
te∈dom σ∗e ,e∈E

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∑

(i, j)∈OD

di jTi j(t) −
∑
e∈E

σ∗e(te) + γ
∑

(i, j)∈OD

di j ln di j

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ .
Последнюю задачу удобнее переписать в виде2

max
te∈dom σ∗e ,e∈E

min
d∈(l,w);

∑
(i, j)∈OD di j=1;d≥0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∑

(i, j)∈OD

di jTi j(t) + γ
∑

(i, j)∈OD

di j ln di j

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ −
∑
e∈E

σ∗e(te).

Вспомогательную задачу минимизации можно представить через двойственную к ней:

max
te∈dom σ∗e ,e∈E;(λ,μ)

−γ ln

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ∑
(i, j)∈OD

exp

(−Ti j(t) + λi + μ j

γ

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + 〈l, λ〉 + 〈w, μ〉 −∑
e∈E

σ∗e(te) =

= − min
te∈dom σ∗e,e∈E;(λ,μ)

γ ln

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ∑
(i, j)∈OD

exp

(−Ti j(t) + λi + μ j

γ

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ − 〈l, λ〉 − 〈w, μ〉 +∑
e∈E

σ∗e(te).

Обратим внимание, что добавленное по d ограничение
∑

(i, j)∈OD di j = 1 тавтологично, посколь-
ку следует из d ∈ (l,w). Тем не менее удобнее его добавить, чтобы при взятии min получалась
равномерно гладкая функция (типа softmax), а не сумма экспонент, имеющая неограниченные
константы гладкости [Гасников и др., 2015b; Гасников, Гасникова, 2020]. Множители λ и μ явля-
ются двойственными множителями (множителями Лагранжа) к ограничениям d ∈ (l,w) (см. (1)),
которые заносятся в функционал (ограничения

∑
(i, j)∈OD di j = 1, d ≥ 0, не заносятся в функцио-

нал). Заметим, что если (t, λ, μ) — решение задачи (1), то3
(
t, λ + (Cλ, . . . ,Cλ)T , μ + (Cμ, . . . ,Cμ)T

)
также будет решением задачи, т. е. решение задачи (1) не единственное [Гасников и др., 2015b].
Заметим также, что, зная (λ, μ), можно посчитать матрицу корреспонденций [Гасников и др.,
2015b; Гасников и др., 2016a; Dvurechensky et al., 2020; Гасников, Гасникова, 2020]:

di j(λ, μ) =

exp

(−Ti j(t) + λi + μ j

γ

)
∑

(k,l)∈OD

exp

(−Tkl(t) + λk + μl

γ

) . (9)

1 Отметим, что, как уже отмечалось ранее, есть явная связь двойственных переменных с прямыми: te = τe( fe), e ∈ E.
При μ→ 0+ (см. (2)) эта связь становится более хитрой (см. [Гасников и др., 2014; Гасников и др., 2016b; Gasnikov
et al., 2018; Баймурзина и др., 2019; Kubentayeva, Gasnikov, 2020; Гасников, Гасникова, 2020]). Это же замечание
имеет место и для формулы (10) далее.

2 Это седловая задача. Отметим, что известные сейчас оптимальные методы решения выпукло-вогнутых седловых
задач (см., например, [Гасников, 2021; Гасников и др., 2021] и цитированную там литературу) здесь не подходят,
поскольку не получается эффективно проектироваться на ограничение d ∈ (l,w). Поэтому далее это ограничение
заносится в функционал с помощью принципа множителей Лагранжа.

3 Здесь Cλ и Cμ — произвольные числа.
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Для решения задачи выпуклой оптимизации (но, вообще говоря, негладкой, поскольку функ-
ции Ti j(t) негладкие) можно использовать субградиентные методы. А именно, субградиент (да-
лее обозначаем (супер-)субградиент таким же символом, как и градиент ∇) целевого функци-
онала по t (стоящего под минимумом) (1) можно посчитать по формуле Демьянова–Данскина
[Bertsekas, 2009; Гасников, 2021]:∑

(i, j)∈OD

di j(λ, μ)∇Ti j(t) + f =
∑

(i, j)∈OD

di j(λ, μ)∇Ti j(t) +
(
{τ−1

e (te)}e∈E

)T
, (10)

где τ−1
e — обратная функция к τe. Примечательно, что отличие формулы (10) от ее аналога,

который можно получить, решая задачу (4) посредством перехода к двойственной задаче [Гасни-
ков и др., 2016b; Гасников, 2016; Gasnikov et al., 2018; Гасников, Гасникова, 2020; Kubentayeva,
Gasnikov, 2020], только в том, что di j = di j(λ, μ), где (λ, μ) определяются из решения задачи

min
(λ,μ)

D(t, λ, μ) := γ ln

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ∑
(i, j)∈OD

exp

(−Ti j(t) + λi + μ j

γ

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ − 〈l, λ〉 − 〈w, μ〉. (11)

Важное наблюдение, сделанное в работах [Гасников, 2015; Бабичева и др., 2015; Гасников и др.,
2015b; Гасников, 2016; Гасников, Гасникова, 2020], заключается в том, что решать задачу (1)
выгоднее не как задачу оптимизации по переменным (t, λ, μ), а как задачу только по перемен-
ной t, в то время как переменные (λ, μ) лишь используются для подсчета субградиента целевого
функционала по формуле (10) с di j(λ, μ), рассчитываемым по формуле (9), в которой

(λ, μ) := (λ(t), μ(t)) ∈ argmin
(λ,μ)

D(t, λ, μ) (12)

определяются как решение задачи (11). Заметим, что сложность вычисления ∇Ti j(t) оптималь-
ным алгоритмом Дейкстры (детали см., например, в [Гасников и др., 2016b; Gasnikov et al., 2018;
Гасников, Гасникова, 2020]) будет сопоставима со сложностью вычисления (с нужной точно-
стью) матрицы di j(λ(t), μ(t)) [Dvurechensky et al., 2018; Peyre, Cuturi, 2019; Guminov et al., 2019;
Stonyakin et al., 2020; Tupitsa et al., 2020; Гасников, 2021]. Таким образом, получается, что слож-
ность вычисления субградиента для двойственной задачи к (4) и для задачи (1) сопоставима. При
этом свойства гладкости (определяющие скорость сходимости используемых методов) целевого
функционала в задаче (1) при переходе от оптимизации в пространстве (t, λ, μ) к оптимизации
по переменной t могут только улучшиться [Гасников и др., 2015b; Гасников, Гасникова, 2020]
(во всяком случае, не ухудшиться).

Вычислительные эксперименты

Итак, в качестве задачи оптимизации предлагается решать задачу

min
te∈dom σ∗e,e∈E

F(t) := D(t, λ(t), μ(t)) +
∑
e∈E

σ∗e(te). (13)

При этом, согласно (10),

∇F(t) =
∑

(i, j)∈OD

di j(λ(t), μ(t))∇Ti j(t) +
(
{τ−1

e (te)}e∈E

)T
,

где di j(λ(t), μ(t)) определяется формулами (9), (11), (12). В качестве способа решения задачи (13)
предлагается использовать универсальный ускоренный градиентный метод, адаптивно настраи-
вающийся на гладкость задачи [Nesterov, 2015; Гасников и др., 2015b; Гасников и др., 2015a;
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Gasnikov et al., 2018; Баймурзина и др., 2019; Kamzolov et al., 2020; Nesterov et al., 2020;
Гасников, Гасникова, 2020]. В худшем случае можно ожидать такой F(tk) − F(t∗) � O(k−1/2)
скорости сходимости, где t∗ — решение задачи (13) (эта скорость сходимости в общем слу-
чае не улучшаема для данного класса задач, см., например, [Гасников, 2021] и цитированную
там литературу), однако, как следует из результатов [Баймурзина и др., 2019], на практике
можно ожидать F(tk) − F(t∗) � O(k−1). Поскольку оптимальное значение целевого функциона-
ла F(t∗) типично недоступно, то в качестве критерия оценки скорости сходимости в экспери-
ментах планируется использовать величину, оценивающую «зазор двойственности» Δ(tk, Bk) =
= maxt∈Bk∩ dom σ∗ 〈∇F(tk), tk − t〉 (здесь для простоты считаем, что dom σ∗e ≡ dom σ∗). Заметим,
что, с одной стороны, F(tk) − F(t∗) ≤ Δ(tk, Bk), если t∗ ∈ Bk, а с другой стороны, оценки скорости
сходимости (в том числе отмеченные выше) получены в действительности для зазора двойствен-
ности, поскольку универсальный ускоренный градиентный метод является прямо-двойственным
методом [Nesterov, 2015; Гасников и др., 2015b; Гасников и др., 2015a; Gasnikov et al., 2018;
Баймурзина и др., 2019; Kamzolov et al., 2020; Nesterov et al., 2020; Гасников, Гасникова, 2020;
Гасников, 2021]. В численных экспериментах, базируясь на результатах о локализации последо-
вательности, генерируемой методами типа (ускоренного) градиентного спуска [Gasnikov et al.,
2018; Гасников, 2021], в качестве множества Bk выбирают евклидов шар с центром в точке tk
и радиусом, равным 2‖t0 − tk‖2.

Для решения вспомогательной задачи (12) можно использовать алгоритм Синхорна
[Dvurechensky et al., 2018; Peyre, Cuturi, 2019], который в транспортной литературе чаще назы-
вают методом балансировки или методом Брэгмана(–Шелейховского) [Вильсон, 1978; Гасников
и др., 2013]. Можно использовать и ускоренные варианты этого метода [Guminov et al., 2019;
Tupitsa et al., 2020]. Важной особенностью этой линейки методов (альтернативных направлений)
является высокая (линейная) скорость сходимости при немалых значениях γ > 0. К сожале-
нию, точной теории, насколько нам известно, этого режима сходимости еще нет, однако есть
подтверждающие отмеченное наблюдение численные эксперименты и некоторые объяснения,
почему такая сходимость может быть [Kroshnin et al., 2019; Stonyakin et al., 2020]. Стоит отме-
тить, что использование данного подхода предполагает, что для всех i ∈ O, j ∈ D выполняется:
li, w j > 0 и Ti j < ∞. В общем случае OD � O ⊗ D и какие-то Ti j = ∞ (что означает невоз-
можность добраться из района i в район j), так же как возможны районы, которые являются
только жилыми (рабочими) районами, что приводит к li = 0 (w j = 0). Последнюю проблему
можно решать чисто техническим образом (см., например, [Dvurechensky et al., 2018; Kroshnin
et al., 2019]), перераспределяя немного (в зависимости от желаемой точности решения задачи)
с больших компонент этих векторов на нулевые, сохраняя нормировку. Проблему Ti j = ∞ также
можно решать, искусственно вводя пути из i в j, приписывая им большие (но конечные) затраты
(все это можно и содержательно проинтерпретировать). Для решения задачи (13) использовался
вариант ускоренного универсального градиентного метода Нестерова [Nesterov, 2015], постро-
енный на базе ускоренного (быстрого) градиентного метода подобных треугольников [Гасников,
Нестеров, 2018]. Код метода (и его адаптация к задаче (13)) был взят из [Баймурзина и др., 2019;
Кубентаева, 2020; Kubentayeva, Gasnikov, 2020]. В качестве точки старта метода выбиралось
значение t0 = t (см. (2)). В качестве источника данных (G, O, D, OD, l, w, Θ, t, f , γ, κ, μ) выби-
рались различные небольшие города (например, Су-Фолс [Sioux Falls]) с ресурса [Stabler et al.,
2020]. Проводилось два типа экспериментов. В первом подходе использовался метод простой
(прямой) прогонки двух блоков (расчет матрицы корреспонденций алгоритмом Синхорна, затем
вычисление равновесного распределения потоков по путям универсальным ускоренным методом
подобных треугольников в реализации [Баймурзина и др., 2019; Кубентаева, 2020; Kubentayeva,
Gasnikov, 2020], потом пересчет матрицы затрат и снова вычисление матрицы корреспонденций
и т. д.). Второй подход базировался на сочетании универсального ускоренного метода подобных
треугольников в реализации [Баймурзина и др., 2019; Кубентаева, 2020; Kubentayeva, Gasnikov,
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Рис. 1. Результаты вычислительного эксперимента по предложенному новому подходу для города Су-
Фолс. По оси абсцисс указаны итерации, по оси ординат — величина, оценивающая «зазор двойственно-
сти» Δ(tk, Bk) = maxt∈Bk∩ dom σ∗ 〈∇F(tk), tk − t〉

2020] с алгоритмом Синхорна, для расчета матрицы корреспонденций так, как было описано
выше в этой статье. На пример небольшого города Су-Фолс [Sioux Falls] по модели Бэкмана
с μ = 0.25 не удалось добиться сходимости первого подхода. Результаты вычислительного экс-
перимента по второй модели приведены на рис. 1.

Из графика видно, что

F(tk) − F(t∗) ≤ Δ(tk, Bk) � O(k−1.67),

что почти соответствует скорости сходимости в гладком случае ∼ k−2 [Гасников, 2021]. Подчерк-
нем, что рассматриваемая задача (13) существенно негладкая, поэтому наблюдаемый результат
можно интерпретировать таким образом, что негладкость задачи при правильном взгляде на нее
(сквозь призму универсальных методов, настраивающихся на гладкость) не играет существенной
роли в сложности ее численного решения.

Более подробно результаты экспериментов можно посмотреть по ссылке [Котлярова, Яр-
мошик, 2020].

Также был произведен расчет двухстадийной модели для транспортной сети Владивостока.
Дорожный граф и данные о расположении мест жительства были предоставлены Е.А.Нурминс-
ким, а данные об адресах и количествах рабочих мест по ним были собраны с ресурса [Ми-
нистерство труда и социальной политики Приморского края, 2020]. Адреса для последующей
обработки были преобразованы в географические координаты с помощью сервиса [ДаДата]. Для
выбора источников и стоков корреспонденций и определения их характеристик (l,w) город был
разбит на районы сеткой переменного размера и в каждом районе выбрано по одной вершине-
источнику и вершине-стоку корреспонденций. Размеры ячеек выбирались так, чтобы в каждом
районе число людей, въезжающих и выезжающих из него, было достаточно небольшим. На рис. 2
изображены дорожный граф центральной части Владивостока и его разбиение на районы. Код
и результаты моделирования размещены в репозитории [Котлярова, Ярмошик, 2020].
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Рис. 2. Транспортная сеть Владивостока. Серые линии — сетка разбиения на районы. Заполненные цветом
круги — предприятия, где радиус соответствует логарифму числа рабочих мест, а цвет — принадлежности
району

Заключение

В статье были предложены и научно обоснованы способ сведения задачи поиска равновес-
ного распределения транспортных потоков к задаче выпуклой негладкой оптимизации и числен-
ный способ решения полученной задачи оптимизации. И хотя ранее теория уже была описана
в работах [Гасников и др., 2014; Гасников и др., 2015a; Бабичева и др., 2015; Гасников, 2016;
Гасников, Гасникова, 2020], о практической реализации и численных экспериментах с данным
подходом авторам ничего неизвестно. Собственно, вычислительным аспектам в данной статье
было уделено большое внимание. Важная работа была проделана в области приведения теории
из указанных выше источников к общим обозначениям и сбору ее в одном месте. Отметим, что
также большим вкладом является создание первого пакета данных для транспортного модели-
рования Владивостока, что открывает возможности для новых численных экспериментов и ре-
шения задач долгосрочного планирования города. Например, полученный комплекс программ
может отвечать на следующие вопросы: какой из проектов дорожного строительства оптима-
лен, как изменится транспортная ситуация, если построить в этом месте торговый центр (жилой
район, стадион), и т. п.
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