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Предложен многомерный узловой метод характеристик, предназначенный для интегрирования ги-
перболических систем, базирующийся на расщеплении исходной системы уравнений на ряд одномер-
ных подсистем, для расчета которых использован одномерный узловой метод характеристик. Приведены
расчетные формулы, детально описана методика вычислений применительно к односкоростной модели
гетерогенной среды при наличии сил гравитации. Представленный метод применим и к другим гипербо-
лическим системам уравнений. С помощью этого явного, неконсервативного, первого порядка точности
метода рассчитан ряд тестовых задач и показано, что в рамках предлагаемого подхода за счет привле-
чения дополнительных точек в шаблон схемы возможно проведение вычислений с числами Куранта,
превышающими единицу. Так, в расчете обтекания трехмерной ступеньки потоком гетерогенной смеси
число Куранта равнялось 1.2. В случае применения метода Годунова при решении этой же задачи макси-
мальное число Куранта, при котором возможен устойчивый счет, имеет значение 0.13 × 10−2. Еще одна
особенность многомерного метода характеристик связана со слабой зависимостью временного шага от
размерности задачи, что существенно расширяет возможности этого подхода. С использованием этого
метода рассчитан ряд задач, которые ранее считались «тяжелыми» для таких численных методов, как
методы Годунова, Куранта –Изаксона – Рис, что связано с тем, что в нем наиболее полно использованы
преимущества характеристического представления интегрируемой системы уравнений.
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Disclosed is a multidimensional nodal method of characteristics, designed to integrate hyperbolic systems,
based on splitting the initial system of equations into a number of one-dimensional subsystems, for which a one-
dimensional nodal method of characteristics is used. Calculation formulas are given, the calculation method is
described in detail in relation to a single-speed model of a heterogeneous medium in the presence of gravity
forces. The presented method is applicable to other hyperbolic systems of equations. Using this explicit, non-
conservative, first-order accuracy of the method, a number of test tasks are calculated and it is shown that in
the framework of the proposed approach, by attracting additional points in the circuit template, it is possible
to carry out calculations with Courant numbers exceeding one. So, in the calculation of the flow of the three-
dimensional step by the flow of a heterogeneous mixture, the Courant number was 1.2. If Godunov’s method
is used to solve the same problem, the maximum number of Courant, at which a stable account is possible, is
0.13 × 10−2. Another feature of the multidimensional method of characteristics is the weak dependence of the
time step on the dimension of the problem, which significantly expands the possibilities of this approach. Using
this method, a number of problems were calculated that were previously considered “heavy” for the numerical
methods of Godunov, Courant – Isaacson –Rees, which is due to the fact that it most fully uses the advantages of
the characteristic representation of the system of equations.
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1. Введение

Метод характеристик (МХ) широко используется в вычислительной практике при чис-
ленном решении задач из различных предметных областей, таких как газодинамика [Marcum,
Hoffman, 1985; Parpia et al., 1988], электромагнетизм [Sánchez-Alegrı́ar et al., 2019], динамика по-
пуляций [Pilon, Viskanta, 2003] и др., которые описываются гиперболическими системами урав-
нений. Суть МХ состоит в переходе от дифференциальных уравнений в частных производных
к обыкновенным дифференциальным уравнениям, которые записываются вдоль характеристи-
ческих направлений [Русанов, 1963]. В литературе известны различные варианты МХ, исполь-
зуемые при численном интегрировании гиперболических систем уравнений для случая, когда
число независимых переменных равно двум. Это классический одномерный МХ, основанный
на процедуре Массо [Березин, Жидков, 1962], одномерный сеточно-характеристический метод
(ОСХМ) [Магомедов, Холодов, 1969], одномерный узловой метод характеристик (ОУМХ) [Су-
ров, 2010]. В ОУМХ, в отличие от методики расчета из работы [Гидаспов, Северина, 2015],
ударные скачки и контактные разрывы рассчитывались «сквозным» образом и в вычислениях
специально не выделялись. Если же число независимых переменных в системе уравнений боль-
ше двух, то использование МХ существенно осложняется. Общий алгоритм МХ для этого слу-
чая описан в монографии [Sauer, 1966], а его практическое использование приведено, например,
в работе [Sauerwein, 1967]. Заметим, что этот подход ввиду сложности реализации не получил
широкого распространения. Другие схемы многомерного МХ приведены в работе [Магомедов,
1966], а также в монографии [Магомедов, Холодов, 1988]. В настоящей работе, в отличие от
ранее используемых схем, представлен иной вариант многомерного МХ, основанный на расщеп-
лении исходной системы уравнений по пространственным направлениям на ряд одномерных
подсистем с их последующим интегрированием с помощью ОУМХ. В предлагаемом алгоритме
вычислений, в отличие от известного метода дробных шагов [Яненко, 1967], дробные временные
шаги не используются. Примененный способ расщепления по направлениям аналогичен подхо-
ду, описанному в работах [Nakamura et al., 2001; Иванов, Хохлов, 2018]. Отметим также, что
при использовании МУМХ общее количество арифметических операций больше, чем в случае
применения конечно-разностных или конечно-объемных методик, однако время счета задачи за
счет большего временного шага зачастую оказывается существенно меньше. Кроме того, про-
граммная реализация МУМХ гораздо проще, чем у ряда конечно-объемных методик, поскольку
отсутствует необходимость построения сеток, накрывающих расчетную область, с последую-
щим решением задач Римана на гранях смежных ячеек, как, например, в методе Годунова [Су-
ров, 2016], что особенно актуально для трехмерных задач. Применение многомерного узлового
метода характеристик (МУМХ) проиллюстрируем на примере модели односкоростной бинарной
смеси идеального газа со второй несжимаемой фракцией, предназначенной для описания, напри-
мер, запыленного газа или вспененной жидкости [Суров, 2002]. Уравнения этой модели смеси
имеют вид
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где p — давление; u, v, w и gx, gy, gz — компоненты векторов скорости и плотности массовых
сил в направлении осей Ox,Oy и Oz; ρ = (1 − αs)ρ0

g + αsρ
0
s — плотность смеси; ρ

0
i — истинная

плотность i-й фракции (i = g, s); αs — объемная доля дисперсной (несжимаемой) фракции;

e = ε +
1
2

(u2 + v2 + w2) — удельная полная энергия смеси; ε =
1
ρ

[
(1 − αs)p
γ − 1

+ αsρ
0
sεs

]
— удельная

внутренняя энергия смеси (εs = const, т. е. полагаем, что температура жидкой фракции в процессе
движения смеси не меняется); γ — показатель адиабаты газовой составляющей.

2. Алгоритм МУМХ

Опишем подробнее процедуру МУМХ. После ряда преобразований система (1) приводится
к квазилинейному виду:
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— скорость звука в смеси. Рассмотрим малый временной интервал, а имен-

но шаг интегрирования по времени для системы (2). Изменения параметров, которые они пре-
терпевают за этот малый промежуток времени, можно найти, суммируя локальные изменения,
которые происходят по отдельным координатным направлениям. Иными словами, для нахожде-
ния приближенного решения системы (2) за указанный промежуток времени сначала решается
подсистема
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получающаяся из (2), в которой оставлены только слагаемые, изменяющие параметры течения
в направлении оси Ox. После интегрирования (3), базируясь на найденном распределении опре-
деляющих переменных, решаем следующую подсистему:
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в которой учитываются изменения только вдоль координатного направления Oy. И наконец, для
подсчета изменений вдоль Oz необходимо проинтегрировать подсистему
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Характеристическое уравнение подсистемы (3) имеет только действительные корни:
λ1 = u − c, λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = u, λ6 = u + c. Соотношения совместности вдоль характери-
стических направлений dx/dt = u + c могут быть получены из уравнения∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Вычисляя определитель, получим соотношения

ρcdu ± dp =
ρcgx

u ± c
dt, (6)

справедливые на характеристических направлениях λ = u ± c. Вдоль траекторной характеристи-
ки λ = u выполняются равенства

dp = c2dρ, dv = gydt, dw = gzdt, ρdαs = αsdρ, (7)

которые непосредственно следуют из подсистемы (3). Аналогичные соотношения имеют место
и для подсистем (4) и (5).

На основании вышеизложенного при переходе с tn временного шага на tn+1 = tn + Δt про-
цесс вычислений разбивается на серию из нескольких промежуточных тактов, на каждом из
которых узлы расчетной области сначала перебираются вдоль оси Ox и в них по процедуре
ОУМХ определяются значения параметров смеси (p̃, ũ, ṽ, w̃, ρ̃, α̃s), затем с использованием вели-
чин первого промежуточного такта перебором узлов расчетной области вдоль оси Oy рассчиты-
ваются следующие промежуточные значения (p̂, û, v̂, ŵ, ρ̂, α̂s) и, наконец, определяются значения
(p, u, v,w, ρ, αs)n+1 путем применения процедуры ОУМХ в направлении оси Oz.

3. Одномерный алгоритм УМХ

Опишем процедуру ОУМХ, например, для первого промежуточного такта. На осталь-
ных тактах вычисления проводятся аналогично. Для решения поставленной задачи достаточ-
но определить значения искомых величин в узле (xk, tn+1) по их известным значениям в уз-
лах, находящихся на n-м временном слое. Используется следующий итерационный процесс.
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Предполагается, что на «нулевой» итерации (σ = 0) искомые переменные в точке (xk, tn+1) совпа-
дают с их значениями в точке (xk, tn). В этом случае характеристические направления dx/dt = u,
dx/dt = u ± c аппроксимируются выражениями

xk − x(σ)
C = u(σ)Δt, xk − x(σ)

L = (u(σ) + c(σ))Δt, xk − x(σ)
R = (u(σ) − c(σ))Δt,

где Δt = tn+1 − tn. Точки пересечения полученных характеристик с прямой t = tn определяются
соотношениями (рис. 1)
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(
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)
Δt, xσC = xk − u(σ)Δt, x(σ)

R = xk −
(
u(σ) − c(σ)

)
Δt. (8)

Параметры (p̃, ũ, ṽ, w̃, ρ̃, α̃s)(0) в найденных точках (xL, xC , xR)(0) находятся линейной интерполя-
цией по данным из двух ближайших к ним узлов по их известным значениям в узловых точках
(xk−1, xk, xk+1), если xL, xR ∈ [xk−1, xk+1]. Если же точки xL, xC , xR располагаются вне этого отрез-
ка, то значения параметров в них находятся интерполяцией по данным из ближайших к ним
узлов. Отметим, что благодаря этому и возникает возможность проведения расчетов при числах
Куранта, превышающих единицу, как в известных схемах Бима –Уорминга или Фромма.

Перепишем соотношения (6)–(7) в конечноразностном виде:
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n)
)
− p̃(σ+1)(xk, t

n+1) − p(σ)(xR, t
n) =

(
ρc

u − c

)(σ)

R
gxΔt.

(9)

Решая систему (9) при σ = 0 относительно переменных (p̃, ũ, ṽ, w̃, ρ̃, α̃s)
(1), найдем уточнен-

ные значения искомых функций в точке (xk, tn+1). Затем по этим данным из выражений (8)

Рис. 1. Расчетная схема для УМХ
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вычисляются новые координаты (xL, xC , xR)(1), которые в свою очередь используются для опре-
деления ( p̃, ũ, ṽ, w̃, ρ̃, α̃s)

(2) из (9), где необходимо положить σ = 1. Описанный итерационный
процесс продолжается вплоть до сходимости (при невязке 10−7 требуется, как правило, 5–7 ите-
раций).

При решении рассмотренных в работе задач использовались два типа граничных условий:
«непротекания» на вертикальных или горизонтальных поверхностях (криволинейные границы
не рассматривались), а также «мягкие», моделирующие свободное втекание–вытекание среды из
расчетной области. Первые конструируются достаточно просто: в направлении, ортогональном
к границе, применяется общий итерационный алгоритм, в расчетных формулах которого обну-
ляется нормальная к границе компонента скорости. Например, для случая вертикальной твердой
стенки, поскольку на ней компонента скорости uk = 0, соотношения (8) приводятся к виду

p̃(σ+1)(xk, t
n+1) − p(σ)(xL, t

n) − (ρuc)(σ)
L =

(
ρc

u + c

)(σ)

L
gxΔt,

p̃(σ+1)(xk, t
n+1) − p(σ)(xL, t

n) = (c2)(σ)
C

(̃
ρ(σ+1)(xk, t

n+1) − ρ(σ)(xC , t
n)
)
,

ṽ(σ+1)(xk, t
n+1) = v(σ)(xC , t

n) + gyΔt, w̃(σ+1)(xk, t
n+1) = w(σ)(xC , t

n) + gzΔt,

α̃(σ+1)
s (xk, t

n+1) − α(σ)
s (xk, t

n) =

(
αs

ρ

)(σ)

C

(
ρ̃(σ+1)(xk, t

n+1) − ρ(σ)(xC , t
n)
)
.

Аналогично вычисляются значения параметров смеси и на других непроницаемых стенках.
Второй тип граничных условий базируется на широко используемом в вычислительной практике
способе, основанном на экстраполяции.

4. Результаты численного моделирования

С использованием описанного алгоритма МУМХ решена одномерная задача Римана (с по-
мощью многомерного кода) в газожидкостной смеси с ρ0

s = 1000 кг/м3, параметры которой до
распада следующие: слева от диафрагмы (x < 25) p0L = 0.5 MПа, u0L = 0, αs0L = 0.5, θ0L = 320 K;
справа от нее (x > 25) p0R = 0.1 МПа, u0R = 0, αs0R = 0.2, θ0L = 300 K. В момент времени t = 0
диафрагма мгновенно удаляется, при этом реализуется режим течения с ударной волной, движу-
щейся вправо, и волной разрежения, перемещающейся влево.

На рис. 2 приведены распределения p(x)/p0, u(x), ρ(x), αs(x), полученные к моменту вре-
мени t = 0,5 c на сетке из 1000 узловых точек с использованием МУМХ. На этом же графике
показаны соответствующие зависимости, рассчитанные с помощью численного метода Куран-
та –Изаксона – Рис (КИР) [Куликовский и др., 2012], выполненные на такой же сетке и с тем же
временным шагом:

Un+1
i − Un

i

Δt
+ An

i

Un
i+1/2 − Un

i−1/2

Δx
= 0,

где

Un
m+1/2 =

1
2

(
Un

m + U
n
m+1

)
+

1
2

(
Ω−1 [

sign(Λ)
]
Ω
)n

m

(
Un

m − Un
m+1

)
, m = i, i − 1.

Здесь

U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρ

u
p
αs

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u ρ 0 0

0 u
1
ρ

0

0 ρc2 u 0

0 αs − 1 0 u

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Рис. 2. Зависимости параметров смеси к моменту времени t = 0.5 с, полученные МУМХ (сплошные
кривые) и методом КИР (штриховые)

Матрицы Ω, Λ, Ω−1 определяются в соответствии с выражениями

Ω =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −ρc 1 0

−c2 0 1 0
1
ρ

0 0
1

1 − αs
0 ρc 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u − c 0 0 0

0 u 0 0
0 0 u 0
0 0 0 u + c

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Ω−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

2c2
− 1

c2
0

1

2c2

− 1
2ρc

0 0
1

2ρc
1
2

0 0
1
2

αs − 1

2ρc2

1 − αs

ρc2
1 − αs

αs − 1

2ρc2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отметим, что при использовании МУМХ при некоторой потери точности в вычислениях
временной шаг может на порядок превышать допустимый в методе КИР, который, как известно,
не может превышать значения, определяемого критерием Куранта (Co < 1). Этот факт ранее
отмечался в работе [Surov, 2014].

В качестве иллюстрации расчета двумерного течения в рамках многожидкостной гидро-
динамики [Суров, 2013] рассмотрено взаимодействие плоской воздушной ударной волны (УВ),
распространяющейся по невозмущенному воздуху (γ = 1.4, p0 = 0.1 МПа, θ0 = 293 K, αs = 10−8),
с неподвижным приповерхностным слоем запыленного газа (αs = 6 × 10−3, ρ0

s = 1000 кг/м3), на-
чальное положение которого приведено на рис. 3, а. Давление, скорость и плотность воздуха
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Рис. 3. Распределение давления p/p0 при взаимодействии воздушной УВ с приповерхностным газожид-
костным слоем к моментам времени t = 0 (а) и 80 мс, рассчитанные с использованием МУМХ (б) и ме-
тодом Годунова (в)

за фронтом воздушной УВ рассчитывались из соотношений

psh =
p0

γ + 1

[
1 + γ(2M2 − 1)

]
, ush =

2c0

γ + 1

(
M − 1

M

)
, ρ0

gsh =
ρ0

g0(γ + 1)

γ − 1 +
2

M2

,

где c0 и M = D/c0 — скорость звука в невозмущенном газе и число Маха (D — скорость пе-
ремещения фронта УВ) соответственно. Гравитационные силы не учитывались, т. е. полагалось,
что gx = gy = 0. Для визуализации газожидкостного слоя использовался метод маркеров [Surov,
2001], для чего в область, занятую дисперсной средой, помещались невесомые маркеры, пе-
ремещающиеся с локальной скоростью смеси, которые в процессе вычислений не участвуют,
а используются лишь для целей визуализации деформации дисперсного слоя.

На рис. 3, б представлена форма деформированного слоя, а также изобары для УВ с чис-
лом Маха 1.1, полученные к моменту времени t = 80 мс с использованием описанного выше
алгоритма МУМХ. Параметры составляющих смесь фракций те же, что и в предыдущем приме-
ре. Вычисления проводились на сетке из 700×100 узлов. Шаг по времени полагался неизменным
во все время расчета и равнялся Δt = 2.77 × 10−4 с, что соответствует числу Куранта Co = 0.99,
рассчитанному по параметрам невозмущенного газа за фронтом ударного скачка. Для сравне-
ния на рис. 3, в приведены результаты вычислений этой же задачи на той же сетке к тому же
моменту времени, но выполненные с использованием метода Годунова [Суров, 2016], при этом
для устойчивого счета временной шаг оказался более чем на порядок меньше, чем в случае при-
менения МУМХ (Δt = 0.2 × 10−4 с, Co = 0.07). Общие временные затраты при решении этой
задачи для метода Годунова на порядок больше, чем в случае использования МУМХ. Из пред-
ставленных данных видно, что ударные скачки, рассчитанные методом Годунова, «размываются»
существенно сильнее.

Заметим, что при решении газодинамических задач, в отличие от расчетов течений ге-
терогенных сред, метод Годунова требует меньших временных затрат по сравнению с МУМХ.
Для иллюстрации этого были проведены расчеты задачи с наклонным падением воздушной УВ
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Рис. 4. Распределение давления p/p0 при наклонном падении воздушной УВ на твердую стенку к момен-
там времени t = 0 (а) и 80 мс, рассчитанное с использованием МУМХ (б) и методом Годунова (в)

с теми же параметрами, что и в предыдущем примере на нижнюю твердую стенку. Координатные
оси Ox и Oy имеют горизонтальное и вертикальное направления. Начальное распределение дав-
ления (p/p0) приведено на рис. 4, а. На рис. 4, б и рис. 4, в приведены данные по относительному
давлению, полученные к моменту времени t = 48 мс с использованием методов МУМХ и Годуно-
ва [Суров, 2016] соответственно. Расчеты по обоим методам выполнены на сетке из 500×500 уз-
лов. Оказалось, что общее время счета этой задачи в случае применения МУМХ (с числом Ку-
ранта 0.8) в полтора раза больше, чем при использовании метода Годунова (с числом Co = 0.4:
это максимальное значение, при котором возможен устойчивый счет), несмотря на меньшее —
почти в два раза — число временных шагов. Отметим также, что ударные скачки в случае при-
менения МУМХ менее размыты, что видно из сравнения данных на рис. 4, б и рис. 4, в.

В качестве следующего примера рассмотрена задача о растекании столба жидкости
(αs = 0.98, ρ0

s = 1000 кг/м3), находящегося в поле массовых сил (gx = 0, gy = −9.8 м/с2), на-
чальное положение и форма которого на момент времени t = 0 приведены на рис. 5, а. Во всем
расчетном пространстве на момент времени t = 0 полагалось: p0 = 0.1 МПа, u = v = 0. Рас-
сматриваемый жидкий столб располагается в воздухе при нормальных условиях, где полагалось
αs = 10−8. Расчеты выполнены на равномерной сетке из 500 × 70 узлов. Временной шаг во все
время расчета полагался постоянным и равным Δt = 2.5 × 10−4 с.

На рис. 5, б–в приведена форма растекающегося столба на моменты времени 0.25 и 0.75 с.
Отметим, что рассчитать эту задачу с использованием метода Годунова не удается.

Опыт использования МУМХ при решении разнообразных задач показал, что зачастую
только с помощью этого метода за приемлемое время возможно рассчитать то или иное течение
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Рис. 5. Форма столба жидкости к моментам времени: 0 с (а); 0.25 с (б); 0.75 с (в)

Рис. 6. Обтекание ступеньки дисперсным потоком: геометрия задачи (a); распределение давления p/p0

в плоскости z = 0 к моменту времени t = 80 мс, рассчитанное с использованием МУМХ (б); то же, но для
двумерной задачи (в)

многофазной среды. В частности, на рис. 6, б приведено распределение относительного дав-
ления в плоскости z = 0 на момент времени t = 0.2 с при обтекании трехмерной ступеньки,
представленной на рис. 6, а, потоком дисперсной среды. В начальный момент t = 0 упомянутая
выше ступенька с размерами hy = hz = 1 помещалась в однородный поток дисперсной среды
(αs = 5 × 10−3), движущийся вдоль оси Ox со скоростью 150 м/с. Плоскости xOy, xOz — твер-
дые стенки, на остальных граничных плоскостях использовались мягкие граничные условия.
В расчете, выполненном на сетке из 150 × 70× 70 узлов с использованием МУМХ, число Куран-
та равно 1.2. Для сравнения на рис. 6, в представлено распределение относительного давления
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при обтекании ступеньки в двумерном приближении, полученное к тому же моменту времени.
Из представленных данных видно, что в трехмерном случае давление на лобовом торце меньше,
чем в двумерном расчете, кроме того, отраженный скачок располагается на меньшем расстоя-
нии от ступеньки за счет большего числа уровней свободы по сравнению с двумерным случаем.
Отметим также, что расчет этой задачи с использованием метода Годунова требует неприемле-
мо больших временных затрат, поскольку максимальное число Куранта, при котором возможен
устойчивый счет, имеет значение 0.13 × 10−2.

5. Заключение

Представлен простой, но эффективный многомерный узловой метод характеристик, пред-
назначенный для интегрирования гиперболических систем, базирующийся на расщеплении ис-
ходной системы уравнений на ряд одномерных подсистем, для расчета которых использован
одномерный узловой метод характеристик, в котором наиболее полно использованы преиму-
щества характеристического представления интегрируемой системы уравнений. Для ряда задач
результаты расчетов с помощью МУМХ сопоставлены с данными, полученными с использова-
нием методов КИР и Годунова. Отмечено свойство МУМХ, связанное со слабой зависимостью
временного шага от размерности задачи.
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