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Для системы автономных дифференциальных уравнений изучаются динамические сценарии, приво-
дящие к мультистабильности в виде континуальных семейств устойчивых решений. Используется под-
ход на основе определения косимметрий задачи, вычисления стационарных решений и численно-анали-
тического исследования их устойчивости. Анализ проводится для уравнений типа Лотки –Вольтерры,
описывающих взаимодействие двух хищников, питающихся двумя родственными видами жертв. Для
системы обыкновенных дифференциальных уравнений 4-го порядка с 11 вещественными параметрами
проведено численно-аналитическое исследование возможных сценариев взаимодействия. Аналитически
найдены соотношения между управляющими параметрами, при которых реализуется линейная по пере-
менным задачи косимметрия и возникают семейства стационарных решений (равновесий). Установлен
случай мультикосимметрии и представлены явные формулы для двупараметрического семейства рав-
новесий. Анализ устойчивости этих решений позволил обнаружить разделение семейства на области
устойчивых и неустойчивых равновесий. В вычислительном эксперименте определены ответвившиеся от
неустойчивых стационарных решений предельные циклы и вычислены их мультипликаторы, отвечаю-
щие мультистабильности. Представлены примеры сосуществования семейств устойчивых стационарных
и нестационарных решений. Проведен анализ для функций роста логистического и «гиперболического»
типов. В зависимости от параметров могут получаться сценарии, когда в фазовом пространстве реализу-
ются только стационарные решения (сосуществование жертв без хищников и смешанные комбинации),
а также семейства предельных циклов. Рассмотренные в работе сценарии мультистабильности позволяют
анализировать ситуации, возникающие при наличии нескольких родственных видов на ареале. Эти ре-
зультаты являются основой для последующего анализа при отклонении параметров от косимметричных
соотношений.

Ключевые слова: мультистабильность, мультикосимметрия, семейство равновесий, предельные
циклы
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Dynamic scenarios leading to multistability in the form of continuous families of stable solutions are studied
for a system of autonomous differential equations. The approach is based on determining the cosymmetries of
the problem, calculating stationary solutions, and numerically-analytically studying their stability. The analysis
is carried out for equations of the Lotka –Volterra type, describing the interaction of two predators feeding
on two related prey species. For a system of ordinary differential equations of the 4th order with 11 real
parameters, a numerical-analytical study of possible interaction scenarios was carried out. Relationships are found
analytically between the control parameters under which the cosymmetry linear in the variables of the problem
is realized and families of stationary solutions (equilibria) arise. The case of multicosymmetry is established and
explicit formulas for a two-parameter family of equilibria are presented. The analysis of the stability of these
solutions made it possible to reveal the division of the family into regions of stable and unstable equilibria. In
a computational experiment, the limit cycles branching off from unstable stationary solutions are determined
and their multipliers corresponding to multistability are calculated. Examples of the coexistence of families of
stable stationary and non-stationary solutions are presented. The analysis is carried out for the growth functions
of logistic and “hyperbolic” types. Depending on the parameters, scenarios can be obtained when only stationary
solutions (coexistence of prey without predators and mixed combinations), as well as families of limit cycles, are
realized in the phase space. The multistability scenarios considered in the work allow one to analyze the situations
that arise in the presence of several related species in the range. These results are the basis for subsequent analysis
when the parameters deviate from cosymmetric relationships.
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Введение

Под мультистабильностью понимается существование нескольких устойчивых решений
нестационарной задачи, когда в зависимости от начальных данных реализуются те или иные
решения. Подобные явления характерны для нелинейных систем и встречаются при математиче-
ском моделировании проблем физики, химии, биологии и т. д. [Feudel, 2008]. При этом возмож-
ны нетривиальные бифуркационные сценарии и специфические механизмы реализации решений
(аттракторов), определяемые их расположением в фазовом пространстве и числом. В некоторых
случаях появляются семейства решений со скрытыми параметрами, когда существует бесконеч-
ное множество аттракторов. Например, бесконечное число равновесий в динамической системе
может быть вызвано существованием непрерывной группы симметрии или косимметрии [Юдо-
вич, 1991]. В случае симметрии характеристики устойчивости членов семейства одинаковы, а ко-
симметрия [Yudovich, 1995] приводит к появлению непрерывного семейства с индивидуальным
спектром. В частности, косимметричное семейство может содержать дуги устойчивых и неустой-
чивых равновесий.

Анализ ряда задач конвекции [Govorukhin, Yudovich, 1999; Абделхафиз, Цибулин, 2019]
и популяционной динамики [Епифанов, Цибулин, 2016; Епифанов, Цибулин, 2017; Budyansky
et al., 2019] показал, что косимметрия может получаться при некоторых дополнительных соот-
ношениях на параметры задачи. При этом фактически выделяются некоторые подклассы систем,
обладающих семействами стационарных состояний (распределений в случае пространственной
неоднородности). Исследование этих подклассов далее позволяет рассмотреть исходную модель
как возмущение косимметричного случая. Так, в [Епифанов, Цибулин, 2016] показано, что для
задачи с двумя хищниками и одной жертвой возможно сосуществование однопараметрических
семейств стационарных состояний и семейства предельных циклов, а при нарушении косим-
метричных соотношений реализуются различные сценарии, в том числе выдавливание одного
из хищников. Для системы двух жертв и хищника в [Епифанов, Цибулин, 2017] установлена
возможность присутствия в фазовом пространстве устойчивых решений из трех семейств: сосу-
ществующих стационарных состояний для жертв без хищника, равновесий с хищником и пре-
дельных циклов.

В данной работе рассматривается случай мультикосимметрии [Куракин, Юдович, 2000]
на примере системы двух хищников и двух жертв. Находятся условия, при которых реализуется
двупараметрическое семейство стационарных состояний и анализируется устойчивость решений
из семейства. Для конкретных значений параметров проводится вычислительный эксперимент
по вычислению устойчивых предельных циклов и их мультипликаторов. Насколько известно
авторам, подобное исследование для допускающих мультистабильность систем не проводилось.

Постановка задачи

Рассматриваются уравнения типа Лотки –Вольтерры, описывающие взаимодействие двух
хищников и двух жертв:

u̇ j = uj

[
μ j f (u1 + u2) − l j3v1 − l j4v2

]
≡ f j, j = 1, 2, (1)

v̇ j = v j(−l j + μ j1u1 + μ j2u2) ≡ f j+2, j = 1, 2. (2)

Здесь функции u1(t), u2(t) характеризуют относительные численности популяций жертв, а v1(t),
v2(t) — популяций хищников. Точка означает дифференцированные по времени t, рост популяций
жертв регулируется функцией f (w) = (ν1 + ν2w)(1 − w), так что при ν1 = 1, ν2 = 0 получается
логистический закон, а при ν1 = 0, ν2 = 1 — гиперболический [Свирежев, 1987].
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Модель содержит 14 неотрицательных параметров: μ1, μ2 — коэффициенты линейного
внутреннего роста жертв, l1, l2 — коэффициенты естественной убыли хищников, регулирую-
щими прирост хищников и убыль жертв μi j, lik (i, j = 1, 2, k = 3, 4). Заменой времени μ1t → t
и переменных v j (хищника) можно привести систему к задаче с 11 параметрами, т. е. можно
считать, что μ1 = l13 = l14 = 1.

Система (1)–(2) с правой частью F = ( f1, f2, f3, f4)T для любых значений параметров имеет
следующие равновесия:

u1 = u2 = v1 = v2 = 0, (3)

u1 =
l1
μ11
, u2 = 0, v1 =

μ1

l13
f

(
l1
μ11

)
, v2 = 0, l1 < μ11, (4)

u1 =
l2
μ21
, u2 = 0, v1 = 0, v2 =

μ1

l13
f

(
l2
μ21

)
, l2 < μ21, (5)

u1 = 0, u2 =
l2
μ22
, v1 = 0, v2 =

μ2

l24
f

(
l2
μ22

)
, l2 < μ22, (6)

u1 = 0, u2 =
l1
μ12
, v1 =

μ2

l24
f

(
l1
μ12

)
, v2 = 0, l2 < μ22. (7)

Их устойчивость анализируется при помощи метода линеаризации. Например, нулевое равнове-
сие неустойчиво, а равновесие (4) устойчиво при

μ2

μ1
<

l23

l13
,
μ21

μ11
<

l2
l1
, l1 ∈

[
μ11

2
, μ11

]
. (8)

Равновесие (6) устойчиво при

μ2

μ1
<

l24

l14
,
μ22

μ12
>

l2
l1
, l2 ∈

[
μ22

2
, μ22

]
. (9)

Равновесия (4)–(7) при некоторых соотношениях на параметры могут принадлежать семействам
стационарных состояний. Это означает появление сильной мультистабильности — сосущество-
вание континуальных семейств устойчивых решений. При этом у каждого решения имеется
бассейн — область начальных данных, из которых реализуется данное решение.

Семейства равновесий

Для любых значений параметров система (1)–(2) имеет однопараметрическое семейство
равновесий

u1 + u2 = 1, v1 = 0, v2 = 0. (10)

Его можно параметризовать следующим образом:

u1 = 1 − θ, u2 = θ, v1 = 0, v2 = 0, 0 ≤ θ ≤ 1. (11)

Для равновесия с континуальным номером θ характеристическое уравнение имеет четыре веще-
ственных корня:

σ1 = 0, σ2 = (μ1 − μ2) θ − μ1, σ3 = (−μ21 + μ22) θ − l2 + μ21,

σ4 = (−μ11 + μ12) θ − l1 + μ11. (12)
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Нулевое значение σ1 отвечает нейтральной устойчивости вдоль семейства. Устойчивость
в трансверсальном направлении будет, если σ3 < 0 и σ4 < 0. Следовательно, равновесие с номе-
ром θ из семейства (11) является устойчивым при выполнении условий

(−μ21 + μ22) θ < l2 − μ21, (−μ11 + μ12) θ < l1 − μ11. (13)

В частности, семейство может состоять из устойчивых и неустойчивых равновесий. При боль-
ших значениях коэффициентов смертности хищников l j > max(μ j1, μ j2) ( j = 1, 2) семейство рав-
новесий (11) полностью устойчиво. Если l j < min(μ j1, μ j2) ( j = 1, 2), семейство будет состоять из
неустойчивых равновесий.

Косимметрия

Для системы автономных дифференциальных уравнений первого порядка, разрешенных
относительно производных, косимметрия есть векторное поле, ортогональное вектору правой
части системы [Юдович, 1991]. Присутствие нетривиальной косимметрии может служить есте-
ственной причиной существования у векторного поля непрерывных семейств равновесий. Отли-
чие семейства равновесий в случае косимметричной динамической системы от орбиты действия
группы симметрии состоит в том, что спектр устойчивости равновесий меняется вдоль семей-
ства. Такое семейство может подразделяться на подмножества устойчивых и неустойчивых по
линейному приближению равновесий. Под устойчивостью равновесия понимается его асимпто-
тическая устойчивость в трансверсальном к семейству подпространстве. Если имеется k неза-
висимых косимметрий, то в условиях общего положения существует k-мерное подмногообразие
равновесий [Куракин, Юдович, 2000].

При выполнении следующих условий на параметры:

μ2

μ1
=

l23

l13
=

l24

l14
= γ1 > 0 (14)

система (1)–(2) имеет косимметрию

L1 = (γ1u2,−u1, 0, 0)T . (15)

Это доказывается непосредственно вычислением скалярного произведения косимметрии L1

и правой части системы F при учете соотношений (14).
С учетом (14) уравнения (1)–(2) принимают вид

u̇1 = u1
[
μ1 f (u1 + u2) − l13v1 − l14v2

]
, (16)

u̇2 = γ1u2
[
μ1 f (u1 + u2) − l13v1 − l14v2

]
, (17)

v̇1 = v1(−l1 + μ11u1 + μ12u2), (18)

v̇2 = v2(−l2 + μ21u1 + μ22u2). (19)

Данная система имеет однопараметрическое семейство равновесий

u1 =
d1

d0
, u2 =

d2

d0
v1 =

1
l13

(
μ1 f̂ − β

)
, v2 =

β

l14
, β ∈

[
0, μ1 f̂

]
, (20)

d0 = μ11μ22 − μ12μ21, d1 = l1μ22 − l2μ12, d2 = l2μ11 − l1μ21, f̂ = f

(
d1

d0
+

d2

d0

)
.

Это семейство существует при дополнительных ограничениях на параметры, которые следуют
из условий d0 � 0, d2d0 ≥ 0, d1d0 ≥ 0. Трансверсальная устойчивость членов семейства (20)
определяется по корням характеристического полинома

σ2
(
σ2 − q1σ + r1

)
= 0, (21)

2020, Т. 12, № 6, С. 1451–1466



1456 Т.Д. Ха, В. Г. Цибулин

где

q1 = μ1(γ1μ1u2 + u1) f ′(u1 + u2),

r1 = γ1(μ12l13u2v1 + μ22l14u2v2) + μ11l13u1v1 + μ21l14u1v2.

Значение σ = 0 соответствует нейтральной устойчивости в направлении семейства. Равновесие
из (20) должно удовлетворять неравенству u1 + u2 < 1 и устойчиво при f ′(u1 + u2) < 0, т. е. необ-
ходимо выполнение следующих условий на параметры:

1
2
<

l1μ22 − l2μ12 + l2μ11 − l1μ21

μ11μ22 − μ12μ21
< 1. (22)

При выполнении следующих соотношений между параметрами:

μ21

μ11
=
μ22

μ12
=

l2
l1
= γ2 > 0 (23)

у системы (1)–(2) имеется косимметрия

L2 = (0, 0, γ2v2,−v1)T . (24)

В этом случае существует однопараметрическое семейство равновесий

u1 =
l1 − α
μ11
, u2 =

α

μ12
, v1 =

g1

g0
f∗, v2 =

g2

g0
f∗, f∗ = f

(
l1 − α
μ11

+
α

μ12

)
,

g0 = l13l24 − l14l23, g1 = (l24μ1 − l14μ2), g2 = (l13μ2 − l23μ1), α ∈ [0, l1]. (25)

Для этого параметры должны удовлетворять условиям g0 � 0, g2g0 ≥ 0, g1g0 ≥ 0. Трансверсаль-
ная устойчивость членов семейства определяется корнями характеристического полинома

σ3 − q2σ
2 + r2σ + s2 = 0, (26)

где

q2 = f ′(u1 + u2)(μ1u1 + μ2u2),

r2 = γ2v2(l14μ11u1 + l24μ12u2) + v1(l13μ11u1 + l23μ12u2),

s2 = (μ12 − μ11) f ′(u1 + u2)u1u2(γ2l14μ2v2 − γ2l24μ1v2 + l13μ2v1 − l23μ1v1).

В силу неотрицательности переменных и параметров r2 ≥ 0, а выражение для s2 можно записать
в виде

s2 =
1
f∗

(μ12 − μ11) f ′(u1 + u2)(1 − γ2)g0u1u2v1v2. (27)

Для устойчивости равновесия из семейства (25) необходим, чтобы

q2 < 0, s2 > 0, s2 + q2r2 < 0.

Мультикосимметрия

При совместном выполненным условий (14) и (23) векторное поле F ортогонально линей-
ной комбинации L1 и L2

L ≡ (1 − æ)L1 + æL2, æ ∈ [0, 1]. (28)

Это соответствует мультикосимметрии [Куракин, Юдович, 2000].
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С учетом (14) и (23) уравнения (1)–(2) примут вид

u̇1 = u1
[
μ1 f (u1 + u2) − l13v1 − l14v2

]
, (29)

u̇2 = γ1u2
[
μ1 f (u1 + u2) − l13v1 − l14v2

]
, (30)

v̇1 = v1(−l1 + μ11u1 + μ12u2), (31)

v̇2 = γ2v2(−l1 + μ11u1 + μ12u2). (32)

Система (29)–(32) имеет двупараметрическое семейство равновесий вида

μ11u1 + μ12u2 = l1, l13v1 + l14v2 = −μ1 f (u1 + u2), (33)

которое можно параметризовать следующим образом:

u1 =
l1 − α
μ11
, u2 =

α

μ12
, v1 =

1
l13

(μ1 f∗ − β), v2 =
β

l14
, (α, β) ∈ [0, l1] × [

0, μ1 f∗
]
. (34)

Характеристическое уравнение для равновесия с континуальным номером (α, β) имеет вид

σ2
(
σ2 − q3σ + r3

)
= 0, q3 = γ1 (μ1u2 + u1) f ′ (u1 + u2),

r3 = γ1u2(γ2l14v2 + μ12l13v1) + u1(γ2l14v2 + μ11l13v1). (35)

Это равновесие устойчиво при

0 < (μ12 − μ11)α + μ12(μ11 − l1) <
1
2
μ11μ12. (36)

Неравенства (36) не зависят от β, поэтому устойчивость равновесий семейства (34) зависит толь-
ко от номера α.

Если γ1 = 1, то различие между видами жертв стирается. В этом случае система (29)–(32)
сводится к задаче относительно трех уравнений (см. [Епифанов, Цибулин, 2016]), описывающих
динамику жертвы и двух хищников:

u̇ = u[μ1 f (u) − l12v1 − l13v2], v̇1 = v1(−l1 + μ11u), v̇2 = v2(−l2 + μ21u). (37)

Аналогично при γ2 = 1 получается задача для хищника и двух жертв (см. [Епифанов,
Цибулин, 2017]):

u̇1 = u1[μ1 f (u1 + u2) − l13v], u̇2 = u2[μ2 f (u1 + u2) − l23v], v̇ = v(−l1 + μ11u1 + μ12u2). (38)

Наконец, при γ1 = γ2 = 1 остается модель «хищник–жертва»

u̇ = u
[
μ1 f (u) − l11v

]
, v̇ = v(−l1 + μ11u).

В общем случае γ1 � 1 и γ2 � 1 можно показать, что система (29)–(32) в качестве реше-
ний допускает только равновесия и предельные циклы. Действительно, если разделить уравне-
ние (30) на (29) и уравнение (32) на (31), то получается система

du2

du1
= γ1

u2

u1
,

dv2

dv1
= γ1

v2

v1
, (39)

из которой следуют выражения, связывающие отдельно жертвы и хищников, т. е.

u2 = c1u1
γ1 , v2 = c1v1

γ2 ,

где c1 и c2 являются неотрицательными константами.
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Для c1 > 0 и c2 > 0 получается система второго порядка, решениями которой будут равно-
весия или предельные циклы

u̇1 = u1
[
μ1 f

(
u1 + c1u1

γ1
) − l13v1 − c2l14v1

γ2
]
, (40)

v̇1 = v1
[−l1 + μ11u1 + c1μ12u1

γ1
]
. (41)

Отметим, что в случае условий, при которых имеется мультикосимметрия, для семей-
ства (11) упрощается анализ устойчивости. Из (13) получается, что σ4 = γ2σ3, и условие устой-
чивости примет вид

(μ11 − μ12) θ > μ11 − l1. (42)

Поскольку γ1 > 0 и θ ≤ 1, равновесие из семейства (11) устойчиво при условии (42). Не
нарушая общности, далее считаем, что γ1 < 1 и γ2 > 1. При l1 > μ11 семейство равновесий (11)
полностью устойчиво.

Численный анализ

Для исходной задачи даже ограничения на параметры, накладываемые условиями суще-
ствования косимметрии, оставляют большую вариативность в выборе коэффициентов. Проил-
люстрируем некоторые динамические сценарии, зафиксировав следующие параметры:

μ1 = 1, μ11 = 1, μ12 =
3
5
, l1 =

2
5
, γ1 =

1
2
, γ2 =

3
2
. (43)

Двупараметрическое семейство равновесий

Проанализируем устойчивость равновесий (34) в зависимости от параметров семейств α, β
и двух произвольных коэффициентов l13, l14. В этом случае семейство (11) неустойчиво, так как

из (13) следует θ >
3
2
. Для равновесия из семейства (34) получается

u1 =
2
5
− α, u1 =

5
3
α, v1 =

1
l13

[(
2
5
+

2
3
α

) (
3
5
− 2

3
α

)
− β

]
, v2 =

β

l14
. (44)

Характеристический полином имеет вид

σ2
[
σ2 +

(
−2

9
α2 +

17
30
α − 2

25

)
σ +

2
9
α3 − 11

45
α2 − 1

15
α − 1

4
αβ +

1
5
β +

12
125

]
. (45)

Два нулевых значения отвечают нейтральной устойчивости. В трансверсальном к семейству на-
правлении устойчивость определяется корнями квадратного уравнения

σ2 + qσ + r, q =

(
−2

9
α2 +

17
30
α − 2

25

)
, r =

2
9
α3 − 11

45
α2 − 1

15
α − 1

4
αβ +

1
5
β +

12
125
. (46)

Проведенный анализ показывает разнообразное поведение системы в зависимости от выбора
точки на семействе. На рис. 1 дана карта значений параметров α, β, для которых равновесия
семейства E(α, β) являются устойчивыми (область 1), и значений, при которых реализуются пре-
дельные циклы (область 2). При значениях параметров за границами областей 1 и 2 получаются
решения с отрицательной плотностью видов.
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Рис. 1. Области устойчивости (1) и неустойчивости (2) двупараметрического семейства равновесий

При возмущении равновесного состояния, принадлежащего семейству (44), наблюдается
сходимость к равновесиям этого семейства или выход на семейство предельных циклов. На-
пример, при α = 0.159, β = 0.15 и l13 = 1, l14 = 1 равновесием будет точка E(0.159, 0.15) =
= (0.241, 0.265, 0.1, 0.15). Численный эксперимент проводился для четырех случаев, отвечающих
возмущению на 0.03 каждой из компонент вектора E(0.159, 0.15).

Ẽ( j)
i = E + 0.03δi j, i, j = 1, ..., 4.

После установления по формулам (44) определялись значения α и β, характеризующие получив-
шееся равновесие. Результаты даны в табл. 1, расположение полученных равновесий приведено
на рис. 2.

Таблица 1. Реализация стационарных состояний при возмущении равновесия E(0.159, 0.15)

Начальная точка α β

E(0.159, 0.15) = E∗ 0.159 0.15

E∗ + (0.03, 0, 0, 0) 0.1521 0.15004

E∗ + (0, 0.03, 0, 0) 0.172116 0.14986

E∗ + (0, 0, 0.03, 0) 0.158994 0.13113

E∗ + (0, 0, 0, 0.03) 0.1591 0.1582

В численном эксперименте получено, что каждый раз реализовывалось новое равновесие
и чем ближе α к границе устойчивости (α = 0.15), тем медленнее сходимость к устойчиво-
му равновесию. В случае исходной точки, приближенной к границе устойчивости (α = 0.153),
при таком же возмущении в результате установления были получены три равновесия, а также
предельный цикл, принадлежащий семейству периодических решений (см. рис. 2 и табл. 2).

Семейство предельных циклов

При возмущении неустойчивых равновесий из области 2 (рис. 1) реализуются предель-
ные циклы. Например, в результате установления из окрестности неустойчивого равновесия
E(0.072, 0.2) (параметры α = 0.072, β = 0.2) был получен устойчивый предельный цикл, ко-
торому принадлежит точка Q = (0.23656, 0.10191, 0.013405, 0.030177). В табл. 3 представлены
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Рис. 2. Реализация устойчивых решений при возмущении равновесия E(0.159, 0.15) (слева) и E(0.153, 0.15)
(справа)

Таблица 2. Реализация стационарных состояний и периодического режима при возмущении равновесия
E(0.153, 0.15)

Начальная точка α β

E(0.153, 0.15) = E∗ 0.153 0.15

E∗ + (0.03, 0, 0, 0) Цикл

E∗ + (0, 0.03, 0, 0) 0.166332 0.14992

E∗ + (0, 0, 0.03, 0) 0.153006 0.13118

E∗ + (0, 0, 0, 0.03) 0.152982 0.15825

результаты вычисления мультипликаторов для цикла, характеризуемого точкой Q, и циклов, по-
лучающихся при возмущении (δ = 0.03) одной из координат точки Q. Расчет мультипликаторов
проводился при помощи метода стрельбы (см. приложение).

В табл. 3 значение 1 в последней колонке ρ4 отвечает направлению вдоль орбиты цик-
ла, а близкие к единице значения означают наличие соседних циклов из семейства. Такие ха-
рактеристики соответствуют нейтральной устойчивости решений в случае двупараметрического
семейства предельных циклов.

Таблица 3. Мультипликаторы циклов

Начальная точка циклов ρ1 ρ2 ρ3 ρ4

1 Q̃ 0.4388 0.9999 1.0001 1.0

2 Q + (δ, 0, 0, 0) 0.364 0.9998 1.0002 1.0

3 Q + (0, δ, 0, 0) 0.5323 1.0 + 3.6 × 10−6i 1.0 + 3.6 × 10−6i 1.0

4 Q + (0, 0, δ, 0) 0.3721 1.0 + 9.3 × 10−5i 1.0 + 9.3 × 10−5i 1.0

5 Q + (0, 0, 0, δ) 0.4079 0.9999 1.0001 1.0
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Рис. 3. Траектории циклов, мультипликаторы которых даны в табл. 3

Сосуществование устойчивых семейств решений

На рис. 4 приведены фазовые картины, иллюстрирующие сценарии сосуществования раз-
личных устойчивых решений из семейств равновесий и циклов при μ1 = l13 = l14 = 1, γ1 = 0.5,
γ2 = 1.5 μ11 = 0.75, μ12 = 2.5 для разных значений параметра l1. При l1 = 1.5 реализуются
исключительно стационарные решения (см. рис. 4, a), сплошные линии отвечают устойчивым
решениям из семейств (10) (линия 1) и (33) (кривая 2). Пунктиром дана неустойчивая ветвь
семейства (10) (жертвы без хищников). На рисунках хищники представлены суммой v1 + v2.
С уменьшением l1 возникают динамические режимы, в зависимости от начальных данных мо-
жет происходить установление к стационарным решениям с хищником или без, а также реа-
лизовываться предельные циклы (см. рис. 4, b). При дальнейшем уменьшении l1 сокращается
область начальных данных, из которых достигаются устойчивые равновесия семейства (10). При
l1 < 0.75 семейство (10) целиком неустойчиво (см. рис. 4, d). Соответственно, вырастает область
фазового пространства, из которой установление приводит к предельным циклам, принадлежа-
щим непрерывному семейству. Это подтверждается вычислением мультипликаторов самих цик-
лов и проверкой того, что при малом возмущении орбиты предельного цикла реализуется новый,
располагающийся рядом цикл с близкими значениями мультипликаторов.

На рис. 5 приведены проекции предельных циклов на плоскость (u1, u2) при l1 = 0.8 (a),
l1 = 0.35 (b). Видно, что с уменьшением l1 предельные циклы заполняют все большую
часть фазового пространства. При осцилляциях жертв выполняется следующее ограничение:
u1 + u2 < 1.

Заключение

Проведенное исследование демонстрирует возможности косимметричного подхода к ана-
лизу динамических систем с большим числом параметров. В частности, это справедливо для
многовидовых популяционных систем, соответствующий частный пример был рассмотрен в дан-
ной работе. Подобные задачи характеризуются большим числом коэффициентов, значения кото-
рых оцениваются диапазонами величин по данным натурных наблюдений [Мюррей, 2011]. До-
полнительно при моделировании могут учитываться различные определяющие факторы, в том
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Рис. 4. Решения и фазовое пространство системы (29)–(32): μ1 = l13 = l14 = 1, γ1 = 0.5, γ2 = 1.5, μ11 = 0.75,
μ12 = 2.5 и l1 = 1.5 (a); l1 = 1.15 (b); l1 = 0.8 (c); l1 = 0.35 (d)

Рис. 5. Проекции предельных циклов системы (29)–(32) на плоскость (u1, u2): μ1 = l13 = l14 = 1, γ1 = 0.5,
γ2 = 1.5, μ11 = 0.75, μ12 = 2.5 и l1 = 0.8 (a); l1 = 0.35 (b)

числе межвидовое взаимодействие, насыщение, симбиоз, совместная охота, приток извне, эф-
фект Олли [Turchin, 2003; Rubin, Riznichenko, 2014; Плюснина и др., 2014; Alves, Hilker, 2017].
Так появляются параметры, вариации которых меняют экологические сценарии, поэтому важное
значение имеет бифуркационный анализ [Базыкин, 2003]. На его основе планируется вычисли-
тельный эксперимент и проводится исследование самих популяционных моделей [Апонина и др.,
1982], а также изучается влияние на динамику стохастических возмущений [Абрамова, Рязанова,
2019]. Сам вычислительный эксперимент приобретает большое значение при увеличении чис-
ла видов популяционной системы, что связано, например, с необходимостью дифференциации
по возрастам хищников и жертв [Pujol, Jensen, 2019]. Сюда же относятся задачи о конкуренции
между видами жертв, которые имеют общего хищника или нескольких хищников с одной жерт-
вой [Апонина и др., 1982; Abrams, 2000; Епифанов, Цибулин, 2017; Епифанов, Цибулин, 2016],
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Таблица 4. Вычисление областей устойчивости и неустойчивости семейств (10) и (33)

l1 Область устойчивости Область неустойчивости

семейства (10) семейства (33) семейства (10) семейства (33)

0.35 — — θ ∈ (0, 1) α ∈
(
0,

35
100

)

0.5 — α ∈
(
0,

5
28

)
θ ∈ (0, 1) α ∈

(
5
28
,

1
2

)

0.8 θ ∈
(
0,

1
35

)
α ∈

(
1

14
,

17
28

)
θ ∈

(
1

35
, 1

)
α ∈

(
17
28
,

4
5

)

1.1 θ ∈
(
0,

1
5

)
α ∈

(
1
2
,

29
28

)
θ ∈

(
1
5
, 1

)
α ∈

(
29
28
,

11
10

)

1.5 θ ∈
(
0,

3
7

)
α ∈

(
15
14
,

3
2

)
θ ∈

(
3
7
, 1

)
—

2 θ ∈
(
0,

5
7

)
α ∈

(
25
14
, 2

)
θ ∈

(
5
7
, 1

)
—

а также задачи о динамике хищников и жертв на смежных территориях при учете миграции
хищников [Kang et al., 2017; Кулаков и др., 2019]. При этом получаются случаи мультистабиль-
ности — сосуществования устойчивых решений, реализация которых определяется начальными
условиями [Dercole et al., 2002; Pujol, Jensen, 2019]. Для экологических систем с большим коли-
чеством видов вполне вероятны ситуации сосуществования жертв, потребляющих один ресурс,
и хищников, ориентированных на определенные виды жертв.

Рассмотренные в работе сценарии мультистабильности позволяют анализировать ситуа-
ции, возникающие при наличии нескольких родственных видов на ареале. Для системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений 4-го порядка, описывающей динамику двух видов хищ-
ников, питающихся двумя родственными видами жертв, проведено численно-аналитическое ис-
следование возможных сценариев взаимодействия. Установлено, что в многопараметрической
задаче имеются комбинации коэффициентов, при которых реализуется мультистабильность —
сосуществование устойчивых стационарных и нестационарных решений. Найдены области из-
менения параметров, при которых такое поведение связано с наличием косимметрии или муль-
тикосимметрии. Представлены аналитические выражения для одно- и двупараметрических се-
мейств равновесий, исследована их устойчивость. Установлено сосуществование в фазовом про-
странстве различных семейств устойчивых режимов: равновесных состояний конкурирующих
за ресурс жертв, стационарных решений с жертвами и хищниками, колебательных режимов для
всех четырех видов. Полученные результаты составляют основу для последующего анализа ди-
намики при отклонениях параметров, приводящих к нарушению косимметричных условий.

Приложение. Расчет мультипликаторов предельного цикла

Система автономных дифференциальных уравнений (29)–(32) записывается в виде

ẏ = f (y), y ∈ Rn, y = (u1, u2, v1, v2), n = 4. (47)

Периодическое решение системы (47), имеющее период T > 0, удовлетворяет условию

y(t + T ) = y(t). (48)

2020, Т. 12, № 6, С. 1451–1466



1464 Т.Д. Ха, В. Г. Цибулин

Устойчивость периодического решения определяется собственными числами матрицы монодро-
мии [Понтрягин, 1965], у которой всегда существует единичное собственное значение ρ1 = 1.
Если остальные собственные числа ρi лежат внутри единичной окружности, то периодическое
решение устойчиво. Решение неустойчиво, если существует хотя бы одно собственное значение
вне единичной окружности.

На асимптотически устойчивый периодический режим можно выйти с помощью расчета
на установление и оценить величину периода T . Для вычисления периодического решения си-
стемы (47) нужно положить в (48) t = 0. Через Ut(x) далее обозначается оператор сдвига вдоль
траектории системы (47) из точки y(0) = x на интервале [0, t].

Задача поиска предельного цикла сводится к нахождению неподвижной точки операто-
ра Ut(x), т. е. точки x∗, удовлетворяющей условию x∗ = UT (x∗). Получающаяся система состоит
из n уравнений с n + 1 неизвестными (период T и координаты точки x).

g(x) = x∗ − UT (x∗) = 0, (49)

Зафиксируем одну из координат x∗, например xk. Для решения уравнения (49) применяется метод
Ньютона:

x(n+1) = x(n) − M−1(x(n))g(x(n)). (50)

Здесь M — матрица Якоби системы (49). Вместе с решением задачи Коши для (47) решают-
ся n − 1 задач в вариациях, для которых начальными данными являются орты фазового про-
странства: (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1). Таким образом, для каждого шага метода
Ньютона (50) решается задача Коши для системы n(n − 1) обыкновенных дифференциальных
уравнений.
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