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Работа является теоретическим исследованием процесса развития донной неустойчивости в реках
и каналах. На основе аналитической модели расхода влекомых наносов, учитывающей влияние уклонов
донной поверхности, придонного давления и касательного напряжения на движение донного материала
и аналитического решения, позволяющего определять придонные касательные и нормальные напряже-
ния, возникающие при обтекании турбулентным потоком периодических длинных донных волн малой
крутизны, сформулирована и решена задача определения скорости роста амплитуды для растущих дон-
ных волн. Полученное решение задачи позволяет определить характерное время роста донной волны,
скорость роста донной волны и ее максимальную амплитуду в зависимости от физических и грануломет-
рических характеристик донного материала и гидравлических параметров водного потока. На примере
развития периодической синусоидальной донной волны малой крутизны выполнена верификация реше-
ния, полученного для сформулированной задачи. Полученное аналитическое решение задачи позволяет
определить скорость роста амплитуды донной волны от текущего значения ее амплитуды. Сравнение по-
лученного решения с экспериментальными данными показало их хорошее качественное и количественное
согласование.
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The work is a theoretical study of the development of bottom instability in rivers and canals. Based on
an analytical model of the load of sediment, taking into account the influence of slopes of the bottom surface,
bottom pressure and shear stress on the movement of the bottom material and an analytical solution that allows
to determine bottom tangential and normal stresses over the periodic bottom, the problem of determining the
amplitude growth rate for growing bottom waves is formulated and solved . The obtained solution of the problem
allows us to determine the characteristic time of the growth of the bottom wave, the growth rate of the bottom
wave and its maximum amplitude, depending on the physical and particle size characteristics of the bottom
material and the hydraulic parameters of the water flow. On the example of the development of a periodic
sinusoidal bottom wave of low steepness, the verification of the solution obtained for the formulated problem
is carried out. The obtained analytical solution to the problem allows us to determine the growth rate of the
amplitude of the bottom wave from the current value of its amplitude. Comparison of the obtained solution with
experimental data showed their good qualitative and quantitative agreement.
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Введение

Изучение процесса развития донной неустойчивости в реках и каналах было предметом
интенсивных исследований на протяжении многих десятилетий. Исследования были направлены
на выявление фундаментальных русловых механизмов, приводящих к образованию и развитию
песчаных донных волн. Так, Дж.Ф.Кеннеди [Kennedy, 1963; Kennedy, 1969] развитие донной
неустойчивости связывал с передачей возмущений, возникающих на свободной поверхности по-
тока при некоторых значениях числа Фруда, ко дну.

Engelund F. и Fredsoe J. [Engelund, Fredsoe, 1982] связывали развитие донной неустойчиво-
сти с фазовым сдвигом между максимумами средней скорости потока и придонными касатель-
ными напряжениями. В работах Гришанина К.В. [Гришанин, 1974], Мельниковой О.Н. [Мель-
никова, 2006], Михайловой Н.А. [Михайлова, 1966] показано, что развитию донной неустойчи-
вости способствуют имеющиеся в турбулентном потоке пульсации соизмеримые по масштабу
с глубиной потока. Экспериментальные работы Бэгнольда, Шуляка Б. А. [Шуляк, 1971], Coleman
S. E. [Coleman et al., 2003] показали, что на характер развития донной неустойчивости оказывает
влияние диаметр донного материала. В работе [Крат, Потапов, 2015] в рамках линейной теории
устойчивости несвязного дна канала получена аналитическая зависимость, определяющая длину
донной волны в зависимости от числа Фруда гидродинамического потока и диаметра донных ча-
стиц, обобщающая ряд известных эмпирических зависимостей Бэгнольда, Шуляка Б. А. [Шуляк,
1971], Coleman S. E. [Coleman et al., 2003]. Попытки численного моделирования процесса разви-
тия донной неустойчивости в реках и каналах предпринимались в работах Tjerry S. [Tjerry, 1995],
Sanne L. N. [Sanne, 2003], Paarlberg A. [Paarlberg, 2008], Khosronejad A. [Khosronejad, Sotiropoulos,
2014], Liu Y. [Liu et al., 2019], Zgheib N. [Zgheib, Balachandar, 2019], основное внимание в ко-
торых уделялось физическим механизмам, приводящим к развитию донной неустойчивости под
действием турбулентных потоков. Обработка данных натурного эксперимента, представленного
в работе [Fourriere et al., 2010], позволила получить эмпирическую зависимость, позволяющую
определить скорость роста амплитуды донных волн во времени.

Однако, несмотря на достаточное внимание исследователей к данной проблеме, вопрос
о развитии донной неустойчивости остается в настоящее время открытым. В значительной мере
это связано с тем, что при анализе процесса развития донной неустойчивости многие иссле-
дователи в своих работах используют феноменологические модели движения влекомых нано-
сов (см. [Engelund, Fredsoe, 1982; Tjerry, 1995; Sanne, 2003; Paarlberg, 2008; Coleman et al., 2003;
Khosronejad, Sotiropoulos, 2014; Liu et al., 2019] и др.). Полученные в таких моделях результаты
позволяют лишь качественно описать процесс, приводящий к неустойчивости донной поверх-
ности русел рек и каналов. По этой причине представляет интерес проведение анализа роста
амплитуды донных волн с использованием аналитической модели движения влекомых наносов,
учитывающей влияние уклонов донной поверхности, придонных касательных и нормальных
напряжений, а также физико-механических и гранулометрических параметров на движение дон-
ного материала.

В работе [Крат, Потапов, 2018] на основе аналитической модели расхода влекомых на-
носов [Петров, Потапов, 2014], учитывающей влияние уклонов поверхности дна, придонных
касательных и нормальных напряжений на движение влекомых наносов, были проведены чис-
ленные исследования процесса развития периодических донных волн в реках и каналах. Были
выявлены три основных механизма движения донного материала, оказывающих влияние на раз-
витие донной неустойчивости: транзитный, диффузионных и напорный. Значения градиентов
транзитного, диффузионного и напорного механизмов определяют направление развития дон-
ной неустойчивости. Численные исследования показали, что при развитии неустойчивости дон-
ной поверхности градиенты диффузионного расхода являются отрицательными по отношению
к положительным градиентам напорного и транзитного расходов. Если над вершиной донной
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волны доминирует градиент диффузионного расхода, то происходит сглаживание донной волны,
в противном случае происходит рост волны на дне канала.

Данная работа является теоретическим исследованием процесса развития донной неустой-
чивости в реках и каналах. В работе используются аналитическая модель расхода влекомых
наносов, учитывающая влияние уклонов дна, придонного давления и касательного напряжения
на движение донного материала [Петров, Потапов, 2014], и аналитическое решение, позволяю-
щее определять придонные нормальные и касательные напряжения, возникающие при обтекании
турбулентным потоком периодических длинных донных волн малой крутизны [Петров, Пота-
пов, 2017; Петров, Потапов, 2019]. Полученное аналитическое решение позволяет определить
скорость роста амплитуды периодических донных волн в зависимости от гидродинамических
параметров потока, а также физико-механических и гранулометрических характеристик донного
материала. Для синусоидальных донных волн выполнено сравнение полученного решения с экс-
периментальными данными [Fourriere et al., 2010], которое показало их хорошее качественное
и количественное согласование.

1. Математическая постановка задачи

Исследование процесса развития донных волн в реках и каналах связано с определением
скорости роста амплитуды донных волн. Рассмотрим математическую постановку задачи дви-
жения руслового потока с глубиной D над периодической донной поверхностью ζb = hσ в кри-
волинейной ортогональной системе координат, где h = h(tb) — безразмерная амплитуда донной
поверхности ζb, σ(ξ) = σ(ξ + 1) — периодическая функция, определяющая форму донной волны
с единичным периодом. Расчетная область задачи приведена на рис. 1.

Математическая постановка рассматриваемой задачи в безразмерной формулировке вклю-
чает в себя обобщенные на случай периодических длинных донных волн малой крутизны урав-
нения Прандтля, позволяющие определять придонное давление p и касательные напряжения τ
в безвихревых турбулентных потоках [Петров, Потапов, 2017; Петров, Потапов, 2019; Петров,
Потапов, 2020]:

1

a2

∂2Ψ

∂ξ2
+
∂2Ψ

∂z2
= 0, 0 ≤ ξ ≤ 1, (1)

p(ξ) = hψ(ξ), ψ(ξ) =
∂Ψ(ξ, z)
∂z

∣∣∣∣∣
z=0

, τ =
τ0

y(ξ)
, (2)

y(ξ) = E

1∫
0

exp(2ax) exp

(
6h
μ0

(ψ(aξ) − ψ(a(x + ξ)))

)
dx. (3)

Рис. 1. Схема расчетной области: ξ1, z1 — безразмерная декартовая система координат; ξ, z — расчетная
криволинейная система координат
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Уравнение Экснера [Гришанин, 1974]:

S dσ
∂h
∂tb
+
∂Gb

∂ξ
= 0. (4)

Аналитическое уравнение расхода влекомых наносов Gb, учитывающее влияние уклонов

дна h
∂σ

∂ξ
, придонного давления p и касательного напряжения τ на движение донного матери-

ала [Петров, Потапов, 2014]:

Gb = G0

(
τ

τ0

)3/2 (
A − B

h
a
∂σ

∂ξ
−C

FrD
L

∂p
∂ξ

)
. (5)

Уравнения (1)–(5) замыкаются краевыми условиями

z = 0: Ψ(ξ, 0) = σ(ξ), h(ξ, 0) = z0(ξ), (6)

z = 1: h
∂Ψ

∂z
→ 0, (7)

Ψ(ξ, z) = Ψ(ξ + 1, z), (8)

Gb (ξ, z) = Gb (ξ + 1, z). (9)

Здесь Ψ — безразмерная функция тока, τ0 — напряжение на ровном дне, L — длина донной волны,
D — глубина гидродинамического потока, Gb — безразмерный расход влекомых наносов.

Связь безразмерных функций в уравнениях (1)–(5) с размерными определена следующим
образом:

Ψ =
ΨH

H0
, z =

Z
H
, h =

H0

H
, ξ =

X
L
, a =

L
H
, z0 =

Z0

H
, μ0 =

1
ln(1/z0)

,

S d =
1 − ε√
ρbgd3

HL
T
, σ(ξ) =

2ζ(t, ξ)
H0(t)

, Fr =
U2

gD
, tb =

t
T
, G = Gb

√
ρbgd3,

где ΨH — функция тока, описывающая безвихревое поле скорости над периодическим дном, H —
глубина логарифмического слоя, H0 — высота донной волны, Z0 — высота шероховатости дна,
ε — коэффициент пористости песчаного дна, g — ускорение свободного падения, d — диаметр
частиц потока, T — время развития амплитуды донной волны, U — средняя скорость потока, tb —
безразмерное время.

Коэффициенты уравнений (3), (5) определяются по следующим формулам:

E =
2a exp(−2a)
1 − exp(−2a)

, G0 =
4
3

1
κ tg ϕ

u3
0

(ρbgd)3/2
,

A = 1 − χ, B =
1

tgϕ

(
χ

2
+ (1 − χ)

1 + s
s

)
, C =

A
s tg ϕ

,

χ =

√
τc

τ
, τc = Θcρwρbdg, τ0 = ρwu2

0, s = fρb, ρb =
ρs − ρw

ρw
,

где u0 — динамическая скорость потока; ρw, ρs — плотности воды и донных частиц; f — концен-
трация донного материала; τ — придонное касательное напряжение; τc — напряжение, опреде-
ляющее момент начала движения донных частиц; κ — постоянная Кармана; Θc = 0.047 — кри-
тическое число Шильдса [Петров, Потапов, 2017]. Угол внутреннего трения донных частиц ϕ
определяется по зависимости тангенса угла внутреннего трения от диаметра песчаных частиц
tg ϕ = 1.15d1/7 [Петров, Потапов, 2019].
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Градиент расхода
∂Gb

∂ξ
в формуле (4) позволяет однозначно определить мгновенную ско-

рость роста (смыва) донной волны
∂h
∂tb
с заданной геометрией σ(ξ), поэтому используется при

дальнейшем анализе решения задачи.

2. Решение задачи

Из экспериментальных данных [Fourriere et al., 2010] известно, что на начальном этапе
развития донной волны ее длина не изменяется, но при этом происходит рост амплитуды дон-
ной волны и ее форма близка к синусоидальной. Поэтому в качестве геометрии периодической
донной волны принят один период синусоиды:

σ(ξ) =
1
2

sin(2πξ). (10)

Решение сформулированной задачи (1)–(5) задано в виде ряда

Ψ(x, z) = σ(ξ) exp
(
−2π

z
a

)
, (11)

что позволило получить следующие зависимости:

∂σ(ξ)
∂ξ

= π cos(2πξ),
∂2σ(ξ)
∂ξ2

= −2π2 sin(2πξ), (12)

ψ(ξ) =
∂Ψ(ξ, 0)
∂z

= −π
a

sin(2πξ),
∂ψ(ξ, 0)
∂ξ

= −2π2

a
cos(2πξ), (13)

p = −h
a
π sin(2πξ), (14)

∂p(ξ)
∂ξ
= −2

h
a
π2 cos(2πξ),

∂2 p(ξ)

∂ξ2
= 4

h
a
π3 sin(2πξ), (15)

τ(ξ) =
τ0

y(ξ)
,

∂τ(ξ)
∂ξ
= − τ0

y(ξ)2

∂y(ξ)
∂ξ

, (16)

y(ξ) = E

1∫
0

exp(2ax) exp

(
6h
μ0

π

a
(sin(2πa(x + ξ)) − sin(2πaξ))

)
dx. (17)

Подставляя (12)–(17) в уравнение (4), получим аналитическую зависимость, позволяющую
определить скорость роста амплитуды донных волн:

∂h
∂tb
= − G0

S dσ

∂

∂ξ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(

1
y(ξ)

)3/2 (
A − B

h
a
∂σ

∂ξ
−C

FrD
L

h
∂ψ

∂ξ

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (18)

3. Анализ решения

Для полученной зависимости (18) выполнено сравнение с экспериментальными данными,
приведенными в работе [Fourriere et al., 2010], при следующих гидродинамических, физико-
механических и гранулометрических параметрах: L = 0.1 м, D = 0.52 м, H = 0.052 м, Fr = 0.01,
ρw = 1000 кг/м3, ρs = 2650 кг/м3, g = 9.81 м/с2, H0 = 0.0062 м, d = 0.00032 м, u0 = 0.0116 м/с,
μ0 = 0.311, κ = 0.2, ε = 0.335, f = 0.1, Z0 = 5.424d.
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Рис. 2. Зависимость скорости роста безразмерной амплитуды донной волны от величины безразмерной
амплитуды донной волны: 1 — экспериментальная зависимость (19), 2 — аналитическая зависимость (18)

На рис. 2 представлены зависимости скорости роста амплитуды донной волны от величи-
ны ее безразмерной амплитуды. Кривая 1 определяется зависимостью

∂h
∂tb
= 2Thn

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −
(

h
hmax

)2⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, (19)

где T = 150 с, n = 0.035 с−1, hmax = 0.0596. Зависимость (19) получена в работе [Fourriere et al.,
2010] в результате обработки экспериментальных данных. Кривая 2 построена по полученному
решению (18).

Из графика следует, что с ростом амплитуды донной волны h увеличивается скорость ее

роста
∂h
∂tb
. Существует значение амплитуды донной волны hb, при которой скорость ее роста

∂h
∂tb

является максимальной. Если амплитуда донной волны h превышает hb, то скорость ее роста
∂h
∂tb

уменьшается. При h = hmax скорость роста амплитуды донной волны стремится к нулю, и со-
гласно [Fourriere et al., 2010] начинается рост длины донной волны.

Отметим, что полученная зависимость (18) хорошо согласуется с зависимостью (19), по-
лученной в результате обработки экспериментальных данных [Fourriere et al., 2010]. Таким об-
разом, можно утверждать, что предложенная модель развития донных волн качественно и коли-
чественно согласуется с экспериментальными данными в диапазонах, когда перекошенностью
донных волн можно пренебречь.

Заключение

1. В работе сформулирована и решена задача определения скорости роста амплитуды для
периодических длинных волн малой крутизны. Особенностью задачи является использование
аналитической модели расхода влекомых наносов, которая учитывает влияние уклонов донной
поверхности, придонных давления и касательного напряжения на движение донного материала
и аналитической модели, позволяющей определить придонные касательные напряжения, воз-
никающие при обтекании турбулентным потоком периодических длинных донных волн малой
крутизны.

2. Полученное решение задачи позволяет определить характерное время роста донной вол-
ны, скорость роста донной волны и ее максимальную амплитуду в зависимости от физических
и гранулометрических характеристик донного материала и гидравлических параметров водного
потока. Решение задачи учитывает основные механизмы движения донного материала в придон-
ной области, влияющие на процесс возникновения и развития донной неустойчивости. Решение
позволяет проводить анализ значимости вклада данных механизмов на процесс развития донной
волны в произвольный момент времени.
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3. Получена аналитическая зависимость для скорости роста амплитуды донной волны в за-
висимости от текущего значения ее амплитуды. Верификация решения, полученного для сфор-
мулированной задачи, выполнена на примере развития периодической синусоидальной донной
волны малой крутизны. Сравнение полученного решения с экспериментальными данными пока-
зало их хорошее качественное и количественное согласование.

4. Полученное решение задачи показывает перспективность использования аналитической
модели движения донных наносов при построении более точных моделей русловой устойчи-
вости, в которых движение гидродинамического потока будет рассматриваться в рамках более
совершенного описания турбулентный потока.
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