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В данной работе рассматривается простейшая модель динамики популяции с неперекрывающимися  
поколениями, в которой плотностно-зависимые факторы лимитируют интенсивность рождаемости. При этом 
репродуктивный потенциал определяется генетически, а процессы размножения приурочены к определенному 
годовому сезону. Исследуемая в работе эколого-генетическая модель представляет собой объединение экологи-
ческой модели динамики лимитированной популяции с неперекрывающимися поколениями и микроэволюци-
онной модели динамики ее генетической структуры для случая, когда адаптивное разнообразие репродуктив-
ных возможностей в популяции определяется одним аутосомным диаллельным локусом с аллеломорфами А и а. 
В ходе исследования данной модели показано, что генетический состав популяции (а именно, будет ли она по-
лиморфной или мономорфной) определяется значениями репродуктивных потенциалов гетерозиготы и гомози-
гот. При этом режимы динамики численности популяции определяются величиной среднего репродуктивного 
потенциала зрелых особей и интенсивностью процессов саморегуляции. В частности, показано, что эволюцион-
ный рост среднего значения репродуктивного потенциала при плотностной регуляции рождаемости приводит 
к дестабилизации динамики численности возрастных групп. В то время как интенсивность процессов саморегу-
ляции определяет характер возникающих колебаний, поскольку от количественной оценки именно этого факто-
ра зависит сценарий потери устойчивости равновесных состояний. Показано, что закономерности возникнове-
ния и эволюции циклических режимов динамики в большой степени определяются особенностями жизненного 
цикла особей, составляющих популяцию. Именно жизненный цикл определяет наличие изолированных субпо-
пуляций разных лет, что, в свою очередь, приводит к возможности независимой микроэволюции этих субпопу-
ляций и возникновения сложных сценариев динамики как численности, так и генетической структуры. Закреп-
ление разных адаптивных мутаций постепенно приведет к генетической (а возможно, и морфологической) 
дифференциации и к различиям в средних репродуктивных потенциалах субпопуляций и достижению ими раз-
ного равновесного уровня численности. Дальнейший эволюционный рост репродуктивных потенциалов эколо-
гически лимитированных субпопуляций приводит к колебаниям их численности, которые могут отличаться не 
только амплитудой, но и фазой. Обнаруженные в предложенной модели сценарии микроэволюции генетическо-
го состава популяции, связанные с колебаниями численности, вполне согласуются с результатами исследований 
популяции тихоокеанской горбуши, которая демонстрирует не только колебания численности, но и наличие 
генетически дифференцированных субпопуляций смежных поколений. 
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This paper studies a model of a population with non-overlapping generations and density-dependent regu-

lation of birth rate. The population breeds seasonally, and its reproductive potential is determined genetically. 
The model proposed combines an ecological dynamic model of a limited population with non-overlapping gen-
erations and microevolutionary model of its genetic structure dynamics for the case when adaptive trait of birth 
rate controlled by a single diallelic autosomal locus with allelomorphs A and a. The study showed the genetic 
composition of the population, namely, will it be polymorphic or monomorphic, is mainly determined by the 
values of the reproductive potentials of heterozygote and homozygotes. Moreover, the average reproductive po-
tential of mature individuals and intensity of self-regulation processes determine population dynamics. In partic-
ularly, increasing the average value of the reproductive potential leads to destabilization of the dynamics of age 
group sizes. The intensity of self-regulation processes determines the nature of emerging oscillations, since sce-
nario of stability loss of fixed points depends on the values of this parameter. It is shown that patterns of occur-
rence and evolution of cyclic dynamics regimes are mainly determined by the features of life cycle of individuals 
in population. The life cycle leading to existence of non-overlapping generation gives isolated subpopulations in 
different years, which results in the possibility of independent microevolution of these subpopulations and, as 
a result, the complex dynamics emergence of both stage structure and genetic one. Fixing various adaptive muta-
tions will gradually lead to genetic (and possibly morphological) differentiation and to differences in the average 
reproductive potentials of subpopulations that give different values of equilibrium subpopulation sizes. Further 
evolutionary growth of reproductive potentials of limited subpopulations leads to their number fluctuations 
which can differ in both amplitude and phase. 
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Введение 
Возникновение и исчезновение колебаний в динамике численности популяций, а также ме-

ханизмы и причины их вызывающие, являются одной из самых обсуждаемых тем в экологии 
[Гиммельфар и др., 1974; Дажо, 1975; Одум, 1975; Уильямсон, 1975; Свирежев, Логофет, 1978; 
Gurney, Nisbet, 1998; Inchausti, Ginzburg, 1998; Ginzburg, Colyvan, 2004; Barraquand et al., 2017]. 
Ведущей концепцией о причинах колебаний является теория саморегуляции [Lack, 1954; Гим-
мельфар и др., 1974; Дажо, 1975; Одум, 1975; Уильямсон, 1975; Свирежев, Логофет, 1978; Boer, 
Reddingius, 1996; Gurney, Nisbet, 1998; Inchausti, Ginzburg, 1998; Ginzburg, Colyvan, 2004; 
Barraquand et al., 2017], в которой утверждается, что в силу переуплотнения происходит сниже-
ние либо выживаемости, либо рождаемости. На наш взгляд, действительно механизмы плотно-
стной регуляции являются тем фундаментом, на базе которого формируются периодические ко-
лебания численности. Так, при низкой численности, когда хватает ресурсов, будет наблюдаться 
рост численности популяции, причем в несколько этапов с замедлением скорости роста, по-
скольку ресурсов становится меньше. Затем происходит падение численности популяции в силу 
переуплотнения и, следовательно, возросшей конкуренции за ресурсы, приводящей к запуску 
процессов саморегуляции, ведущих к снижению либо рождаемости [Дажо, 1975; Одум, 1975; 
Уильямсон, 1975; Чернявский, Лазуткин, 2004; Фрисман, Ласт, Лазуткин, 2010; Новиков, Панов, 
Мошкин, 2012; Krebs, 2013], либо выживаемости [Дажо, 1975; Одум, 1975; Уильямсон, 1975]. 

Однако для описания динамики реальных популяций учитывать только плотностно-
зависимую регуляцию недостаточно, поскольку существуют и другие важные факторы, оказы-
вающие влияние на появление колебаний, например сезонность размножения. Действительно, 
наиболее яркие примеры колебательных режимов динамики численности демонстрируют виды 
с неперекрывающимися поколениями и коротким жизненным циклом, при этом процесс раз-
множения у таких видов приурочен к конкретному времени года [Lack, 1954; Ricker, 1954; Да-
жо, 1975; Одум, 1975]. Как оказалось, использование дискретных во времени моделей, учиты-
вающих сезонность размножения, позволяет получить колебания даже при размерности систе-
мы, равной единице; при этом траектории модели имеют «пилообразный характер», который 
возникает в результате потери устойчивости нетривиального равновесия через каскад бифурка-
ций удвоения периода [Ricker, 1954; May, 1974; Шапиро, Луппов, 1983].  

Еще одним важным фактором, который необходимо учитывать, является стадийная струк-
тура популяции, поскольку особи разного возраста характеризуются разной выживаемостью 
и разной степенью участия в размножении. Как оказалось, учет стадийной или возрастной 
структуры расширяет диапазон динамического поведения систем, учитывающих сезонность 
размножения, поскольку возникает еще один сценарий потери устойчивости — сценарий Ней-
марка–Сакера [Шапиро, 1983; Шапиро, Луппов, 1983; Фрисман, 1994; Frisman, Neverova, Revut-
skaya, 2011; Жданова, Фрисман, 2011, Фрисман и др., 2019]. Бифуркация Неймарка–Сакера 
в дискретных во времени моделях является аналогом бифуркации Андронова–Хопфа в непре-
рывных и приводит к рождению инвариантной кривой. Как результат, дискретные во времени 
модели с учетом возрастной структуры способны описывать не только длиннопериодические 
колебания, которые наблюдаются в моделях с непрерывным временем, но и «зашумленные ко-
лебания». Данное разнообразие динамических режимов возможно за счет разных квазиперио-
дических режимов, вид которых определяется порядком обхода предельной инвариантной кри-
вой [Кузнецов и др., 2012а]. В частности, если точки фазовой траектории последовательно за-
полняют фазовый портрет, представляющий собой инвариантную кривую, то наблюдаются 
длиннопериодические колебания, подобные поведению траекторий в непрерывных моделях. 
В случае же «зашумленного цикла» инвариантная кривая заполняется в соответствии с движе-
нием по элементам цикла, при этом наблюдается не точное попадание в элементы цикла, а не-
которое смещение относительно каждого элемента, что и приводит к «размыванию» цикла.  

Резюмируя все вышенаписанное, можно заключить, что модель динамики численности 
популяции с неперекрывающимися поколениями и коротким жизненным циклом должна учи-
тывать сезонность размножения, плотностно-зависимую регуляцию и возрастную структуру 
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популяции. Однако хотелось бы заострить внимание на еще одном факте, обнаруженном в ходе 
наблюдений и лабораторных исследований, который может оказывать влияние на развитие та-
ких популяций. Как оказалось, в случае изоляции между поколениями, которая возможна за 
счет гибели зрелых особей после процесса размножения, наблюдается выраженная генетиче-
ская дифференциация особей разных поколений. Примером таких популяций является популя-
ция тихоокеанской горбуши (Oncorhynchus gorbuscha), вида, нерестящегося на втором году 
жизни [Животовский и др., 1989; Ефанов, 2005; Пустовойт, 2011, 2017; Beacham et al., 2012; 
Sato, Urawa, 2017]. Благодаря этой особенности в одной реке размножаются особи четных 
и нечетных генераций, между которыми существует жесткая репродуктивная изоляция. В ре-
зультате две субпопуляции четных и нечетных лет порождают двухлетний цикл. На основе 
данных об аллозимной изменчивости было показано наличие заметных генетических различий 
между поколениями четных и нечетных лет, которые демонстрируют генетическую дифферен-
циацию [Животовский и др., 1989; Zhivotovsky et al., 1994; Ефремов, 2002; Пустовойт, 2011, 
2017; Beacham et al., 2012; Sato, Urawa, 2017]. Как результат, каждое поколение характеризуется 
своим набором и частотой встречаемости генов, что сказывается на демографических парамет-
рах и, соответственно, развитии популяции в целом. Таким образом, дополнительно при моде-
лировании динамики популяций с неперекрывающимися поколениями необходимо учитывать 
генетическую структуру популяции.  

В данной работе рассматривается простейшая модель популяции с неперекрывающимися 
поколениями, в которой плотностно-зависимые факторы лимитируют интенсивность рождае-
мости, но при этом репродуктивный потенциал определяется генетически, а процессы размно-
жения приурочены к определенному годовому сезону. Основное внимание уделяется возни-
кающим динамическим режимам и нелинейным динамическим эффектам. Исследуемая в ра-
боте эколого-генетическая модель представляет собой объединение экологической модели 
динамики лимитированной популяции с неперекрывающимися поколениями и микроэволюци-
онной модели динамики ее генетической структуры.  

Модель динамики численности лимитированной популяции  
с неперекрывающимися поколениями 

Как уже указывалось, наиболее ярким примером вида с неперекрывающимися поколения-
ми и выраженной стадийностью развития является тихоокеанская горбуша (Oncorhynchus 
gorbuscha). Особи этого проходного вида созревают на втором году жизни и идут на нерест ле-
том или ранней осенью из морской воды в пресноводный бассейн, где откладывают икру 
и гибнут после нереста. Вылупившиеся из икры мальки зимуют в пресноводной среде, а весной 
скатываются в море и там переживают лето, осень, зиму и следующую весну, вплоть до полно-
го созревания. Таким образом, к моменту начала нереста каждая локальная популяция горбуши 
оказывается представлена двумя субпопуляциями разных стадий развития: 2-летними половоз-
релыми особями, идущими на нерест, и неполовозрелыми годовалыми особями, продолжаю-
щими нагул в море.  

Построим модель динамики численности такой популяции. Пусть Xn — численность годо-
валых особей, а Yn — численность половозрелых особей в n-м периоде размножения (точнее, 
к началу периода размножения в n-м году). Между n-м и (n + 1)-м периодами размножения 
произойдут следующие события: взрослые особи отнерестятся и погибнут, выжившая отло-
женная оплодотворенная икра разовьется до мальков, а выжившие мальки скатятся в море 
и подрастут до годовиков. Вместе с тем за то же время выжившие годовики разовьются до по-
ловозрелого возраста и пойдут на нерест. Таким образом, к началу следующего (n+1)-го перио-
да размножения окажется, что  
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где Qn — среднее количество икры, откладываемое одной половозрелой самкой, w — доля са-
мок в популяции, v — выживаемость икры и мальков на первом году жизни, s — выживаемость 
особей на втором году жизни. 

Количество икры зависит от упитанности особей. Упитанность в большой степени опреде-
ляется запасом кормовых ресурсов. Чем больше запасов приходится на одну особь, тем больше 
упитанность. В море эти ресурсы распределяются между особями разных возрастных стадий. 
Чем больше численность каждого из возрастных классов, тем меньше ресурсов приходится на 
одну особь. Падение упитанности (и, соответственно, количества икры) с ростом численности 
возрастных классов будем описывать экспоненциальной функцией следующего вида: 

 exp( ),n n nQ Q X Yα β= ⋅ − −  (2) 

где Q — максимально возможное количество икры у самки горбуши, а α и β — коэффициенты, 
характеризующие степени воздействия численностей особей ювенильной и зрелой групп на 
уменьшение упитанности (определяемыми их интенсивностями потребления ресурсов и осо-
бенностями нагула). Эта зависимость выбрана по аналогии с функцией «запас–потребление», 
предложенной У. Рикером именно для популяций лососевых видов рыб [Ricker, 1954]. Факти-
чески (2) описывает плотностно-зависимую регуляцию уровня воспроизводства популяции 
горбуши. 

Подставляя (2) в (1), получаем искомые уравнения динамики численности локальной по-
пуляции биологического вида, отдельные поколения которого не перекрываются, но особи 
проходят разные стадии развития и осуществляется плотностно-зависимая регуляция процесса 
воспроизводства: 

 1

1

exp( ),
,

n n n n

n n

X B Y X Y
Y sX

α β+

+

= ⋅ − −
=

 (3) 

где B = Q · w · v — репродуктивный потенциал половозрелых особей с учетом выживаемости 
потомков до годовалого возраста. 

Переход к безразмерным переменным — относительным численностям sβX → x и βY → y — 
позволяет «избавиться» от двух параметров и свести модель (3) к виду 

 1

1

exp( ),
,

n n n n

n n

x ry x y
y x

ρ+

+

= − −⎧
⎨ =⎩

 (4) 

где ρ = α/(sβ), r = sB. Коэффициент r характеризует репродуктивный потенциал старшего  
возрастного класса с учетом выживаемости потомков до взрослого возрастного класса, пара-
метр ρ — относительный вклад младшей возрастной группы в лимитирование процесса вос-
производства.  

Модель (4) имеет две стационарные точки: тривиальную и нетривиальную. Область устой-
чивости нетривиального решения представлена на рис. 1, а, ее границы найдены на основе 
стандартной методики [Шапиро, Луппов, 1983; Кузнецов и др., 2012а]. Как видно, при ρ < 1 
потеря устойчивости происходит по сценарию Неймарка–Сакера (бифуркационная линия 
λ = e±iθ), при ρ = 1 в точке (r = e4, ρ = 1) наблюдается простейшая бифуркация коразмерности 
два: резонанс 1:2, также при ρ = 1 реализуется переход через –1 (бифуркационная линия λ = –1). 
Эволюция динамических режимов при изменении значений параметров в области неустойчиво-
сти представлена на карте динамических режимов (рис. 1, б). Как видно, переход через линию 
λ = e±iθ сопровождается возникновением характерной для бифуркации Неймарка–Сакера карти-
ны, которая состоит в возникновении области квазипериодических режимов Q с погруженной 
в нее системой языков Арнольда (рис. 1, б). Особого внимания заслуживает переход собствен-
ных чисел системы (4) через –1, т. е. прямую ρ = 1. Как видно на карте, во всей области ρ > 1 
наблюдается каскад бифуркаций удвоения периода, который происходит с ростом значений 
параметра r и запускается при переходе через r = 1, а не при переходе собственных чисел ха-
рактеристического многочлена через –1, т. е. прямую ρ = 1. Соответственно, граница ρ = 1 от-
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вечает не удвоению периода, а жесткому переходу через мультипликатор −1 [Кузнецов и др., 
2012а, 2012б]. 

Также можно наблюдать область 3-цикла, которая перекрывает область устойчивости не-
тривиального решения системы (4). 3-цикл устойчив одновременно с равновесным состоянием. 
Как показано в наших предыдущих работах, 3-цикл является результатом касательной бифур-
кации, т. е. в модели возникает мультистабильность. И, следовательно, в этой области началь-
ное условие оказывает влияние на тип достигаемого динамического режима. В частности, на 
рис. 1, в представлен бассейн притяжения динамических режимов модели (4) из области муль-
тистабильности. Как видно, при одних начальных условиях система стабилизируется, а при 
других демонстрирует трехгодичные колебания (рис. 1, в). 

 
Рис. 1. а) Область устойчивости нетривиального решения системы (4). б) Карта динамических режимов 
системы (4). Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла, Q — квазипериодическая динамика, C — 
хаотическая динамика, 0 — вырождение популяции. в) Бассейны притяжения сосуществующих динами-
ческих режимов в области мультистабильности 

Введение в модель микроэволюционных процессов,  
влияющих на интенсивность воспроизводства 

Предположим теперь, что рождаемость меняется в процессе микроэволюции, т. е. репро-
дуктивный потенциал — максимально возможная плодовитость особей — является адаптив-
ным признаком, который определяется генетически. Для понимания основных закономерно-
стей эволюции динамического поведения численности лимитированной популяции ограничим-
ся подробным рассмотрением простой модельной ситуации, когда все адаптивное разнообразие 
в популяции определяется одним аутосомным диаллельным локусом с аллеломорфами А и а, 
что соответствует существованию в популяции трех генотипических групп АА, Аа и аа с разли-
чающимися репродуктивными потенциалами. Будем предполагать, что фенотип особи жестко 
определяется ее генотипом; популяция панмиктична, в ней действуют менделевские правила 
наследования, а смежные поколения особей не перекрываются. Обозначим через bАА, bАа и bаа 
репродуктивные потенциалы генотипов АА, Аа и аа соответственно. 

Уравнения динамики численности лимитированной популяции с неперекрывающимися 
поколениями и учетом генетического состава имеют вид: 
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Здесь qn — частота аллеля А в младшем возрастном классе, pn — частота аллеля А в старшем 
возрастном классе; Bn = bAApn

2 + 2bAapn(1 – pn) + baa(1 – pn)2 — средний репродуктивный потен-
циал зрелого класса (средняя максимально возможная плодовитость особей с учетом выживае-
мости потомков) в году n. Все остальные обозначения переменных и параметров такие же, как 
и ранее.  

Вывод уравнений (5) аналогичен выводу модели динамики структурированной популяции 
с учетом плотностно-зависимой регуляции роста и естественного отбора по величине репродук-
тивного потенциала в работе [Неверова и др., 2020]. Как видно, микроэволюционная модель (5) 
отличается от первоначальной модели (3) тем, что постоянный репродуктивный потенциал по-
ловозрелого класса (B) заменен на перемененный средний репродуктивный потенциал (Bn,), для 
вычисления которого необходимо параллельно с моделью динамики численности рассматривать 
динамику частот аллелей, определяемую двумя дополнительными уравнениями. 

При переходе к безразмерным переменным — относительным численностям sβX → x 
и βY → y — модель (5) сводится к виду 
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1

1

1
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,
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 (6) 

где ρ = α/(sβ), Rn = sbAApn
2 + s2bAapn(1 – pn) + sbaa(1 – pn)2 = rAApn

2 + 2rAapn(1 – pn) + raa(1 – pn)2. Па-
раметры rАА, rАа и rаа в этом случае характеризуют репродуктивные потенциалы генотипов АА, 
Аа и аа старшего возрастного класса с учетом выживаемости потомков до достижения зрело-
сти, Rn — средний репродуктивный потенциал в сезоне размножения n, параметр ρ — относи-
тельный вклад младшей возрастной группы в лимитирование процесса воспроизводства.  

Стационарные точки модели (6) и их устойчивость 

Модель (6) имеет две мономорфные ненулевые по численности стационарные точки:  

 ln ,
1

aarx
ρ

=
+

 ln ,
1

aary
ρ

=
+

 0,q =  0p =  (7) 

(имеет содержательный смысл при raa > 1),  

 ln ln, , 1, 1
1 1

АА ААr rx y q p
ρ ρ

= = = =
+ +

 (8) 

(имеет содержательный смысл при rAA > 1), и одну полиморфную: 
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21 ln , , ,
1 2 2 2

Aa AA aa Aa aa Aa aa

Aa AA aa Aa AA aa Aa AA aa

r r r r r r rx y q p
r r r r r r r r rρ

− − −
= = = =

+ − − − − − −
 (9) 

которая имеет содержательный смысл, если выполняются следующие условия:  
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Отметим, что уравнения, характеризующие изменение генетической структуры популя-
ции, не зависят от ее численности, а результаты отбора по величине репродуктивного потен-
циала в экологически лимитированных популяциях не отличаются от результатов отбора по 
«фишеровским» приспособленностям в свободно размножающихся популяциях [Фрисман, 
Жданова, 2009; Неверова и др., 2020], в том смысле, что:  

1) при rii < 1 популяция вырождается; 
2) промежуточные значения репродуктивного потенциала гетерозигот — rAA > rАa > raa или 

raa > rАa > rAA (движущий отбор) — приводят к установлению мономорфизма по аллелям, обес-
печивающим больший репродуктивный потенциал; 

3) повышенный репродуктивный потенциал гетерозигот rАa > max(raa, rAA) приводит к ус-
тойчивому полиморфизму; 

4) пониженный репродуктивный потенциал гетерозигот rАa < min(raa, rAA) приводит к бис-
табильности мономорфных состояний.  

Схематически результат отбора в зависимости от значений репродуктивных потенциалов 
различных генотипов можно представить так, как показано на рис. 2. 

 
Рис. 2. Результат отбора в зависимости от соотношений репродуктивных потенциалов различных гено-
типов. По вертикальным осям откладываются значения репродуктивного потенциала гомозиготы аа 
(т. е. raa), значения репродуктивного потенциала гомозиготы АА (rAA) и гетерозиготы Аа (rAa) считаются 
фиксированными 

Для того чтобы получить полное представление о влиянии значений популяционных  
параметров на устойчивость стационарных решений, а также о возникающих бифуркациях, 
происходящих в результате вариации значений коэффициентов, исследуем модель (6) на ус-
тойчивость, используя «треугольник» устойчивости, границы которого соответствуют линиям 
бифуркаций. Границы находятся на основе характеристического многочлена системы (6) 
V = λ4 – Sλ3 + Hλ2 – Lλ + J = 0 и задаются следующим образом [Кузнецов и др., 2012а]. 

Транскритическая бифуркация (T), λ = 1: H = S + L – J – 1. 
Бифуркация удвоения периода (PD), λ = –1: H = –S – L – J – 1. 
Бифуркация Неймарка–Сакера (NS), λ = e±iθ: (S – L)(L – SJ) = (1 – J)2(H – J – 1). 
Для решения (7) коэффициенты характеристического многочлена задаются следующим 

образом: 

1ln ,
1 aa

S
r

ρ
ρ

=
+

 (1 ln ) ,
(1 )

aa aa Aa

aa aa

r r rH
r r

ρ
ρ

+ −
= − +

+
 ln ,

(1 )
Aa aa

aa

r rL
r
ρ

ρ
⋅

=
+

 (1 ln ) .
(1 )

Aa aa

aa

r rJ
r

ρ
ρ

+ −
=

+
 

Коэффициенты характеристического многочлена для мономорфного решения (8) легко 
получить из коэффициентов полинома для решения (7), поскольку они симметричны относи-
тельно rAA и raa . 
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Коэффициенты характеристического многочлена для полиморфного решения (9) имеют вид 
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Примеры областей устойчивости мономорфных и полиморфного решений, формируемых 
бифуркационными линиями, представлены на рис. 3.  

 
Рис. 3. Области устойчивости мономорфных решений (7) и (8) (ряды a и б соответственно) и полиморф-
ного решения (9) (ряд в) в плоскости параметров (ρ, raa) 

Как видно на рис. 3, а, потеря устойчивости решения (7) реализуется как по сценарию 
Неймарка–Сакера, так и по сценарию Фейгенбаума. При этом способ потери устойчивости  
зависит от значений параметра ρ; так, если ρ < 1, то потеря устойчивости сопровождается  
возникновением квазипериодических колебаний; если ρ > 1, то наблюдается жесткий переход 
через мультипликатор −1 [Кузнецов и др., 2012а, 2012б]. Это совпадает с результатами иссле-
дования модели (4). Другими словами, если raa > rAa и ρ < 1, то при переходе через границу 
raa = e2(ρ + 1) потеря устойчивости происходит при комплексно-сопряженных корнях характери-
стического уравнения, причем генетический мономорфизм аа сохраняется, но возникают коле-
бания численности, сопровождающиеся появлением предельных инвариантных кривых, кото-
рые при дальнейшем удалении параметра raa от границы устойчивости разрушаются с образо-
ванием весьма сложных предельных структур. Если raa > rAa и ρ > 1, то потеря устойчивости 
происходит при переходе через мультипликатор −1. С ростом значений rAa область устойчиво-
сти мономорфного равновесия (7) сужается (рис. 3, а) за счет смещения линии транскритиче-
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ской бифуркации. При этом границы, соответствующие субкритической бифуркации удвоения 
периода и бифуркации Неймарка–Сакера, остаются без изменений. Увеличение репродуктив-
ного потенциала генотипа АА также не изменяет параметрический портрет, соответствующий 
области устойчивости решения (7). 

При rAA ≤ e2 переход через границу ρ = 1 ведет к возникновению субкритической бифурка-
ции удвоения периода и, следовательно, потере устойчивости решения (8) с сохранением гене-
тического мономорфизма АА. Отметим, что при e2 < rAA < e4 наблюдается возможность возник-
новения квазипериодических колебаний, поскольку потеря устойчивости решения (8) реализу-
ется по сценарию Неймарка–Сакера (рис. 3, б). В целом изменение значений репродуктивного 
потенциала гомозиготы аа не влияет на динамические режимы мономорфного решения (8). 
В то время как рост репродуктивного потенциала гомозиготы АА сужает область устойчивости 
неподвижной точки (8). 

Полиморфное равновесие (9) также теряет устойчивость по двум сценариям (рис. 3, в). 
Отметим, что неподвижная точка (9) и режимы, возникшие в результате ее потери устой-
чивости, существуют при 0 < raa < rAa. Причем чем больше значение rAa, тем больше область 
устойчивости полиморфного равновесия. Анализ поведения границ области устойчивости  
полиморфной точки (9) в плоскости параметров (ρ, raa) позволяет заключить, что если rAa > e2, 
то возникает возможность потери устойчивости по сценарию Неймарка–Сакера при 
0 < ρ < 0.5 ln rAa – 1. Eсли ρ > 1, то в полосе 0 < raa < rAa наблюдаются режимы динамики, воз-
никшие в результате потери устойчивости полиморфного равновесия (9), вызванной переходом 
мультипликатора через −1.  

В зависимости от значений параметров rAA и rAa область устойчивости системы (6) пред-
ставляет собой комбинацию областей устойчивости решений (7) и (8) при rAA > rAa либо реше-
ний (7) и (9) при rAA < rAa.  

При rAA < rAa в полосе raa < rAa реализуется полиморфное равновесие, которое может терять 
устойчивость как через бифуркацию λ = −1, так и по сценарию Неймарка–Сакера (рис. 3, в). 
Следовательно, при rAA < rAa с ростом значений параметра raa сначала существует полиморфное 
равновесие (т. е. повышенный репродуктивный потенциал гетерозиготы, поскольку значения 
репродуктивных потенциалов обеих гомозигот меньше), которое затем сменяется мономорф-
ным решением (7), поскольку генотип аа с наибольшим репродуктивным потенциалом вытес-
няет остальные генотипы.  

При rAA > rAa, как видно на рис. 3, а, в области raa > rAa существует мономорфное решение 
0,q =  0,p =  которое может быть как устойчивым, так и неустойчивым. При 0 < raa < rAa, будет 

реализовываться другое мономорфное решение 1,q =  1p =  (рис. 3, б). Более того, при raa > rAa 
можно говорить о бистабильности, поскольку область устойчивости решения (8), которой 
в плоскости параметров (ρ, raa) соответствует полоса параллельная оси ординат (рис. 3, б), на-
кладывается на область устойчивости решения (7).  

В целом проведенное исследование демонстрирует, что итоговый генетический состав по-
пуляции (а именно, будет ли она устойчиво полиморфной) во многом определяется значениями 
репродуктивных потенциалов гетерозиготы и гомозигот. При этом появление (например, в ре-
зультате мутаций) новых аллелей, обеспечивающих больший репродуктивный потенциал осо-
бей, приводит к естественному отбору этих аллелей и закономерному эволюционному росту 
среднего значения репродуктивного потенциала в популяции. Однако это увеличение среднего 
значения репродуктивного потенциала при плотностной регуляции рождаемости приводит 
к дестабилизации динамики численности возрастных групп.  

Мультистабильность динамики численности 

Для анализа возможных динамических режимов модели (6) были построены карты пара-
метрических областей этих режимов. Карты получены следующим образом: в каждой точке 
(соответствующей одному пикселю) плоскости параметров выполнялось 5000 итераций ото-
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бражения (6), по результатам последних 500 шагов определялся период колебаний траектории, 
и эта точка окрашивалась в заданный цвет в соответствии с полученным периодом. Карты сум-
мируют информацию не только о типе наблюдаемого динамического режима по численности 
(период наблюдаемых колебаний), но и генетическом составе, т. е. является ли популяция по-
лиморфной или же мономорфной и относительно какого аллеля. 

Повышенный репродуктивный потенциал гетерозиготы  
и промежуточное доминирование при rAa > rAA 

Полиморфизм в популяции возможен, только когда raa < rAa [Фрисман, Жданова, 2009; Не-
верова и др., 2020], поскольку в этом случае репродуктивный потенциал гетерозиготы оказыва-
ется выше репродуктивных потенциалов обеих гомозигот. В свою очередь, при raa > rAa реали-
зуется промежуточное доминирование, в результате которого генотип aa вытесняет все осталь-
ные генотипы, так как значение его репродуктивного потенциала наибольшее. Соответственно, 
при raa > rAa притягивающим оказывается решение 0,q =  0p =  или же режимы, возникшие 
в результате его потери устойчивости. Рис. 4 демонстрирует динамические режимы модели (6). 
Как видно, при raa < rAa существует полиморфное равновесие, причем чем больше значения rAa, 
тем разнообразнее множество динамических режимов, возникающих в результате его потери 
устойчивости. При raa > rAa возникает мономорфное решение 0,q =  0,p =  область устойчи-
вости которого сужается с ростом значений rAa. В целом видно, что потеря устойчивости не-
подвижных точек реализуется по двум сценариям. Примечательно, что увеличение репродук-
тивного потенциала гомозиготы АА оказывает влияние преимущественно на режимы динамики 
полиморфной популяции: область устойчивости решения (9) сужается, и изменяется поведение 
бифуркационных линий (рис. 4, в). Также изменения касаются областей, где равновесия не ус-
тойчивы.  

Отметим наличие областей мультистабильности, в которых реализация того или иного ди-
намического режима зависит от значений начального условия. В частности, на картах рис. 4 
можно наблюдать область 3-цикла, которая располагается поверх устойчивого равновесия 
и режимов, возникших в результате его потери устойчивости. Здесь вариация начального усло-
вия приведет к реализации либо 3-цикла, либо динамического режима «под ним». В наших 
предыдущих работах было показано, что в модели (4) без учета генетического разнообразия 
возникает мультистабильность, когда в зависимости от начальных условий возможна реализа-
ция как устойчивого равновесия, так и колебательных режимов динамики [Неверова, Фрисман, 
2015; Neverova et al., 2018]. Как оказалось, в модели (6), учитывающей не только возрастную, 
но и генетическую структуры популяции, явление мультистабильности сохраняется.  

 
Рис. 4. Карты динамических режимов модели (6) в плоскости параметров (ρ, raa). Числа соответствуют 
длине наблюдаемого цикла, индекс 1 отражает, что популяция мономорфна относительно аллеля а 
( 0,q =  0),p =  3 — популяция полиморфна, Q — квазипериодическая динамика, C — хаотическая ди-
намика 
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Следует отметить, что сосуществующие устойчивые аттракторы могут весьма причудливо 
и сложно делить фазовое пространство модели между собой. Примеры структуры фазового 
пространства в областях мультистабильности для карты динамических режимов рис. 4, в пред-
ставлены на рис. 5. 

 
Рис. 5. Бассейны притяжения динамических режимов модели (6) по численности в области мультиста-
бильности при повышенном репродуктивном потенциале гетерозиготы (режимы с индексом 3) и проме-
жуточном доминировании (индекс 1). Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла 

На бассейнах притяжения в пространстве частот при полиморфизме видно, что при малой 
концентрации особей с новым генотипом вполне может произойти перескок в бассейн притя-
жения другого режима, в результате чего будет наблюдаться смена динамики численности. 
В целом анализ приведенных на рис. 5 бассейнов притяжения позволяет заключить, что смена 
динамического режима численности может произойти не только в случае вариации численно-
стей возрастных групп в популяции, но и в результате изменения ее генетического состава.  
Отметим, что наличие мультистабильности (мультирежимности) принципиальным образом 
увеличивает количество и разнообразие возможных эволюционных сценариев и делает их зави-
симыми не только от параметров, но и от начальных условий, фаз циклов, при которых проис-
ходили соответствующие бифуркации, вызванные эволюционным ростом репродуктивного по-
тенциала, и т. д.  

Неполное доминирование (промежуточное наследование)  
и пониженный репродуктивный потенциал гетерозиготы  
(ловушка бистабильности) при rAa < rAA  

Рассмотрим более подробно ситуацию, когда в модели (6) возникает бистабильность, 
т. е. одновременно существуют два устойчивых мономорфных равновесия. На рис. 6 представ-
лены карты динамических режимов при rAa < rAA в плоскости параметров (ρ, raa), как видно, 
при raa < rAa наблюдается промежуточное доминирование, в результате которого побеждает ге-
нотип с наибольшим репродуктивным потенциалом АА (рис. 6, a). Условие raa > rAa соответ-
ствует пониженному репродуктивному потенциалу гетерозиготы, при котором возникает бис-
табильность, и, следовательно, сосуществуют оба мономорфных равновесия. При этом какой из 
аттракторов является притягивающим в каждом конкретном случае определяется значениями 
начального условия. В частности, на картах видно, что выбор начального условия в области 
бистабильности определяет эволюционный путь, по которому будут развиваться популяция 
и, соответственно, асимптотический динамический режим.  

Таким образом, если rAA > rAa, то при raa < rAa динамические режимы системы не зависят от 
начальных условий, здесь всегда развивается мономорфная популяция, особи которой имеют 
генотип АА. В области бистабильности при raa > rAa установившийся генетический состав зави-
сит от начальных условий. Как и в предыдущем случае, здесь возникает мультирежимность: 
поверх области устойчивости неподвижной точки, располагается область 3-цикла, который ро-
ждается в результате касательной бифуркации [Фрисман и др., 2014; Neverova et al., 2018].  
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Рис. 6. a–б) Карты динамических режимов модели (6) в плоскости параметров (ρ, raa) при вариации гене-
тического состава популяции. Бассейны притяжения динамических режимов генетического состава (в) 
и численности (г). Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла, индекс 1 отражает, что популяция 
мономорфна относительно аллеля а ( 0,q = 0),p =  2 — популяция мономорфна относительно аллеля А 
( 1,q = 1),p =  Q — квазипериодическая динамика 

На рис. 6, в, г представлены бассейны притяжения динамических режимов частот геноти-
пов и численностей для значений параметров из области мультистабильности. Как видно,  
устойчивое равновесие и 3-цикл делят между собой фазовое пространство, и, соответственно, 
изменения текущей численности популяции могут привести к изменениям режима динамики 
численности мономорфной популяции с генотипом аа. С другой стороны, случайные измене-
ния генетического состава, вызванные вариацией текущей численности, могут привести к из-
менению направления эволюции, в результате чего генотип АА вытеснит все остальные геноти-
пы, и в перспективе будет развиваться мономорфная популяция с меньшим репродуктивным 
потенциалом.  

Закономерным оказалось наличие областей притяжения 2-цикла, т. е. возможность третье-
го сценария развития популяции, а именно возникновение двухгодичных колебаний генетиче-
ского состава, ведущего к колебаниям среднего значения репродуктивного потенциала и, сле-
довательно, колебаниям численности популяции. Этот режим реализуется из сравнительно  
небольшой области начальных условий и заключается в циклических колебаниях генетической 
структуры, при которых в четные сезоны размножений в популяции преобладает один из алле-
лей, а в нечетные — другой. 

Колебания генетического состава:  
возникновение 2-цикла 

Для того чтобы изучить условия возникновения цикла длины 2, рассмотрим отображение, 
полученное после двукратного применения рекуррентных уравнений модели (6). Приходим 
к следующей системе уравнений: 
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 (11) 

Поскольку два последних уравнения системы (11) не зависят от переменных x и y,  
нетрудно получить следующие значения для частот генотипов в неподвижных точках этой 
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системы: 

 { 0,q =  0},p =  (12) 
 { 1, 1},q p= =  (13) 
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 , 0 ,
2

Aa aa

Aa AA aa

r rq p
r r r

⎧ ⎫−
= =⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
 0, ,

2
Aa aa

Aa AA aa

r rq p
r r r

⎧ ⎫−
= =⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
 (16) 

 , 1 ,
2

Aa aa

Aa AA aa

r rq p
r r r

⎧ ⎫−
= =⎨ ⎬− −⎩ ⎭

 1, .
2

Aa aa

Aa AA aa

r rq p
r r r

⎧ ⎫−
= =⎨ ⎬− −⎩ ⎭

 (17) 

Значения частот (12), (13) и (14) соответствуют мономорфным и полиморфной стацио-
нарным точкам (7), (8) и (9) системы (6) и 2-циклам этой системы, в которых генетический  
состав постоянный, а численность колеблется с периодом 2. Такие циклы возникают, когда со-
ответствующие неподвижные точки (7), (8) или (9) теряют устойчивость через бифуркацию уд-
воения периода: популяция остается постоянна по генетического составу, но ее численность 
совершает двухгодичные колебания. 

Значения (15), (16) и (17) соответствуют значениям частот аллелей в 3 разных парах  
2-циклов системы (6). Циклы каждой пары имеют одинаковые значения переменных, но разные 
значения фаз. Отметим, что эти противофазные циклы существует одновременно и их области 
устойчивости совпадают. Однако какой из них окажется притягивающим, определяется на-
чальными условиями. Следует подчеркнуть, что циклы (15) возникают при пониженном репро-
дуктивном потенциале гетерозиготы, в то время как циклы (16) и (17) могут реализоваться 
только при полиморфизме.  

Характеристический многочлен системы (11) имеет вид 

( )( )( )( )2 0,x y y x x y q pX Y X Y X Y Q Pλ λ λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − + + − − =  

где  

( ) exp( ( ) exp( ) ),X R q x R p y x y xρ ρ= − − − −    ( ) exp( ),Y R p y x yρ= − −  
( )(1 ) / ( ),AA AaQ q r q r q R q= + −    ( )(1 ) / ( ),AA AaP p r p r p R p= + −  

R(p) = rAAp2 + 2rAap(1 – p) + raa(1 – p)2,   R(q) = rAAq2 + 2rAaq(1 – q) + raa(1 – q)2. 

Нетрудно показать, что для решений (15) справедливо ( )1, 0 / ,q Aa aaQ q p r r′ = = =  

( )1, 0 /p Aa AAP q p r r′ = = =  и ( )0, 1 / ,q Aa AAQ q p r r′ = = =  ( )0, 1 / .p Aa aaP q p r r′ = = =  Соответствен-
но, при полиморфизме rAa > max{rAA, rаа } решения (15) неустойчивы. При промежуточном до-
минировании, когда rаа < rAa < rAA или rАА < rAa < rаа, решения (15) также неустойчивы, однако 
соответствующие 2-циклы системы (6) вполне могут существовать, поскольку происходящие 
в субпопуляциях четных и нечетных лет генетические мутации оказываются независимыми 
и не переходят из одной субпопуляции в другую. В силу этого, если в какой-то момент (n = 0) 
в мономорфной по одной из гомозигот, например аа, общей (состоящей из двух субпопуляций) 
популяции произойдет положительная мутация А, такая, что rАА < rAa < rаа, то эта мутация  
затронет только одну из субпопуляций: q0 > 0 при p0 = 0. Поскольку согласно (11) вторые ите-
рации переменных p и q происходят независимо, то q четных лет будет расти и затем стремить-
ся к 1, а p останется равным 0, и в результате мы будем наблюдать 2-цикл с { 1,q =  0}.p =  Этот 
цикл достигается только при р0 = 0, и поэтому он неустойчив: попадание любого количества 
аллеля А в субпопуляцию приведет к его закреплению. Однако реальный механизм такого  
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«попадания» — это мутация, аналогичная произошедшей в смежной субпопуляции, что крайне 
маловероятно. По-видимому, именно независимость генетической эволюции субпопуляций 
четных и нечетных лет является основным источником различия в генетическом составе и чис-
ленности этих субпопуляций. 

В случае пониженного репродуктивного потенциала гетерозиготы rAa < min{rAA, rаа } ре-
шения (15) устойчивы.  

Рассмотрим теперь неподвижные точки (16). Если rAa > rаа, то эти решения неустойчивы, 

поскольку 0, 1
2

Aa aa Aa
q

Aa AA aa aa

r r r
Q q p

r r r r
⎛ ⎞−′ = = = >⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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2

Aa aa Aa
p

Aa AA aa aa

r r r
P q p

r r r r
⎛ ⎞−′ = = = >⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

Отметим, что при rAa < rAA решения (16) теряют физический смысл, поскольку репродуктивный 
потенциал гетерозиготы пониженный. Следовательно, при rAa > max{rAA, rаа} реализация  
данного решения возможна, только если одна из частот будет равна нулю. Отметим, что попа-
дание в данное неустойчивое состояние может оказаться вполне осуществимым, если в одном 
из поколений общей мономорфной по аа популяции произойдет мутация А такая, что 
rAa > max{rAA, rаа}. 

В свою очередь, если rAa > max{rAA, rаа}, что обеспечивает существование полиморфизма, то 

при rAa > rаа решения (17) также неустойчивы, поскольку 1, 1,
2

Aa aa Aa
q

Aa AA aa AA

r r rQ q p
r r r r

⎛ ⎞−′ = = = >⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 

, 1 1,
2

Aa aa Aa
p

Aa AA aa AA

r r rP q p
r r r r

⎛ ⎞−′ = = = >⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 и, следовательно, как и в предыдущем случае, реализа-

ция этого решения возможна, только если одна из частот будет равна не изменяющейся коорди-
нате неподвижной точки, т. е. единице (другими словами, в одном из поколений общей моно-
морфной по АА популяции произойдет мутация а такая, что rAa < min{rAA, rаа }). 

Численности разных возрастных групп в неподвижных точках для соответствующих q  и p  
находятся на основе двух первых уравнений системы (11). Как оказалось, каждому стационарно-
му генетическому составу в дополнение может быть поставлен один из трех наборов соответ-
ствующих стационарных значений численности: 

2 2
ln ( ) ln ( ) ln ( ) ln ( ), ,

1 1
R q R p R p R qx yρ ρ

ρ ρ
⎧ ⎫− −

= =⎨ ⎬
− −⎩ ⎭

  

{ }ln ( ), 0 ,x R q y= =   

{ }0, ln ( ) ,x y R p= =  

где 2 2( ) 2 (1 ) (1 ) ,AA Aa aaR q r q r q q r q= + − + −  2 2( ) 2 (1 ) (1 ) .AA Aa aaR p r p r p p r p= + − + −  
Отметим, что в случае равновесного генетического мономорфизма по гомозиготе аа, оп-

ределяемого (12), нетривиальное по численности решение совпадает с неподвижной точкой (7), 
т. е. это стационарное состояние. Полутривиальные по численности решения соответствуют 
противофазным 2-циклам, возникшим в результате потери устойчивости равновесия (7) при 
переходе собственного числа через –1, т. е. через прямую ρ = 1 (когда rаа < e2). При этом облас-
ти устойчивости двух противофазных 2-циклов совпадают, и какой из них окажется притяги-
вающим, определяется начальными условиями, а неустойчивая точка (7) лежит на границе бас-
сейнов притяжения. Для равновесного мономорфизма по гомозиготе аа, определяемого (13), 
все аналогично. Области устойчивости решений (12) и (13) представлены на рис. 7, a, б. Грани-
цы области устойчивости найдены на основе «треугольника устойчивости» [Кузнецов и др., 
2012а, 2012б]. Устойчивый 2-цикл (12) реализуется в области ρ > 1 и rAа < raa < e2 независимо от 
значений репродуктивного потенциала гомозиготы АА (рис. 7, а). 2-цикл (13) в плоскости па-
раметров (raa, ρ) устойчив в полуплоскости ρ > 1, если rAA < e2 (рис. 7, б). «Генетическое разно-
образие» (14) устойчиво в полосе 0 < raa < rAа

 при ρ > 1, если rAA < rAа и rАа < e2, что хорошо вид-
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но на рис. 4, а. При равновесных значениях частот аллелей, задаваемых равенствами (15), сис-
тема (11) имеет три разные пары стационарных решений:  

 2 2
ln ln ln ln, , 1, 0

1 1
AA aa aa AAr r r rx y q pρ ρ

ρ ρ
⎧ ⎫− −

= = = =⎨ ⎬
− −⎩ ⎭

 и   

 2 2
ln ln ln ln, , 0, 1 ,

1 1
aa AA AA aar r r rx y q pρ ρ

ρ ρ
⎧ ⎫− −

= = = =⎨ ⎬
− −⎩ ⎭

 (18) 

 { }0, ln , 1, 0aax y r q p= = = =  и { }ln , 0, 0, 1 ,aax r y q p= = = =  (19) 
 { }ln , 0, 1, 0AAx r y q p= = = =  и { }0, ln , 0, 1 ,AAx y r q p= = = =  (20) 

которые определяют значения переменных в противофазных 2-циклах модели (6). Области ус-
тойчивости решений (12), (13) и (18)–(20) представлены на рис. 7. 

 
Рис. 7. Область устойчивости двухгодичных колебаний мономорфной популяции с генотипом аа (a) 
и АА (б). в) Области устойчивости решений (19) и (20). г) Деление параметрического пространства реше-
ниями (18)–(20): в области I реализуются решение (18) и режимы, возникшие в результате его потери 
устойчивости. В областях II и III реализуются решения (19) и (20) и/или режимы, возникшие в результате 
их потери устойчивости, соответственно. д) Область устойчивости 2-цикла (18) при вариации значений 
параметров 

Линии транcкритической бифуркации и удвоения периода для решения (19) имеют вид 
raa = rAA

ρ, rAA = e2 соответственно. Для решения (20) условия симметричны относительно raa 
и rAA, т. е. rAA = raa

ρ, raa = e2. 2-циклы (19) и (20) устойчивы, если raa < e2 и rAA < e2 соответственно 
(рис. 7, в). Область устойчивости решения (18) представлена на рис. 7, д. Как видно, 
при rAA = rаа линии касательной бифуркации и удвоения периода пересекаются в одной точке, 
то есть возникает fold-flip-бифуркация, в результате которой рождается 2-цикл. Данный 2-цикл 
бифурцирует как по сценарию Фейгенбаума (переход через линию PD), так и по сценарию 
Неймарка–Сакера (линия NS). При этом видно, что рост значений репродуктивного потенциала 
гомозиготы AA расширяет область устойчивости 2-цикла. В то время как увеличение репродук-
тивного потенциала гетерозиготы уменьшает область устойчивости 2-цикла за счет смещения 
линии касательной бифуркации (T).  
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В целом же параметрическое пространство в области значений параметров raa > rAa отно-
сительно решений (18)–(20) делится на три части, в каждой из которых частоты аллелей меня-
ются одинаково в соответствии с (15), но разные сценарии развития популяции, возникшие 
в результате потери устойчивости разных неподвижных точек (рис. 7, г). На основе какой не-
подвижной точки будет эволюционировать динамический режим, определяется значениями 
популяционных параметров. Так, в области I реализуются решение (18) и режимы, возникшие 
в результате его потери устойчивости (рис. 7, г). В областях II и III реализуются решения (19) 
и (20) и/или режимы, возникшие в результате их потери устойчивости, соответственно.  

На рис. 8 представлены карты динамических режимов модели (6), демонстрирующие де-
ление параметрического пространства разными предельными решениями. На этих параметри-
ческих портретах выделяются (светло-голубые) области устойчивости разных 2-циклов. Далее 
на рисунке приведены траектории, демонстрирующие динамику численностей возрастных 
классов и частот аллелей при значениях параметров из областей устойчивости различных  
2-циклов. Как видно, при выбранном начальном условии на рис. 8, а выделяются 4 области 
с различающейся динамикой двухгодичных колебаний (рис.8, в).  

 
Рис. 8. a, б) Карты динамических режимов системы (6) при начальном условии x0 = 0.01, y0 = 1, q0 = 0.9, 
p0 = 0.1, дополненные параметрическими портретами. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла, 
Q — квазипериодическая динамика, С — хаотическая динамика. Нижний индекс 2 отражает, что попу-
ляция мономорфна по аллелю А, в областях без нижнего индекса частоты аллелей совершают двухго-
дичные колебания. Режимы с верхними индексами * и ** соответствуют решениям (19) и (20) и режи-
мам, возникшим в результате их потери устойчивости, соответственно. Отсутствие верхнего индекса 
соответствует решению (18). (в) Траектории модели (6) при значениях параметров из областей устойчи-
вости 2-циклов карты (а) 

Согласно рис. 7 и 8 2-циклы (18)–(20) могут существовать при значениях параметра ρ как 
больше, так и меньше единицы. При ρ > 1 реализуются решения (19) и (20), которые могут быть 
как устойчивыми, так и нет (рис. 8, а, б). С другой стороны, при ρ > 1 могут существовать  
устойчивые двухгодичные колебания численности мономорфной популяции. Так, на рис. 8, а 
реализуется устойчивое решение (13). При этом в силу выбранного начального условия мы не 
наблюдаем цикл (12), однако он существует и устойчив, поскольку rAа = 4 < e2 (рис. 7, а). Сле-
довательно, в случае пониженного репродуктивного потенциала гетерозиготы возможны си-
туации, когда сосуществуют несколько устойчивых 2-циклов. В частности, при ρ > 1, raa < e2 
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и rAA < e2 в полосе rAа < raa < e2 сосуществуют три разных устойчивых 2-цикла, каждый из кото-
рых характеризуется своей структурой колебаний частот аллелей (рис. 7, a–в). Если ρ > 1, 
raa < e2 и rAA > e2, тогда в полосе rAа < raa < e2 только при raa > rAA

ρ сосуществуют 2-циклы (12), 
(13) и (18), а при rAа > e2 устойчивых 2-циклов нет.  

Однако, даже если rAа > e2, существует область параметрического пространства, где  
2-цикл (18) устойчив (рис. 7, 8). Отметим, что этот 2-цикл реализуется при ρ < 1, и, следова-
тельно, в этой области нет других устойчивых 2-циклов, поскольку rAа > e2. 

Сценарии развития при пониженном репродуктивном потенциале  
гетерозиготы: бистабильность и мультистабильность 

Проведенное исследование позволяет заключить, что при пониженном репродуктивном 
потенциале гетерозиготы при одних и тех значениях демографических параметров возможны 
3 пути развития популяции. Это связано с тем, что при rAa < min{rAA, rаа} друг на друга накла-
дываются области устойчивости следующих решений: двух мономорфных (7), (8) и цикличе-
ского (15). Какое именно из этих решений является притягивающим, определяется начальными 
условиями, а для реализуемой траектории — текущим состоянием популяции. Для того чтобы 
продемонстрировать данную мультистабильность, на рис. 9 представлены карты динамических 
режимов при различных начальных условиях.  

Отметим, что в области бистабильности мономорфных решений отображение (11) по пе-
ременным p и q для решения (15) всегда оказывается сжимающим, и, следовательно, колебания 
генетического состава, задающие 2-цикл, существуют и устойчивы при любых значениях пара-
метров в области пониженного репродуктивного потенциала гетерозиготы rAa < min{rAA, rаа}. 
Это легко доказать, исследовав на устойчивость подсистему, описывающую динамику генети-
ческого состава, модели (11). В целом же параметрический портрет, отражающий динамиче-
ские режимы генетического состава при различных значениях репродуктивных потенциалов 
гомозигот, можно представить в виде следующей схемы (рис. 10, а). На рис. 10, а явно выделя-
ется область, в которой устойчивы три варианта генетического разнообразия популяции. Соот-
ветственно, в случае пониженного репродуктивного потенциала гетерозиготы возникающий 
двухгодичный цикл по переменным p и q устойчив всегда, при этом двухгодичные колебания 
численности популяции могут бифурцировать как по сценарию Фейгенбаума, так и по сцена-
рию Неймарка–Сакера (рис. 10, б). Отметим наличие областей мультистабильности, в которых 
перекрываются области циклов с разными периодами, в частности, этим объясняется наруше-
ние симметрии на карте 10, б. 

 
Рис. 9. Карты динамических режимов системы (6) при различных начальных условиях. Числа соответ-
ствуют длине наблюдаемого цикла, Q — квазипериодическая динамика, С — хаотическая динамика. Ин-
декс 1 отражает, что популяция мономорфна по аллелю а, 2 — популяция мономорфна по аллелю А, 
в областях без индекса генетический состав совершает двухгодичные колебания 
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Рис. 10. Режимы динамики генетического (а) состава и численности популяции (б–в), дополненные тра-
екториями (г–д) и фазовыми портретами (е–ж) модели (6) для начального условия x0 = y0 = 1, q0 = 0.99, 
p0 = 0.01. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла. Индекс 1 отражает, что популяция моно-
морфна по аллелю а, 2 — популяция мономорфна по аллелю А, в областях без индекса генетический со-
став совершает двухгодичные колебания 

В случае возникновения двухгодичных колебаний генетического состава режим динамики 
численности представляет собой наложение двух аттракторов, характерных для ведущих гено-
типов, каждой из субпопуляций смежных поколений. Однако численность популяции может 
стабилизироваться, если значения репродуктивных потенциалов гомозигот равны (рис. 10, г). 
В частности, на картах рис. 10 видно, что на диагонали, соответствующей случаю равенства 
репродуктивных потенциалов гомозигот, два аттрактора — элементы 2-цикла — совпадают,  
и, как результат, популяция демонстрирует стабильную динамику. Если же репродуктивные 
потенциалы гомозигот отличаются, даже не значительно, колебания генетического состава со-
провождаются колебаниями численностей возрастных классов (рис. 10, д). То же самое наблю-
дается в области цикла с периодом 6, при равенстве потенциалов гомозигот реализуется 3-цикл. 
В свою очередь, в области квазипериодической динамики при raa = rAA два аттрактора совпада-
ют, и наблюдается одна инвариантная кривая (рис. 10, е, ж). 

Деление фазового пространства модели сосуществующими динамическими режимами от-
носительно генетического состава популяции представлено на рис. 11. Как видно, в простран-
стве частот при rAA = raa бассейны притяжения мономорфных равновесий равны и симметрично 
расположены, и их между собой разделяет область, соответствующая колебаниям генетическо-
го состава с периодом 2 (рис. 11, а). При разных репродуктивных потенциалах гомозигот об-
ласть притяжения мономорфного равновесия для гомозиготы с большим репродуктивным по-
тенциалом больше, чем для гомозиготы с меньшим репродуктивным потенциалом (рис 11, б, в). 
Рост репродуктивного потенциала гетерозиготы приводит к увеличению бассейна притяжения 
мономорфного решения с большим репродуктивным потенциалом и сужению областей притя-
жения второго мономорфного состояния и двухгодичных колебаний генетического состава, 
вплоть до их полного исчезновения при rAа = min{raa, rAA}(рис. 11, г). 

Нетрудно показать, что множество начальных условий, соответствующих частотам гене-
тического состава популяции, в зависимости от асимптотического генетического распределе-
ния может быть поделено следующим образом: 

1) мономорфизм относительно аллеля а ( 0,q =  0)p =  при 0 0, *;q p p<  
2) мономорфизм относительно аллеля А ( 1,q =  1)p =  при 0 0, *;q p p>  
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Рис. 11. Бассейны притяжения динамических режимов модели (6), соответствующие генетическому со-
ставу популяции, в области бистабильности. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла. Индекс 1 
отражает, что популяция мономорфна относительно аллеля а, 2 — популяция мономорфна относительно 
аллеля А 

3) колебания генетического состава:  

( 0,q =  1)p =  при 0 *,q p<  0 *,p p>  ( 1,q =  0)p =  при 0 *,q p>  0 *,p p<  

где * .
2

aa Aa

AA aa Aa

r rp
r r r

−
=

+ −
 В частности, если значения репродуктивных потенциалов гомозигот 

равны, то единичный квадрат делится на 4 равных части, что и видно на рис. 11, а. Отметим, 
что p* соответствует равновесному значению частоты аллеля А, которое неустойчиво при по-
ниженном репродуктивном потенциале гетерозиготы. Следовательно, если q0 = p* (p0 = p*), 
а p0 < p* (q0 < p*), то реализуется неустойчивое решение (16); если же p0 > p* (q0 > p*), тогда 
система попадает в неустойчивое равновесие (17). В случае когда q0 = p* и p0 = p*, несмотря на 
пониженный репродуктивный потенциал гетерозиготы, будет реализовываться решение (9). 

Рассмотрим взаимосвязь генетического состава популяции с ее динамикой (рис. 12). Бассей-
ны притяжения, приведенные на рис. 12, а, демонстрируют, что при одних и тех же значениях 
демографических параметров в зависимости от текущего генетического состава существует три 
пути эволюционного развития популяции (рис. 12, а), в рамках каждого из которых динамика 
численности популяции определяется значением среднего репродуктивного потенциала и про-
цессами саморегуляции (рис. 12, б). Так, если закрепится аллель a и генотип аа вытеснит гено-
тип АА, то мономорфная популяция будет демонстрировать нерегулярные колебания в силу вы-
сокого репродуктивного потенциала особей (raa > rAA) и плотностной регуляции рождаемости 
(рис. 12, д). При других условиях может сложиться ситуация, что более перспективная форма не 
способна естественным образом вытеснить явно более слабого по репродуктивным показателям 
генетического конкурента, и тогда будет наблюдаться стабилизация численности (рис. 12, е). Од-
нако возможна ситуация, когда будет реализован полиморфизм в виде 2-цикла, в рамках которого 
генетический состав будет совершать колебания подобные «биениям» и оба генотипа будут ока-
зывать влияние на развитие популяции, в результате чего динамика численности популяции так-
же перейдет к колебаниям (рис. 12, б, ж). При этом изменение текущей численности может при-
вести к смене наблюдаемого режима динамики, если наблюдается мультистабильность, однако 
направление эволюции сохранится, если соотношение генотипов не изменится (рис. 12, в, г). 

Следует отметить, что выявленные закономерности возникновения и эволюции 2-циклов 
модели (6) и характер динамического поведения популяции при пониженной приспособленно-
сти гетерозиготы в большой степени определяются особенностями жизненного цикла особей, 
составляющих моделируемую популяцию. Именно жизненный цикл определяет наличие суб-
популяций четных и нечетных лет, которые фактически являются генетически изолированны-
ми, что, в свою очередь, приводит к возможности независимой микроэволюции этих субпопу-
ляций и возникновению сложных сценариев динамики как численности, так и генетической 
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структуры. Закрепление разных адаптивных мутаций постепенно приведет к различиям в сред-
них репродуктивных потенциалах субпопуляций и достижению ими разного равновесного 
уровня численности. Дальнейший эволюционный рост репродуктивных потенциалов экологи-
чески лимитированных субпопуляций приводит к колебаниям их численностей, которые могут 
отличаться не только амплитудой, но и фазой. 

При повышенном репродуктивном потенциале гетерозиготы (как, впрочем, и при ней-
тральных мутациях) субпопуляции окажутся полиморфными, но имеющими несколько разли-
чающихся по наборам аллелей полиморфных локусов. При пониженной приспособленности 
гетерозиготы подобные различия труднодостижимы из-за ловушки бистабильности, но, раз ус-
тановившись, они оказываются весьма устойчивыми, вплоть до выраженной генетической, да 
и морфологической генетической дифференциации субпопуляций смежных лет. 

Наличие двухгодичных колебаний генетического состава и численности субпопуляций 
смежных лет давно подтверждено разнообразными результатами наблюдений за динамикой 
популяций тихоокеанской горбуши (Oncorhynchus gorbuscha). В одной реке размножаются осо-
би четных и нечетных генераций этого вида. В результате две субпопуляции четных и нечет-
ных лет порождают двухлетний цикл. Обычно одно поколение многочисленное, другое мало-
численное, при этом численность четных и нечетных поколений в одной реке может различать-
ся в десятки раз [Пустовойт, 2011]. Более того, на основе данных об аллозимной изменчивости 
было показано наличие заметных генетических различий между поколениями четных и нечет-
ных лет [Животовский и др., 1989; Zhivotovsky et al., 1994]. Есть работы, в которых показана 
и морфологическая дифференциация этих поколений, включая различия по размерно-весовым 
характеристикам. Все это хорошо укладывается в рамки сценариев эволюции динамических 
режимов, получаемых в предложенной модели, подтверждая ее адекватность и актуальность.  

Заметим, что, по различным грубым оценкам, основанным на данных о динамике локаль-
ных популяций и популяционных систем, репродуктивный потенциал популяций горбуши ко-
леблется в пределах от 7 до 14 [Ефанов, 2005]. Для получения достоверной оценки параметра ρ 
у нас не достаточно данных. Однако, как следует из проведенного анализа, при таких значениях 
репродуктивного потенциала и малых ρ численность популяции находится в области квазипе-
риодических колебаний, при больших ρ — стабилизируется, а при еще больших — «сваливает-

Рис. 12. a–г) Бассейны притяжения динамических режимов модели (6) при rAa = 5, rAA = 9.9, raa = 22.4, 
ρ = 0.3. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла. Индекс 1 отражает, что популяция мономорфна 
относительно аллеля а, 2 — популяция мономорфна относительно аллеля А. д–ж) Динамика генетическо-
го состава и численностей возрастных групп популяции 
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ся» в режим регулярных колебаний с локальными минимумами в четные годы и максимумами 
в нечетные (или наоборот). Фактически весь этот спектр динамического поведения численно-
сти и описан при наблюдениях за разными популяциями горбуши на Сахалине, Курильских  
о-вах и Камчатке. Различие в значениях ρ для разных популяций связано, по-видимому, с осо-
бенностями распределения ресурсов при нагуле в море и, соответственно, с разным характером 
конкурентного взаимодействия субпопуляций смежных лет.  

Что же касается первичной генетической дивергенции популяций горбуши, то тут ве-
дущую роль играют два обстоятельства. Во-первых, это выраженная пространственная подраз-
деленность и существенная изолированность различных локальных популяций горбуши, вы-
званная homing-эффектом: возвращением к локальным местам нереста; во-вторых — наличие 
практически для каждой локальной популяции полностью изолированных субпопуляций смеж-
ных лет нереста. Пространственная подразделенность ведет к формированию генетически обо-
собленных пространственных группировок, а наличие изолированных субпопуляций смежных 
лет нереста обеспечивает независимую микроэволюцию этих субпопуляций и накопление в них 
различных аллелей как нейтральных, так и адаптивных, приводящих к сосуществованию суб-
популяций, обладающих разными репродуктивными потенциалами. В случае движущего отбо-
ра, когда гетерозигота имеет промежуточный репродуктивный потенциал, и при этом в одной 
из субпопуляций фиксирован один аллель, а в другой — другой, такая ситуация потенциально 
неустойчива. Попадание лучшего аллеля (обеспечивающего больший репродуктивный потен-
циал гомозиготы) в субпопуляцию, не имеющую ранее этого аллеля, приводит к его фиксации 
и выравниванию репродуктивных потенциалов субпопуляций (и режимов их динамики). Одна-
ко такое «попадание» оказывается невозможно ввиду полной изоляции субпопуляций. И неус-
тойчивое состояние при различии репродуктивных потенциалов субпопуляций, вызванном 
движущим отбором в одной из них, оказывается фактически устойчивым в силу изолированно-
сти субпопуляций и малой вероятности возникновения в них одинаковых мутаций. 

Еще более интересное возникновение генетических различий в субпопуляциях связано 
с мутациями, у которых проявляется пониженная приспособленность гетерозиготы. В этом 
случае появление генетических различий в субпопуляциях, приводящих к различию их репро-
дуктивных потенциалов и различиям динамики поколений четных и нечетных лет, требует до-
полнительных условий, обеспечивающих сравнительно большую начальную концентрацию 
разных аллелей в субпопуляциях, но если такие условия возникнут, то все эти различия ока-
жутся постоянными и устойчивыми.  

Что касается оценок репродуктивных потенциалов конкретных генотипов, то такую зада-
чу, по-видимому, изначально не имеет смысла ставить в силу ее бесперспективности. Еще ни-
кому не удавалось адекватно оценить приспособленности или репродуктивные потенциалы ка-
ких-либо генотипов из природных популяций, тем более для генов-маркеров, оцененных в ходе 
аллозимного анализа. Грубые оценки возможны для репродуктивных потенциалов субпопуля-
ций, т. е. средних по генотипам, а все остальное — только на качественном уровне. Рассмот-
ренная модель дает такое же разнообразие динамических режимов, которое наблюдается в при-
родных популяциях горбуши, она описывает и объясняет наблюдаемые различия в динамике 
и генетической структуре субпопуляций смежных лет. Этого вполне достаточно, чтобы при-
знать модель полезной и адекватной. 

Все дальнейшие модельные исследования популяций горбуши следует, по-видимому, со-
средоточить вокруг моделирования пространственных группировок популяций, связанных ми-
грациями, т. е. заниматься моделированием пространственно-временной динамики метапопу-
ляций. Предлагаемые здесь модели окажутся элементарными компонентами больших систем. 
Основной упор можно сделать на оценку пространственных корреляций как динамических ре-
жимов, так и генетических структур локальных популяций и субпопуляций смежных поколе-
ний. Основная трудность — фрагментарность и непоследовательность полевых исследований 
и наблюдений. Даже данные об объемах официального промысла крайне трудно найти и про-
верить. Однако качественные интересные результаты получить можно, и поле деятельности 
здесь необъятное и захватывающее. 
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Заключение 

В работе на примере простой модельной ситуации, когда все адаптивное разнообразие  
определяется одним аутосомным диаллельным локусом, исследована эволюция режимов дина-
мики численности лимитированной популяции биологического вида с неперекрывающимися 
поколениями и стадийным развитием особей: за время жизненного цикла они проходят две 
стадии, возможно в различающихся средах обитания.  

В ходе исследования показано, что генетический состав популяции (а именно, будет ли 
она полиморфной или мономорфной) определяется значениями репродуктивных потенциалов 
гетерозиготы и гомозигот. При этом режимы динамики численности популяции определяются 
величиной среднего репродуктивного потенциала зрелых особей и интенсивностью процессов 
саморегуляции. В частности, показано, что эволюционный рост среднего значения репродук-
тивного потенциала при плотностной регуляции рождаемости приводит к дестабилизации ди-
намики численности возрастных групп, в то время как интенсивность процессов саморегуляции 
определяет характер возникающих колебаний, поскольку от соотношения степени воздействия 
численностей разных возрастных групп на снижение рождаемости зависит сценарий потери 
устойчивости равновесных состояний.  

Показано, что закономерности возникновения и эволюции циклических режимов динами-
ки в большой степени определяются особенностями жизненного цикла особей, составляющих 
популяцию. Именно жизненный цикл определяет наличие изолированных субпопуляций раз-
ных лет, что, в свою очередь, приводит к возможности независимой микроэволюции этих суб-
популяций и возникновения сложных сценариев динамики как численности, так и генетической 
структуры. Закрепление разных адаптивных мутаций постепенно приведет к генетической 
(а возможно, и морфологической) дифференциации и к различиям в средних репродуктивных 
потенциалах субпопуляций и достижению ими разного равновесного уровня численности. 
Дальнейший эволюционный рост репродуктивного потенциала экологически лимитированных 
субпопуляций приводит к колебаниям их численности, которые могут отличаться не только 
амплитудой, но и фазой. 

Обнаруженные в предложенной модели сценарии микроэволюции генетического состава 
популяции, связанные с колебаниями численности, вполне согласуются с результатами иссле-
дования популяции тихоокеанской горбуши, которая демонстрирует не только колебания чис-
ленности, но и наличие генетически дифференцированных субпопуляций смежных поколений. 
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