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В работе разработан кластерный метод математического моделирования интервально-стохастичес-
ких тепловых процессов в сложных технических, в частности электронных, системах (ЭС). В кластерном 
методе конструкция сложной ЭС представляется в виде тепловой модели, являющейся системой класте-
ров, каждый из которых содержит ядро, объединяющее в себе тепловыделяющие элементы, попадающие 
в данный кластер, оболочку кластера и поток среды, протекающий через кластер. Состояние теплового 
процесса в каждом кластере и в каждый момент времени характеризуется тремя интервально-стохасти-
ческими переменными состояния, а именно температурами ядра, оболочки и потока среды. При этом 
элементы каждого кластера, а именно ядро, оболочка и поток среды, находятся в тепловом взаимодейст-
вии между собой и элементами соседних кластеров. В отличие от существующих методов кластерный 
метод позволяет моделировать тепловые процессы в сложных ЭС с учетом неравномерного распределе-
ния температуры в потоке среды нагнетаемой в ЭС, сопряженного характера теплообмена между пото-
ком среды в ЭС, ядрами и оболочками кластеров и интервально-стохастического характера тепловых 
процессов в ЭС, вызванного статистическим технологическим разбросом изготовления и монтажа элек-
тронных элементов в ЭС, и случайными флуктуациями тепловых параметров окружающей среды.  
Математическая модель, описывающая состояния тепловых процессов в кластерной тепловой модели, 
представляет собой систему интервально-стохастических матрично-блочных уравнений с матричными 
и векторными блоками, соответствующими кластерам тепловой модели. Решением интервально-стохас-
тических уравнений являются статистические меры переменных состояния тепловых процессов в кла-
стерах — математические ожидания, ковариации между переменными состояния и дисперсии. Методика 
применения кластерного метода показана на примере реальной ЭС.  
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A cluster method of mathematical modeling of interval-stochastic thermal processes in complex electronic 

systems (ES), is developed. In the cluster method, the construction of a complex ES is represented in the form of 
a thermal model, which is a system of clusters, each of which contains a core that combines the heat-generating 
elements falling into a given cluster, the cluster shell and a medium flow through the cluster. The state of the 
thermal process in each cluster and every moment of time is characterized by three interval-stochastic state vari-
ables, namely, the temperatures of the core, shell, and medium flow. The elements of each cluster, namely, the 
core, shell, and medium flow, are in thermal interaction between themselves and elements of neighboring clus-
ters. In contrast to existing methods, the cluster method allows you to simulate thermal processes in complex 
ESs, taking into account the uneven distribution of temperature in the medium flow pumped into the ES, the con-
jugate nature of heat exchange between the medium flow in the ES, core and shells of clusters, and the interval-
stochastic nature of thermal processes in the ES, caused by statistical technological variation in the manufacture 
and installation of electronic elements in ES and random fluctuations in the thermal parameters of the environ-
ment. The mathematical model describing the state of thermal processes in a cluster thermal model is a system of 
interval-stochastic matrix-block equations with matrix and vector blocks corresponding to the clusters of the 
thermal model. The solution to the interval-stochastic equations are statistical measures of the state variables of 
thermal processes in clusters - mathematical expectations, covariances between state variables and variance. The 
methodology for applying the cluster method is shown on the example of a real ES. 
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1. Введение 
Тепловое проектирование сложных электронных систем (ЭС) может быть адекватным при 

условии, что методы математического и компьютерного моделирования тепловых процессов 
в ЭС позволяют моделировать [Сергеев, Хадаков, 2012; Kuuse et al., 2005; Мадера, Кандалов, 
2016; Мадера, 2018; Мадера, 2019]: 

• сложные конструкции ЭС, отличающиеся конструктивным разнообразием и большим 
количеством как электронных (активных) тепловыделяющих элементов (процессоры, 
микросхемы (МС), электро-радиоэлементы (ЭРЭ)), так и конструктивных (пассивных) 
элементов, только рассеивающих тепло (электроразъемы, не потребляющие мощность 
ЭРЭ, элементы крепления и пр.); 

• физические процессы, возникающие при функционировании ЭС, а именно тепловые 
процессы и обусловленные ими тепловая обратная связь, термонапряжения, а также те-
плообмен в потоке среды; 

• воздействие дестабилизирующих (химических, радиационных, вибрационных и меха-
нических) и климатических факторов, 

• тепловые и электрические процессы в условиях интервально-стохастической неопреде-
ленности определяющих эти процессы физических и конструкционных факторов.  

Математическая модель, описывающая тепловые и сопутствующие им физические про-
цессы в сложных ЭС, представляет собой систему нестационарных, нелинейных, интервально-
стохастических дифференциальных уравнений в частных производных, включая уравнения 
движения и энергии в потоке охлаждающей среды как внутри, так и вне ЭС. Учитывая, что ко-
личество уравнений в математической модели сравнимо с количеством элементов в ЭС, ее ре-
шение представляет собой чрезвычайно сложную проблему как в математическом, так вычис-
лительном аспектах даже с применением современных суперкомпьютеров. Разработанный 
в [Мадера, 2019] иерархический метод моделирования тепловых процессов в сложных ЭС по-
зволяет преодолеть указанные трудности и существенно упростить математическую модель, 
сократить количество уравнений, в том числе объем компьютерных вычислений и затраты опе-
ративной памяти.  

Тепловые процессы в конструкции ЭС определяются как мощностями энергопотребления 
активных (тепловыделяющих) элементов, так и теплообменом активных и пассивных элементов 
в потоке охлаждающей среды (воздушной или жидкостной), протекающей внутри ЭС. В то время 
как математическое моделирование жидкостного охлаждения ЭС потоком жидкости, нагнетае-
мой по каналам конструкции, разработано достаточно полно [Ellison, 2011; Дульнев, 1971; 
Spolding et al., 1990; Schlichting, Gersten, 2017], математическое моделирование теплообмена эле-
ментов ЭС в потоке воздушной среды, нагнетаемой через корпус ЭС, еще требует своего разре-
шения и доведения до методического уровня проектирования ЭС. При проектировании ЭС, не-
смотря на неоднородное распределение мощности тепловыделения в пространстве ЭС, как пра-
вило, принимается, что температура потока среды распределена по конструкции ЭС равномерно 
либо линейно. В первом случае температура среды считается изотермической и равной некоей 
усредненной температуре, определяемой как среднеарифметическое между температурами на 
входе и выходе ЭС [Ellison, 2011; Дульнев, 1971]. Во втором случае априори принимается линей-
ный характер зависимости температуры воздушной среды от расстояния, проходимого потоком 
среды от входа до выхода в ЭС [Мадера, 2019]. При малых скоростях потока и небольших габа-
ритах ЭС допущение об осредненной температуре среды или линейном распределении ее темпе-
ратуры внутри ЭС может в ряде случаев давать приемлемые для практики теплового проектиро-
вания результаты, однако при больших скоростях среды (но с числом Маха, меньшим единицы), 
а также при увеличении размеров ЭС распределение температуры в потоке воздушной среды мо-
жет существенно отличаться от линейного и тем более изотермического.  

Необходимо отметить, что сложность математического моделирования теплообмена меж-
ду нагнетаемым через ЭС потоком среды и активными элементами обусловливается, во-
первых, чрезвычайно сложным хаотическим движением потока среды, проходящего через об-
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разованную конструктивными и электронными элементами ЭС разветвленную сеть каналов 
с самой разнообразной формой, направлениями, сечением, во-вторых, интервально-стохасти-
ческим характером теплообмена в потоке среды и, в-третьих, сопряженным характером тепло-
обмена, при котором взаимодействие между нагретым элементом и энтальпией потока является 
взаимообусловленным, замыкая тем самым петлю обратной связи.  

Поток воздушной среды, проходя через сеть каналов между тепловыделяющими активны-
ми и пассивными элементами в ЭС, аккумулирует тепло, увеличивая тем самым свою энталь-
пию (теплосодержание), которая затем переносится и передается элементам ЭС, приводя как 
к дополнительному их нагреванию, так и к увеличению энтальпии потока. Поэтому распреде-
ление температуры в потоке среды, проходящей через элементы ЭС от входа до выхода ЭС, 
будет существенно отличаться как от изотермического, так и от линейного.  

В настоящей работе разработан кластерный метод математического моделирования со-
пряженных интервально-стохастических тепловых процессов в сложных ЭС. Метод основан на 
представлении сложной конструкции ЭС тепловой моделью в виде системы кластеров, каждый 
из которых состоит из ядра, объединяющего в себе все тепловыделяющие элементы, вошедшие 
в кластер, оболочки кластера и потока среды, проходящего через него. При этом состояние те-
плового процесса в каждом кластере характеризуется тремя переменными состояния: темпера-
турой ядра, температурой оболочки и температурой потока среды в кластере. Кластерный под-
ход позволяет моделировать распределение температуры в нагнетаемой через ЭС воздушной 
среде, температуру активных тепловыделяющих и пассивных рассеивающих тепло элементов 
ЭС, а также распределение температуры в корпусе ЭС. Анализ интервально-стохастических 
тепловых процессов осуществляется с помощью авторского метода получения уравнений отно-
сительно статистических мер теплового процесса — математических ожиданий, ковариаций 
и дисперсий. Применение метода продемонстрировано на примере моделирования интерваль-
но-стохастического теплового процесса в реальной ЭС (вычислительной системе). Получаемые 
разработанным методом статистические меры легко программируются и встраиваются в систе-
мы автоматизированного теплового проектирования ЭС [Мадера, Решетников, 2017]. 

2. Кластерные тепловая и математическая модели  
интервально-стохастических тепловых процессов в ЭС 

Тепловая модель ЭС, используемая при анализе и моделировании тепловых режимов 
в сложных ЭС, представляет собой систему N изотермических тел (рис. 1, a) [Ellison, 2011; 
Дульнев, 1971; Мадера, Кандалов, 2016], в которой изотермическими являются как твердотель-
ные активные и пассивные элементы конструкции ЭС, так и среда внутри корпуса ЭС, темпе-
ратура которой полагается равной среднему арифметическому температур потока среды на 
входе и выходе в ЭС. При незначительных скоростях и габаритах ЭС такое допущение вполне 
оправдано для инженерной практики теплового проектирования ЭС, однако при больших ско-
ростях среды (но с числом Маха, меньшим единицы) или габаритах ЭС распределение темпе-
ратуры в потоке воздушной среды может существенно отличаться от изотермического. 

В кластерной тепловой модели сложная конструкция ЭС разбивается на кластеры, 
1,2 ,,k K= …  (рис. 1, б), каждый из которых содержит ядро, объединяющее активные элементы, 

попавшие в его объем, его оболочку и среду, омывающую ядро и оболочку. В реальных конст-
рукциях ЭС активные и пассивные элементы находятся в кондуктивном тепловом взаимодей-
ствии между собой, которое осуществляется через многочисленные твердотельные элементы 
соединений, крепления и монтажа (печатные платы, электроразъемы, теплоотводы и пр.), 
а также конвективном теплообмене с потоком нагнетаемой через кластер среды и лучистом те-
плообмене между собой и потоком среды в кластере, при этом с внешней поверхности оболоч-
ки кластера осуществляется также конвективный и лучистый теплообмен с окружающей сре-
дой. В силу этого в локальных объемах конструкции ЭС происходит интенсивное перемешива-
ние и выравнивание температуры элементов и среды, поэтому объем и форма каждого отдель-
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ного кластера могут быть выбраны таким образом, чтобы с достаточной для инженерной прак-
тики точностью можно было считать, что температуры ядра, оболочки и среды в пределах од-
ного кластера являются изотермическими. Разбиение сложной конструкции ЭС на кластеры 
и выбор их размеров осуществляются исходя из конкретных особенностей конструкции рас-
сматриваемой ЭС, целей, принятой точности моделирования и таким образом, чтобы в полу-
ченных кластерах температуры ядра, оболочки и потока среды, проходящей через кластер, 
можно было с достаточной для инженерной практики точностью считать изотермическими. 

Состояние теплового процесса в каждом кластере k, 1,2, , ,Kk = …  в любой момент времени 
полностью определяется тремя переменными состояния, а именно температурами ядра, обо-
лочки и среды. Тепловые процессы в реальных ЭС, как показано в работах [Мадера, Кандалов, 
2016; Madera, Kandalov, 2020], в силу статистического технологического разброса изготовления 
и монтажа электронных элементов в ЭС, а также случайных флуктуаций тепловых параметров 
окружающей среды, являются интервально-стохастическими. Поэтому изотермические темпе-
ратуры ядра, оболочки и среды в k-м кластере являются интервально-стохастическими 
и равными , ( , ),c kT t ω  , ( , ),s kT t ω  ( ), ,a kT t ω  соответственно, где ω  — элементарные события из 
пространства элементарных событий Ω  на вероятностном пространстве {Ω, , },U P  U  — σ-ал-
гебра подмножеств Ω,  P — вероятность на U  [Adomian, 1983; Пугачев, 1962]. Поток среды 
поступает на вход k-го кластера и выходит из него с интервально-стохастическими температу-
рами ( ), , ,a in kT t ω  и ( ), , ,a out kT t ω  соответственно. Ядро каждого k-го кластера, будучи объедине-
нием активных тепловыделяющих элементов, потребляет суммарную интервально-стохасти-
ческую мощность ,( )k ωΦ  равномерно распределенную по объему ядра кластера.  

Ядро, оболочка и поток среды находятся в тепловом взаимодействии не только между собой 
в пределах кластера (рис. 1, б), но также с ядром, оболочкой и средой соседних с ним кластеров, 
а также окружающей средой вне оболочки с интервально-стохастической температурой ).(eT ω  

 
 (a) (б) 
Рис. 1. Кластерная тепловая модель ЭС (a) и фрагмент системы из k – 1, k, k + 1-го кластеров (б). Обо-
значения: , ( , ),c kT t ω  , ( , ),s kT t ω  ( ), ,a kT t ω  — интервально-стохастические изотермические температуры 

ядра k-го кластера, оболочки кластера и потока среды внутри кластера; ( ), , , ,a in kT t ω  , ( ),a inT ω  ( )eT ω  — 
интервально-стохастические температуры среды на входе в k-й кластер, на входе в ЭС и окружающей 
среды вне оболочки кластера; l — направление потока среды; )(k ωΦ  — полная интервально-
стохастическая мощность тепловыделения в k-м кластере, 1, 2, ,k K= …   
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Тепловое взаимодействие между ядрами и между торцами контактирующих между собой 
оболочек соседних кластеров, ,k  1k −  и ,k  1,k +  обусловливается кондуктивным теплообме-
ном, осуществляемым через твердотельные связи и соединения, и, кроме того, конвективным 
и лучистым теплообменом с общим потоком среды, протекающим через кластеры. Это обу-
словливается тем, что в результате взаимодействия нагретых ядер и оболочек с проходящим 
через кластерную систему потоком среды энтальпия (теплосодержание) среды возрастает и да-
лее переносится и передается следующим по направлению потока кластерам. Это приводит как 
к дополнительному нагреванию ядер и оболочек кластеров и приращению энтальпии потока 
среды, так и к корреляционной связи между интервально-стохастическими тепловыми процес-
сами, развивающимися в кластерах системы.  

Математическая модель, описывающая интервально-стохастические тепловые процессы 
в кластерной тепловой модели (рис. 1), основывается на следующих условиях:  

• среда внутри оболочки кластера является несжимаемой, скорость потока среды изменя-
ется вдоль направления движения (l, рис. 1) и постоянна по сечению, конвективный те-
пловой поток в среде значительно превышает тепловой поток теплопроводности, внут-
ренние источники тепла, обусловленные вязкостью среды, пренебрежимо малы по 
сравнению с мощностью тепловыделения активных элементов ЭС; 

• излучение между кластерами, их ядрами, оболочками и средой внутри и вне кластеров 
незначительно и не учитывается, поскольку максимальная температура элементов в ре-
альных ЭС не превышает 125 °С; 

• зависимость от температуры теплофизических параметров материалов твердотельных 
элементов ЭС и среды внутри и вне кластеров в реальном диапазоне рабочих темпера-
тур функционирования ЭС (не превышающем 125 °С) пренебрежимо мала и не учиты-
вается; 

• интервально-стохастические величины мощностей тепловыделения в ядрах кластера 
),(k ωΦ  температуры окружающей среды )(eT ω  и потока среды на входе в ЭС , )(a inT ω  

являются статистически независимыми с известными из исходных входных данных ма-
тематическими ожиданиями ,kΦ  eT  и ,a inT  и дисперсиями ,

k
DΦ  

eTD  и 
,

;
a inTD  

• интервально-стохастические тепловые процессы в кластерах, состояние которых опре-
деляется температурами , ( , ),c kT t ω  , ( , ),s kT t ω  ( ), , ,a kT t ω  независимы между собой для 
любых кластеров с несовпадающими номерами k и i, k i≠  ( , 1,2, , )k i K= …  и моментов 
времени, в то же время интервально-стохастические температуры , ( , ),c kT t ω  , ( , ),s kT t ω  

( ), , ,a kT t ω  относящиеся к данному кластеру k, являются зависимыми. 
При этих условиях математическая модель сопряженных интервально-стохастических те-

пловых процессов в k-м кластере для каждого ω∈Ω  будет иметь следующий вид [Мадера, 
2019]:  

• для ядра k-го кластера с изотермической температурой ( ), ,c kT t ω  в состоянии кондук-

тивного теплообмена с оболочкой кластера с изотермической температурой ( ), , ,s kT t ω  

конвективного теплообмена с потоком среды с изотермической температурой ( ), ,a kT t ω  
в кластере, кондуктивного теплообмена между ядрами и оболочками соседних класте-
ров 1k −  и 1k +  

 
( ) ( ) ( ),

, , , , , , ,
,

, , , , , ,c k
c k c s k c k s k c a k c k a k

dT t
h J T T t J T T t

dt
ω

ω ω− −+ + −   

 ( ) ( ) ( ), 1 , , 1 , , , 1 , 1, , , , , , ,c k c k c k c k c k c k ck c k kJ T T t J T T tω ω ω− − − − + +− + = Φ  (1) 

( ), 0, ( ),c k eT t Tω ω= =  
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где , , , ,c k c k c k c kh c Vρ=  — полная теплоемкость ядра k-го кластера плотностью , ,c kρ  удель-

ной теплоемкостью , ,c kc  объемом , ;c kV  )(k ωΦ  — суммарная мощность внутренних ис-
точников тепла (мощностей потребления активных элементов) в ядре k-го кластера; 

( ) ( ) ( )( ), , , , , ,, , , , ,cond
c s k c k s k c s k c k s kJ T T t g T t T tω ω ω− −= ⋅ −  

— кондуктивный тепловой поток между ядром k-го кластера и его оболочкой, перено-
симый через кондуктивную тепловую проводимость , ,cond

c s kg −  при отсутствии кондуктив-

ного контакта между ядром и оболочкой , 0;cond
c s kg − =  

 ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,, , , , ,conv
c a k c k a k c a k c k a kJ T T t g T t T tω ω ω− −= ⋅ −   

— конвективный тепловой поток между ядром k-го кластера и нагнетаемой через k-й 
кластер потоком среды, , , ,

conv
c a k c a k c a kg Sα− − −=  — конвективная тепловая проводимость, 

,c a kα −  — коэффициент теплоотдачи [Ellison, 2011; Spolding et al., 1990], ,c a kS −  — теп-
лоотдающая поверхность ядра k-го кластера;  

 ( ) ( ) ( )( ), 1 , , 1 , , 1 , , 1 ,, , , , , ,cond
c k c k c k c k c k c k c k c kJ T T t g T t T tω ω ω− − − − − −= ⋅ −   

 ( ) ( ) ( )( ), , 1 , 1 , , 1 , , 1, , , , ,cond
c k c k ck c k c k c k c k c kJ T T t g T t T tω ω ω− + + − + += ⋅ −   

— кондуктивные тепловые потоки между ядрами 1k − -го и k-го кластеров и между k-м 
и 1k + -м кластерами, , 1 ,

cond
c k c kg − −  и , , 1

cond
c k c kg − +  — кондуктивные тепловые проводимости, 

при отсутствии кондуктивного теплового контакта между соседними ядрами двух кла-
стеров тепловые проводимости , 1 ,

cond
c k c kg − −  и , , 1

cond
c k c kg − +  равны нулю; напротив, если тепло-

вой контакт между соседними ядрами идеальный, то равны нулю контактные тепловые 
сопротивления , 1 , , 1 ,1 /cond cond

c k c k c k c kR g− − − −=  и , , 1 , , 11 / ;cond cond
c k c k c k c kR g− + − +=   

• для оболочки k-го кластера с изотермической температурой ( ), ,s kT t ω  в состоянии кон-

дуктивного теплообмена с ядром k-го кластера с усредненной температурой ( ), , ,c kT t ω  
конвективного теплообмена с потоком среды внутри k-го кластера с изотермической 
температурой ( ), , ,a kT t ω  конвективного теплообмена с окружающей средой с темпера-
турой ),(eT ω  кондуктивного теплообмена с оболочками соседних кластеров 1k −  и 1k +  

 
( ) ( ) ( ),

, , , , , ,
,

, , , , , ,s k
s k c s k s k s k s e k s k e

dT t
h J T T t J T T t

dt
ω

ω ω− −− + −   

 ( ) ( ) ( ), , , , 1 , , 1 , , , 1 , , 1, , , , , , , , , 0,s a k s k a k s k s k s k s k s k s k s k s kJ T T t J T T t J T T tω ω ω− − − − − + +− − + =  (2) 

 ( ), 0, ( ),s k eT t Tω ω= =   

где , , , ,s k s k s k s kh c Vρ=  — полная теплоемкость оболочки k-го кластера с плотностью , ,s kρ  

удельной теплоемкостью ,s kc  и объемом , ;s kV  

 ( ) ( )( ), , , , (, , , , ,)conv
s e k s k e s e k s k eJ T T t g T t Tω ω ω− −= ⋅ −   

 ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,, , , , ,conv
s a k s k a k s a k s k a kJ T T t g T t T tω ω ω− −= ⋅ −   

— конвективные тепловые потоки с внешней поверхности оболочки в окружающую 
среду и с внутренней поверхности оболочки в поток среды внутри k-го кластера соот-
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ветственно; , , ,
conv
s e k s e k s e kg Sα− − −=  и , , ,

conv
s a k s a k s a kg Sα− − −=  — тепловые проводимости кон-

векции с коэффициентами теплоотдачи ,s e kα −  и ,s a kα −  [Ellison, 2011; Spolding et al., 

1990] и теплоотдающими поверхностями снаружи ,( )s e kS −  и внутри ,( )s a kS −  оболочки;  

 ( ) ( ) ( )( ), 1 , , 1 , , 1 , , 1 ,, , , , , ,cond
s k s k s k s k s k s k s k s kJ T T t g T t T tω ω ω− − − − − −= ⋅ −   

 ( ) ( ) ( )( ), , 1 , 1 , , 1 , , 1, , , , ,cond
s k s k sk s k s k s k s k s kJ T T t g T t T tω ω ω− + + − + += ⋅ −   

— кондуктивные тепловые потоки между оболочками кластеров 1k − -м, k-м и k-м,  
1k + -м с кондуктивными тепловыми проводимостями , 1 ,

cond
s k s kg − −  и , , 1,cond

s k s kg − +  при отсут-
ствии кондуктивного теплового контакта между оболочками соседних кластеров тепло-
вые проводимости , 1 ,

cond
s k s kg − −  и , , 1

cond
s k s kg − +  равны нулю, в противном случае, при идеаль-

ном тепловом контакте между оболочками соседних кластеров равны нулю контактные 
тепловые сопротивления , 1 , , 1 ,1 /cond cond

s k s k s k s kR g− − − −=  и , , 1 , , 11 / ;cond cond
s k s k s k s kR g− + − +=  

• для потока среды с изотермической температурой ( ), ,a kT t ω  в k-м кластере находящей-
ся в состоянии конвективного теплообмена с ядром и оболочкой кластера с изотермиче-
скими температурами ( ), ,c kT t ω  и ( ), ,s kT t ω  соответственно [Мадера, Кандалов, 2016; 
Spolding et al., 1990] 

 
( ) ( ) ( ) ( ),

, , , , , , , , , , , ,
,

, , , , , , , , , 0,a k
a k c a k c k a k s a k s k a k a k a k out a k in

dT t
h J T T t J T T t J T T t

dt
ω

ω ω ω− −− + + =   

 ( ), 0, ( ),a k eT t Tω ω= =  (3) 

где , , , ,a k a k a k a kh c Vρ=  — полная теплоемкость потока среды, протекающей через k-й 

кластер плотностью , ,a kρ  удельной теплоемкостью , ,a kc  объемом , ;a kV  

 ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , ,, , , , ,a k a k out a k in a k k a k out a k inJ T T t c G T t T tω ω ω= −   

— поток энтальпии среды, аккумулирующей тепло от тепловыделяющих элементов ЭС 
в данном кластере; , , , , , , , , , , , ,k a k in a k in a k in a k out a k out a k outG S Sρ υ ρ υ= =  — массовый расход сре-

ды, поступающей на вход k-го кластера через отверстие площадью , ,a k inS  со скоростью 

, ,a k inυ  и температурой ( ), , ,a k inT t ω  и выходящей из k-го кластера через площадь выход-

ного отверстия , ,a k outS  со скоростью , ,a k outυ  и температурой ( ), , , .a k outT t ω  
Отметим, что постоянные времени тепловых процессов в воздушной среде ( )aτ  и в твер-

дотельных элементах ( )sτ  связаны между собой соотношением .a sτ τ  Поэтому тепловые 
процессы в воздушной среде протекают существенно быстрее, чем в твердотельных элементах, 
и время установления стационарной температуры в воздушной среде существенно меньше, чем 
в твердотельных элементах. В силу этого, с достаточной для практики теплового проектирова-
ния точностью, можно принять, что в пределах одного кластера средняя температура потока 
среды связана с температурами потока на входе и выходе кластера соотношением ( ),2 ,a kT t ω =  

( ) ( ), , , ,, ,a k out a k inT t T tω ω−=  [Ellison, 2011; Дульнев, 1971; Мадера, Кандалов, 2016], поэтому по-

ток ( ), , , , ,, , ,a k a k out a k inJ T T t ω  может быть записан как  

( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , ,, , , 2 ., ,a k a k out a k in a k k a k a k inJ T T t c G T t T tω ω ω= −   
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Подставляя выражения для тепловых потоков в уравнения (1), (2), (3), получим математи-
ческую модель интервально-стохастических тепловых процессов в k-м кластере: 

• для ядра k-го кластера 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),

, , , , , , ,
,

, , , ,c k cond conv
c k c s k c k s k c a k c k a k

dT t
h g T t T t g T t T t

dt
ω

ω ω ω ω− −+ ⋅ − + ⋅ − −   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 1 , , 1 , , , 1 , , 1, , , , ,cond cond
c k c k c k c k c k c k c k c k kg T t T t g T t T tω ω ω ω ω− − − − + +− ⋅ − + ⋅ − = Φ  (4) 

• для оболочки k-го кластера 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),

, , , , , ,
,

, , ,s k cond conv
s k c s k c k s k s e k s k e

dT t
h g T t T t g T t T

dt
ω

ω ω ω ω− −− ⋅ − + ⋅ − −   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , 1 , , 1 ,, , , ,conv cond
s a k s k a k s k s k s k s kg T t T t g T t T tω ω ω ω− − − −− ⋅ − − ⋅ − +   

 ( ) ( )( ), , 1 , , 1, , 0,cond
s k s k s k s kg T t T tω ω− + ++ ⋅ − =  (5) 

• для потока среды в k-м кластере 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),

, , , , , , ,
,

, , , ,a k conv conv
a k c a k c k a k s a k s k a k

dT t
h g T t T t g T t T t

dt
ω

ω ω ω ω− −− ⋅ − + ⋅ − +   

 ( ) ( )( ), , , ,2 , , 0,a k k a k a k inc G T t T tω ω+ − =  (6) 

или в матричном виде 

 ( ) ( ) ( ),
, , ,k

k k k k
dT t

H T t P t
dt

ω
ω ω+ ⋅ =G   

 ( ) ( )0, ,k eT t T Iω ω= =  (7) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,, , , , , ,
T

k c k s k a kT t T t T t T tω ω ω ω=  — вектор интервально-стохастических темпера-

тур ядра, оболочки и потока среды в k-м кластере; (1, 1, 1)I =  — единичный вектор; 

, , ,diag{ , , }k c k s k a kH h h h=  — детерминированная диагональная матрица полных теплоемкостей 

ядра , ,c kh  оболочки ,s kh  и потока среды ,a kh  в k-м кластере; kG  — детерминированная матрица 
тепловых проводимостей k-го кластера, равная  

 

(1)
, ,

(2)
, ,

(3)
, ,

,

cond conv
c s k c a kk

cond conv
k c s k s a kk

conv conv
c a k s a k k

g g g

g g g

g g g

− −

− −

− −

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

= ⎜ − ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

G   (8) 

 (1)
, , , 1 , , , 1,cond conv cond cond

c s k c a k c k c k c k c kkg g g g g− − − − − += + + +   

 (2)
, , , , 1 , , , 1,cond conv conv cond cond

c s k s e k s a k s k s k s k s kkg g g g g g− − − − − − += + − + +   

 (3)
, , ,2 ;conv conv

c a k s a k a k kkg g g c G− −= − +   

( ),kP t ω  — интервально-стохастический вектор правой части матричного уравнения (7): 

 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, 1 , , 1 , , 1 , 1

, , 1 , , 1 , , 1 , 1

, , ,

, ,

, , , .
2 ,

cond cond
k c k c k c k c k c k c k

conv cond cond
k s e k e s k s k s k s k s k s k

a k k a k in

g T t g T t

P t g T g T t g T t
c G T t

ω ω ω

ω ω ω ω
ω

− − − − + +

− − − − − + +

⎛ ⎞Φ + +
⎜ ⎟

= + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (9) 

После ряда преобразований, а также принимая во внимание рекурентное соотношение 
( ) ( ) ( ), , , , 1,, 2 , , ,a k in a k a k inT t T t T tω ω ω−= −  следующее из очевидного равенства ( ), , ,a k inT t ω =  
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( ), 1, , ,a k outT t ω−=  1,2, , ,k K= …  вместо уравнения (7) получим матрично-блочное уравнение, вы-

раженное через известную априори температуру , )(a inT ω  потока среды на входе в ЭС: 

 ( ) ( ) ( ),
, ( ),   0, ( ) ,e

dT t
H T t Q T t T I

dt
ω

ω ω ω ω+ ⋅ = = =G  (10) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , , , , T
KT t T t T t T tω ω ω ω= …  — блочный вектор интервально-стохасти- 

ческих температур кластеров, каждый k-й векторный блок которого равен ( ),kT t ω =  

( ) ( ) ( )( ), , ,, , , ,, ,
T

c k s k a kT t T t T tω ω ω=  1,2, , ;k K= …  1 2diag{ , , , }KH H H H= …  — блочно-диагональ-

ная детерминированная матрица полных теплоемкостей кластеров, состоящая из диагональных 
матриц-блоков , , ,diag{ , , },k c k s k a kH h h h=  1,2, , ;k K= …  ( )1 2( ) ( ), ( ), , ( ) T

KQ Q Q Qω ω ω ω= …  — 
блочный интервально-стохастический вектор, содержащий априори известные мощности ( )k ωΦ  
кластеров, температуры окружающей среды ( )eT ω  и потока на входе в ЭС , ( ),a inT ω  k-й вектор-

ный блок которого равен ( ) ( )1
, , ,, ( ),  ( ),2( 1) ( ;)

Tconv k
k k s e k e a k k a inQ t g T c G Tω ω ω ω−

−= Φ −  G  — детерми-

нированная блочная 3K × 3K-матрица тепловых проводимостей кластеров, со структурой 

 

11 12

21 22 23

,1 ,2 ,3

0 0
0

,

K K K KK

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G
G G G

G

G G G G

 (11) 

с диагональными матрицами-блоками ,kkG  1,2, , ,k K= …  равными матрицам ,kG  имеющим 
вид (8), и диагональными матрицами-блоками, равными 

, 1 , 1 , , 1 , ,diag { ,  ,  4 },cond cond
i i c i c i s k s i a i ig g c G− − − − −=G    2,3, , ,i K= …  

, 1 , , 1 , , 1 ,diag { ,  ,  4 },cond cond
i i c i c i s i s i a i ig g c G+ − + − +=G    1,2, , 1,i K= … −  

,( 1) diag {0, 0,  4 },i j
ij a i ic G−= −G     3,4, , ,i K= …  1,2, , 2.j K= … −  

3. Определение уравнений относительно интервальных  
статистических мер переменных состояния  
интервально-стохастических тепловых процессов в кластерах 

Состояния интервально-стохастических тепловых процессов в k-м кластере определяются 
температурами ядра ( ), , ,c kT t ω  оболочки ( ), ,s kT t ω  и потока среды ( ), , ,a kT t ω  которые полно-
стью характеризуются своими интервальными статистическими мерами [Madera, 2020; Мадера, 
Кандалов, 2016], а именно: 

• математическими ожиданиями температур 

( ) ( )
0

,, { , },c kc kT t E T t ω=    ( ) ( ) ( )
0

, , ,, , ,c k c k c kT t T t T tω ω= −  

( ) ( )
0

,, { , },s ks kT t E T t ω=    ( ) ( ) ( )
0

, , ,, , ,s k s k s kT t T t T tω ω= −  

( ) ( )
0

,, { , },a ka kT t E T t ω=    ( ) ( ) ( )
0

, , ,, , ,a k a k a kT t T t T tω ω= −  

где { }E ⋅  — оператор математического ожидания; 
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• ковариационной матрицей ( ) ( )
0 0

( ) { , ( , ) }T
k kTTK t E T t T tω ω= ⋅  вектора температур состоя-

ний k-го кластера ( ) ( ) ( ) ( ), , ,, ( , , , , ;, )T
k c k s k a kT t T t T t T tω ω ω ω=  

• дисперсиями 
,

,
c kTD  

,
,

s kTD  
,

,
a kTD  равными диагональным элементам матрицы ( ),TTK t  

и среднеквадратическими отклонениями 
,

,
c kTσ  

,
,

s kTσ  
,

.
a kTσ  

По найденным статистическим мерам T  и Tσ  интервально-стохастической температуры 

( ),T t ω  определяются интервалы [ ( ), ( )],bot upT t T t  внутри которых будут находиться реальные 

значения температур ( ),T t ω  различных кластеров в тепловой модели ЭС. Нижние и верхние 
границы интервалов ( )botT t  и ( )upT t  равны 

( ) ( ) ( )bot TT t T t tσ= − ⋅ε  и ( ) ( ),up TT t T tσ= + ⋅ε  

где ε  — коэффициент, определяемый доверительной вероятностью и неравенством Чебышёва 
[Пугачев, 1962; Мадера, Кандалов, 2016].  

Для определения статистических мер интервально-стохастических температур ( ), , ,c kT t ω  

( ), ,s kT t ω  и ( ), ,a kT t ω  во всех кластерах тепловой модели применим метод [Мадера, Кандалов, 
2016; Мадера, 2019; Madera, 2020], и получим уравнения относительно статистических мер 
блочного интервально-стохастического вектора ( ) ( ) ( ) ( )1 2, ( , , , , , , )T

KT t T t T t T tω ω ω ω= …  во всех 

кластерах, а именно вектора математических ожиданий ( ) ( ){ , }T t E T t ω=  и ковариационной 

матрицы ( ) ( )
0 0

( ) { , ( , ) }T
TTK t E T t T tω ω= ⋅  центрированного интервально-стохастического вектора 

температур ( ) ( ) ( )
0

, , .T t T t T tω ω= −  

Уравнение для вектора математических ожиданий температур ( )T t  получается непосред-
ственно после применения оператора математического ожидания к уравнению (10): 

 ( ) ( ) ( ),  0 , e
dT t

H T t Q T t T I
dt

+ ⋅ = = =G  (12) 

где ( ) ( ) ( ) ( )1 2( , , , )T
KT t T t T t T t= …  — блочный вектор математических ожиданий температур 

кластеров (ядра, оболочки, среды), каждый векторный блок в котором равен 
( ) ( ) ( ) ( ), , ,( , , ;)T

k c k s k a kT t T t T t T t=  1 2( , , , )T
KQ Q Q Q= …  — блочный вектор математических ожи-

даний, каждый векторный блок в котором равен 1
, , ,( ,   ,  2( 1) .)conv k T

k k s e k e a k k a inQ g T c G T−
−= Φ −  

Уравнение относительно ковариационной матрицы ( )TTK t  получим вычтя предваритель-
но уравнение (12) из уравнения (10): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0,ω
,ω ω ,   0,ω ω ,k e

d T t
H T t Q T t T I

dt
+ ⋅ = = =G   

и применив к нему метод [Мадера, Кандалов, 2016; Мадера, 2019; Madera, 2020]. В результате 
получим уравнение для ковариационной матрицы ( ):TTK t  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,TT T T
TT TT TQ TQ

dK t
H H K t H HK t HK t K t H

dt
+ ⋅ + ⋅ = +G G   

 ( 0) ,
e

T
TT TK t D I I= = ⋅  (13) 
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которое решается совместно с матрично-блочным уравнением относительно ковариационной 

матрицы ( ) ( )
0 0

( ) { , ( , ) }:T
TQK t E T t Q tω ω= ⋅  

 
( ) ( ) ( ),  0 ,

e

TQ
TQ QQ TQ T

dK t
H K t K K t D

dt
+ = = =G Q  (14) 

где ( ) ( ) ( )
0 0

{ ( ) }T
QQK t E Q Qω ω=  — квадратная блочная ковариационная матрица с диагональ-

ными матрицами-блоками, равными 

,, , , , ,diag {0,   ,  4( 1)  },
e a in

conv conv i j
Q ij s e i s e j T a i a j i j TK g g D c c G G D+

− −= −  

,, , , , ,diag { ,  ,  4( 1) };
i e a in

conv conv i j
Q ii s e i s e j T a i a j i j TK D g g D c c G G D+

Φ − −= −  

Q  — прямоугольная блочная 3K × K-матрица, с прямоугольными 1×3-матрицами-блоками 

,(0,  ,0).
e

conv
ij s e j Tg D−=Q  

Для определения интервальных статистических мер по уравнениям (12), (13), (14) необхо-
димо сначала решить матрично-блочное уравнение (12) для математических ожиданий темпе-
ратур ( )T t  всех кластеров, затем — матрично-блочное уравнение (14) относительно ковариа-
ционной матрицы ( ),TQK t  которые далее подставляются в уравнение (13) и решаются относи-
тельно искомой корреляционной матрицы ( ).TTK t   

Системы уравнений (12), (13), (14) являются матрично-блочными линейными дифферен-
циальными уравнениями в обыкновенных производных первого порядка, решение которых 
осуществляется известными численными методами. 

4. Применение кластерного метода  

Применение кластерного метода рассмотрим на примере ЭС, представляющей собой вы-
числительную систему в плоском корпусе (laptop) и содержащей четыре электронных модуля 
(ЭМ), охлаждаемых потоком воздуха, нагнетаемого из окружающей среды на вход ЭС (рис. 2). 
В силу статистического технологического разброса изготовления электронных элементов, ус-
тановленных в ЭМ, и, как следствие, мощностей тепловыделений в ЭМ, а также стохастично-
сти температуры окружающей среды тепловые процессы в ЭС являются интервально-сто-
хастическими. Тепловая модель ЭС содержит пять кластеров, причем четвертый ЭМ разделен 

 
 

Рис. 2. Электронная система и кластерная тепловая модель. Пунктиром показано разбиение на кластеры 
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на два кластера — четвертый и пятый (рис. 2). Статистические меры (математическое ожида-
ние (МО), интервал изменения (ИИ), среднеквадратическое отклонение (СКО)) интервально-
стохастических исходных данных, являющихся входными для моделирования, приведены 
в табл. 1.  

Таблица 1. Статистические меры (МО, ИИ, СКО) интервально-стохастических исходных данных для 
моделирования тепловых процессов в ЭС 

Статисти-
ческие меры 

Температура окружающей 
среды и потока среды  
на входе в ЭС, °С 

Мощности тепловыделения ЭМ, Вт 

( )eT ω  , ( )a inT ω  1( )ωΦ  2 ( )ωΦ  3( )ωΦ  4 ( )ωΦ  5 ( )ωΦ  

МО 23 23 22 10 15 8 14 
ИИ 19.7÷23.3 19.7÷23.3 17.5÷26.5 7.6÷12.4 12÷18 6.2÷9.8 10.4÷17.6 
СКО 1.1 1.1 1.5 0.8 1 0.6 1.2 

 
Моделирование интервально-стохастических тепловых процессов в ЭС осуществлялось 

для стационарного (установившегося) режима, описываемого стационарной математической 
моделью, следующей из уравнений (12), (13), (14), а именно: 

 , T Q⋅ =G   

 ,T T
TT TT TQ TQK H HK HK K H⋅ + ⋅ = +G G   

 . TQ QQK K=G  (15) 

Первое уравнение в (15) описывает 3 × 5-блочный вектор стационарных математических 
ожиданий температур в пяти кластерах ( ) 1 2 3 4 5( , , , , )TT t T T T T T=  с векторами-блоками 

, , ,( , , ) ,T
k c k s k a kT T T T=  содержащими математические ожидания температур ядра, оболочки 

и среды в k-м кластере, 1, 2, 3, 4, 5.k =  В правой части уравнения стоит 3 × 5-блочный вектор 

1 2 3 4 5( , , , , ) ,TQ Q Q Q Q Q=  с векторами-блоками 1
, , ,( ,   ,  2( 1) ,)conv k T

k k s e k e a k k a inQ g T c G T−
−= Φ −  

1, 2, 3, 4, 5.k =  Второе уравнение системы (15) определяет ковариационную 15 × 15-матрицу 
,TTK  содержащую ковариации между температурами ядра, оболочки и среды во всех пяти кла-

стерах. Уравнение решается совместно с третьим уравнением системы (15), которое определяет 
матрицу ковариаций между температурами ядра, оболочки, среды во всех кластерах, а также 
между температурами ядра, оболочки, среды во всех кластерах с известными исходными тем-
пературами окружающей среды и потока на входе в ЭС. 

Решения уравнений математической модели (15) в виде статистических мер, а именно  
математических ожиданий (МО), а также минимального (МИН) и максимального (МАКС) зна-
чений интервалов температур ядра, оболочки и среды во всех пяти кластерах, приведены 
в табл. 2.  

Таблица 2. Результаты моделирования температур ядра , ,c kT  оболочки , ,s kT  среды ,a kT  (°С) в кластерах 
1 5k = −  

Статистические 
меры 

1 кластер 2 кластер 3 кластер 4 кластер 5 кластер 

,1cT  ,1sT  ,1aT  ,2cT ,2sT ,2aT ,3cT ,3sT ,3aT ,4cT ,4sT  ,4aT  ,5cT  ,5sT ,5aT

МО 76.9 27.4 25.9 64.7 33.4 30 77.3 37.5 32.7 66.7 40.9 35 57.1 42.8 36.2
МИН 62.5 23.2 22 51.6 27.9 25.2 63 31.1 27.3 53.7 33.8 29.1 45.5 35.2 30 2
МАКС 91.2 31.6 29.8 77.8 38.9 34.7 91.6 43.9 38 79.7 48 40.8 68.6 50.5 42.4
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На рис. 3 показаны рассчитанные распределения математического ожидания (средняя ли-
ния), минимального (нижняя линия) и максимального (верхняя линия) значений температуры 
ядра и потока среды в кластерах вдоль всего пути прохождения потока от входа до выхода ЭС. 
Полученные результаты свидетельствуют о значительном разбросе значений температуры ядра 
кластера и несколько меньшем, по сравнению с ним, разбросе температуры в потоке среды. Так, 
максимальный разброс температуры ядра (1-й кластер) составляет 28.6 °С, в то время как раз-
брос температуры потока среды (в пятом кластере) составляет 12.4 °С. Это обусловливается тем, 
что ядро кластера, будучи множеством активных элементов, является тепловыделяющим, в то 
время как поток среды аккумулирует тепло от ядра. Результаты показывают также, что распре-
деление температуры в потоке среды по пути его следования в ЭС отличается от линейного, по-
этому допущение о линейном характере распределения температуры в потоке среды в ЭС не 
может считаться адекватным. Интервальные значения температуры в кластерах (ядре, оболочке, 
потоке среды), полученные по результатам моделирования, означают, что при эксплуатации ре-
альных образцов рассматриваемой ЭС может встретиться любая температура из интервалов их 
изменения. При значительной температурной зависимости электрических параметров ЭС раз-
брос температуры активных элементов (процессоров, микросхем) влечет за собой и разброс 
электрических параметров. Так, для ряда процессоров увеличение температуры ядра на 1 градус 
приводит к снижению производительности на 3.5 %, а с учетом того, что в рассматриваемой ЭС 
максимальный интервальный разброс температуры процессора (ядро кластера) достигает почти 
30 градусов, отметим, что снижение производительности составит 35 %.  

 

 
Рис. 3. Распределение математического ожидания (средняя линия), минимального (нижняя линия) и мак-
симального (верхняя линия) значений температуры ядра и потока среды по кластерам k тепловой модели  

5. Заключение 

В существующих в настоящее время методах моделирования тепловых процессов в слож-
ных ЭС полагается, что распределение температуры в потоке нагнетаемой через ЭС среды яв-
ляется равномерным. Между тем тепловое взаимодействие между потоком среды и тепловыде-
ляющими элементами в ЭС приводит на практике к неравномерному распределению темпера-
туры в потоке среды. Действительно, поток среды внутри ЭС аккумулирует тепло от нагретых 
элементов, повышая при этом свою энтальпию, которая далее переносится и передается тепло-
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выделяющим элементам, расположенным вверх по течению потока, приводя как к дополни-
тельному их нагреванию, так и к росту энтальпии потока и в результате к превышению темпе-
ратуры потока среды на выходе ЭС над температурой среды на входе. Моделирование тепло-
обмена между средой и тепловыделяющими элементами в ЭС должно также рассматриваться 
в сопряженной постановке, при которой взаимодействие потока с нагретыми элементами  
приводит к росту энтальпии потока, а энтальпия в свою очередь — к нагреванию элементов, 
замыкая тем самым петлю обратной связи. Кроме того, в силу неустранимого статистического 
разброса при изготовлении электронных элементов и их монтаже в ЭС, а также случайных 
флуктуаций тепловых параметров окружающей среды тепловые процессы в ЭС носят интер-
вально-стохастический характер. Пренебрежение такими факторами, как неравномерное рас-
пределение температуры среды в ЭС, сопряженный характер теплообмена потока среды с теп-
ловыделяющими элементами, интервально-стохастический характер тепловых процессов в ЭС, 
приводит к неадекватному моделированию и значительным ошибкам при проектировании ЭС, 
а в итоге — созданию неконкурентоспособной аппаратуры.  

Кластерный метод моделирования, разработанный в настоящей работе, позволяет опреде-
лять распределения температуры в тепловыделяющих элементах, корпусе ЭС и потоке среды 
с учетом неравномерности распределений температуры, сопряженного характера теплообмена 
и интервально-стохастического характера тепловых процессов в ЭС. Кластерная тепловая мо-
дель конструкции ЭС представляет собой систему кластеров, в каждом из которых состояние 
теплового процесса характеризуется тремя интервально-стохастическими и изотермическими 
температурами, а именно температурой ядра кластера, объединяющего все попадающие в кла-
стер тепловыделяющие элементы, температурой оболочки кластера, температурой потока  
среды в пределах объема кластера. При этом как все элементы отдельного кластера (ядро,  
оболочка, среда), так и взаимодействующие с ними элементы соседних кластеров находятся 
в состоянии сопряженного теплообмена. Кластерная математическая модель опирается на кла-
стерную тепловую модель и представляет собой систему интервально-стохастических матрич-
но-блочных уравнений с матричными и векторными блоками, соответствующими различным 
кластерам тепловой модели. На основании этих уравнений выводятся матрично-блочные урав-
нения относительно статистических мер переменных состояния стохастических тепловых про-
цессов в кластерах — математических ожиданий, ковариаций между переменными состояний 
и дисперсий. Применение разработанного метода показано на примере реальной ЭС в виде вы-
числительной системы, содержащей несколько ЭМ, находящихся в состоянии теплообмена 
с потоком охлаждающей среды внутри корпуса ЭС и окружающей средой.  
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