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В статье предложена модель для оценки потенциальной прочности композиционного материала на осно-

ве современных волокон, разрушающихся хрупко. 
Моделируются материалы, состоящие из параллельных цилиндрических волокон, которые квазистати-

чески растягиваются в одном направлении. Предполагается, что в выборке не меньше 100 штук, что соответ-
ствует практически значимым случаям. Известно, что волокна имеют разброс предельной деформации в вы-
борке и разрушаются не одновременно. Обычно разброс их свойств описывается распределением Вейбулла–
Гнеденко. Для моделирования прочности композита используется модель накопления разрывов волокон. 
Предполагается, что волокна, объединенные матрицей, дробятся до удвоенной неэффективной длины — рас-
стояния, на котором возрастают напряжения от торца разорванного волокна до среднего. Однако такая модель 
сильно завышает прогноз прочности композитов с хрупкими волокнами. Например, так разрушаются углерод-
ные и стеклянные волокна. 

В ряде случаев ранее делались попытки учесть концентрацию напряжений около разорванного волокна 
(модель Хеджепеста, модель Ермоленко, сдвиговой анализ), однако такие модели требовали или очень много 
исходных данных или не совпадали с экспериментом. Кроме того, такие модели идеализировали упаковку 
волокон в композите до регулярной гексагональной упаковки. 

В модели объединены подход сдвигового анализа к распределению напряжений около разрушенного во-
локна и статистический подход прочности волокон на основе распределения Вейбулла–Гнеденко, при этом 
введен ряд предположений, упрощающих расчет без потери точности. 

Предполагается, что перенапряжение на соседнем волокне увеличивает вероятность его разрушения 
в соответствии с распределением Вейбулла и число таких волокон с повышенной вероятностью разрушения 
прямо связано с числом уже разрушенных до этого. Все исходные данные могут быть получены из простых 
экспериментов. Показано, что учет перераспределения только на ближайшие волокна дает точный прогноз. 

Это позволило провести полный расчет прочности композита. Экспериментальные данные, полученные 
нами на углеродных волокнах, стеклянных волокнах и модельных композитах на их основе, качественно под-
тверждают выводы модели. 
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The article proposes a model for assessing the potential strength of a composite material based on modern fibers 

with brittle fracture. 
Materials consisting of parallel cylindrical fibers that are quasi-statically stretched in one direction are simulated. 

It is assumed that the sample is not less than 100 pieces, which corresponds to almost significant cases. It is known that 
the fibers have a distribution of ultimate deformation in the sample and are not destroyed at the same moment. Usually 
the distribution of their properties is described by the Weibull–Gnedenko statistical distribution. To simulate the strength 
of the composite, a model of fiber breaks accumulation is used. It is assumed that the fibers united by the polymer ma-
trix are crushed to twice the inefficient length — the distance at which the stresses increase from the end of the broken 
fiber to the middle one. However, this model greatly overestimates the strength of composites with brittle fibers. For 
example, carbon and glass fibers are destroyed in this way. 

In some cases, earlier attempts were made to take into account the stress concentration near the broken fiber 
(Hedgepest model, Ermolenko model, shear analysis), but such models either required a lot of initial data or did not 
coincide with the experiment. In addition, such models idealize the packing of fibers in the composite to the regular 
hexagonal packing.  

The model combines the shear analysis approach to stress distribution near the destroyed fiber and the statistical 
approach of fiber strength based on the Weibull–Gnedenko distribution, while introducing a number of assumptions 
that simplify the calculation without loss of accuracy. 

It is assumed that the stress concentration on the adjacent fiber increases the probability of its destruction in ac-
cordance with the Weibull distribution, and the number of such fibers with an increased probability of destruction is 
directly related to the number already destroyed before. All initial data can be obtained from simple experiments. It is 
shown that accounting for redistribution only for the nearest fibers gives an accurate forecast  

This allowed a complete calculation of the strength of the composite. The experimental data obtained by us on 
carbon fibers, glass fibers and model composites based on them (CFRP, GFRP), confirm some of the conclusions of 
the model. 
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1. Введение 

В последнее время резко возросло производство высокопрочных волокон и композицион-
ных материалов на их основе. Расширяется область их применения, и такие материалы находят 
применение в новых отраслях. К традиционному аэрокосмическому применению композитов 
добавились ветроэнергетика и строительство. Разрабатываются новые волокна, в том числе 
имеющие наноразмеры, и не всегда свойства материалов можно предсказать на основе обыч-
ных стандартов, поэтому исследование микромеханизмов деформирования и разрушения ком-
позитов очень важно [Михайлин, 2013].  

В рамках данной работы мы исследуем волокнистые материалы из параллельных высоко-
прочных и высокомодульных волокон, объединенных полимерной матрицей. В таких компози-
ционных материалах, в отличие от керамических или металлических композитов, механические 
свойства волокон и матрицы отличаются очень сильно, и для реализации свойств необходимо 
обеспечить совместную работу. Предел прочности волокон лежит в диапазоне от 2 до 7 ГПа, 
модуль упругости — от 70 до 500 ГПа, предельная деформация — от 1 до 5 %, большинство 
высокопрочных волокон деформируются практически линейно до разрушения. Предел проч-
ности матрицы, объединяющей волокна вместе, лежит в диапазоне от 20 до 90 МПа, модуль 
упругости — от 1 до 5 ГПа, диаграмма деформирования имеет обычно пластический участок 
после 3–5 %. 

Для практического применения важны материалы с разнонаправленными слоями или 
плетеные. Они изготавливаются выкладкой из препрега, инфузией или намоткой, но даже 
в этом случае значительную роль в жесткости и прочности играет слой с направлением 0º, 
поэтому прогноз прочности такого слоя очень важен [Мэттьюз, Роллингс, 2004; Gorynin et al., 
2017]. 

Для прогноза свойств однонаправленных волокнистых композитов используется несколь-
ко альтернативных подходов; например, расчеты проводятся по правилу смеси без учета стати-
стических свойств, когда механические свойства волокон и матрицы усредняются. Возможен 
вариант расчета, когда свойства матрицы вовсе не учитывают в силу гигантской разницы в зна-
чениях свойств. Возможен случай, когда композит считается анизотропным твердым телом 
[Vasiliev, Morozov, 2013]. 

Однако такой подход недостаточен, и возникли модели, описывающие слоистую или во-
локнистую структуру материалов. Слоистые модели важны, так как большинство реальных ма-
териалов формируется из слоев. Кроме того, слоистые модели часто дают хороший качествен-
ный прогноз. В частности, можно аналитически рассчитать поле напряжений в слоистой струк-
туре, но большинство слоев имеют в себе до 20 диаметров волокон, и в этом случае предельные 
свойства определяются волокнами и необходимо знать микромеханизм разрушения. Кроме то-
го, большинство современных высокопрочных волокон производится в виде комплексных ни-
тей, а не отдельных филаментов [Daniels, 1945]. 

Достаточно давно для описания прочности композитов стали использовать концепцию на-
копления разрывов волокон и концепцию неэффективной длины — такой, на которой напряже-
ния передаются от места разрыва соседним волокнам. Это вычисления на основе модели Розена 
(упругие расчеты) [Argon, 1978] или расчеты на основе модели Келли (расчеты для случая пла-
стичности) [Kelly, Tyson, 1965]: 

 .fE
Rδ ε

τ
=  (1) 

Здесь R — радиус волокна, Ef — модуль упругости волокна, ε — предельная деформация, τ — 
предел текучести матрицы. 

Статистические свойства волокон из пучков описываются на основе модели Дэниельса 
и распределения Вейбулла–Гнеденко [Орлов, 2014]. Эта модель предполагает, что волокно яв-
ляется цепочкой, вероятность разрыва которой зависит от длины волокна и от параметра де-
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фектности m. Вероятность разрушения волокон f(x) описывается формулой  

 
0

( ) 1 exp .
m

xf x L
x

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟= − − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (2) 

Здесь L — длина волокна, х — деформация, 0x  и m — параметры распределения Вейбулла. 
В таком случае нагрузка P(x), которую несет пучок волокон, описывается выражением  

 
0

( ) exp .
m

fP x E L εε
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 (3) 

Здесь L — длина пучка, Ef — модуль упругости волокна, ε — деформация, m и ε0 — параметры 
распределения прочности волокон. 

Вне зависимости от вида распределения выражение для нагрузки будет выглядеть как 

 ( ) (1 ( )).P x E x f x= ⋅ ⋅ −  (4) 

Здесь Ef — модуль упругости волокна, f(x) — вероятность разрушения в диапазоне деформации 
от 0 до х. 

В случае распределения (3) максимальная прочность пучка будет описываться выражени-
ем (5), средняя прочность описывается выражением (6) [Nemez, Strelyaev]: 

 
1/

0
1 1( ) exp .

m

mP x E
mL m

ε ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5) 

Здесь Ef — модуль упругости волокна, R — радиус волокна, Ef — модуль упругости волокна, 
m и ε0 — параметры распределения прочности волокон. 

 
1/(2.71 )( ) ,

11

mmKf m

m

−

=
⎛ ⎞⎛ ⎞Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (6) 

где K — соотношение прочности пучка к средней прочности волокон, m — параметр распреде-
ления прочности волокон. 

Формула (6) позволяет связать прочность пуска волокон и среднюю прочность волокон 
в распределении Вейбулла. 

Эти модели объединены предположением, что прочность композита совпадает с прочно-
стью пучка армирующих волокон на удвоенной неэффективной длине (рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема неэффективной длины: 1 — разорванное волокно, 2 — соседние волокна, 3 — распределе-
ние деформаций в матрице, Δ — неэффективная длина 



Модифицированная модель влияния концентрации напряжений… 

 ______________________________________ 2020, Т. 12, № 3, С. 559–573 _____________________________________  

563

В разных моделях по-разному решается вопрос расчета неэффективной длины и учета пе-
рераспределения напряжений в районе разорванного волокна или группы волокон. Отдельный 
вопрос — это прогноз, то есть экспериментальное определение неэффективной длины и опре-
деление параметров распределения Вейбулла для армирующих волокон. 

Ряд моделей предполагает, что после разрыва волокна напряжения равномерно распреде-
ляются на все остальные волокна, такие модели называются GLS. Эти модели учитывают веро-
ятность множественных обрывов и развиваются до концепции Critical number of breaks (CNB) 
или критического дефекта и рассчитываются методом Монте-Карло. В разных моделях по-
разному трактуется размер критического дефекта (CNB), модели GLS дают только завышенную 
границу прочности. В случае использования концепции CNB такие модели близко подходят 
к макромоделям трещины в анизотропном твердом теле [Vanegas-Jaramillo et al., 2018]. 

Точный расчет поля напряжений в волокнистом композите сложен, так как требует знания 
упругих параметров волокна и матрицы. Хотя такие попытки и делались, но широкое развитие 
получили модели сдвигового анализа (SLA), которые предполагают, что растягивающие на-
грузки несут только волокна, а сдвиговые — только матрица, и такой подход пренебрегает ко-
эффициентами Пуассона тех и другой. Модель была предложена Хеджепестом [Hedgepeth, 
1961]. В рамках этой модели и ее развития были предложены различные версии расчета полей 
сдвига [Argon, 1978; Smith et al., 1983; McClintock, 1969; Копьев, Овчинский, 1974]. Эти модели 
получили название «LLS». 

В середине 90-х годов модели LLS стали учитывать статистику разрушения [Smith et al., 
1983]. 

Отдельно развивались методики определения неэффективной длины путем изучения одно-
го волокна в композите [Curtin, 2000] и методика определения свойств матрицы при вытаски-
вании отдельных волокон [Копьев и др., 1976]. При этом опыт на одиночном волокне в прин-
ципе не может учесть взаимодействие соседних волокон. На рис. 2 представлено расположение 
соседних волокон в расчетных моделях. 

Обзор современного состояния моделей приведен в статье Мишнаевского [Mishnaevsky, 
Brondsted, 2009]. 

Из данного обзора следует, что большинство статей относятся к связующим и волокнам, 
разработанным до 2000 года; модели, основанные на математическом моделировании и мето-
дах Монте-Карло, требуют большего количества исходных данных, а результат слабо привязан 
к эксперименту. Работы советских и российских авторов полностью выпали из данного обзора. 

 
Рис. 2. Расположение соседних волокон в расчетных моделях. Учитываем, что нагрузка от разорванного 
передается только ближайшим шести соседним волокнам 
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В модели Смита [Swolfs et al., 2013] на основе статистики и предположения о напряжении 
на ближайших волокнах рассчитывается размер кластера волокон, при котором его рост стано-
вится необратимым. На наш взгляд, такой подход не учитывает как сдвиговые деформации 
в самом кластере, так и перераспределение напряжений дальше ближайших волокон в компо-
зите. А как показано МакКлинтоком [McClintock, 1969], в случае пластичности в слое распре-
деление напряжений сильно смягчается. 

Модель Ермоленко [Ермоленко, 1985] комбинирует представления сдвигового анализа 
около волокна и распределение напряжений в анизотроропном теле с усредненными характе-
ристиками. 

В ряде работ за сравнение с экспериментом берется средняя прочность волокон, а не проч-
ность пучка; такое предположение вносит системную ошибку в расчеты, так как прочность 
пучка волокон ниже средней прочности волокон. Отметим, что все важные для применения со-
временные волокна производятся в виде комплексных нитей, а не отдельных моноволокон. По-
этому использование свойств отдельных волокон для прогноза свойств композита может со-
держать системные ошибки как с точки зрения определения модуля упругости, так и с точки 
зрения определения прочности моноволокон, так как они повреждаются при извлечении их из 
комплексной нити [Zhou, Wagner, 1999; Ермоленко, 1985]. К тому же отмечено, что максимум 
распределения сдвигается вверх, так как разрушаются самые непрочные волокна [Копьев, Ов-
чинский, 1974]. 

Остается неоднозначным вопрос об определении параметров распределения прочности  
на волокнах, извлеченных из комплексной нити, так как при этом волокна можно повредить, 
количество волокон ограничено, а для определения m используется аппроксимация распреде-
ления. 

Кроме того, хотя в конструкционных материалах волокна занимают объемную долю 
больше 50 % и упакованы довольно плотно, расстояние между ними меняется случайным обра-
зом от 0 до 2 диаметров волокон. И это влияет на распределение напряжений и существенно 
снижает ценность красивых теоретических моделей с регулярной решеткой [Ma et al., 2016]. 

В данной работе мы пытаемся совместить модифицированную модель LLS (локального 
распределения напряжений) с учетом вероятности распределения прочности волокон по Вей-
буллу, причем данные по параметрам распределения мы можем получить из данных по испы-
танию комплексных нитей из 100 до 1000 волокон. На рис. 3 представлен скол образца компо-
зита из одной комплексной стеклянной нити ВМН (200 моноволокон) после разрушения. Фото  

 
Рис. 3. Скол стеклопластика ВМН после разрушения и при растяжении (фотография из архива Михее-
ва П. В., сделанная при работе над диссертацией в Институте химической физике АН СССР) 
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получено с помощью SEM (сканирующего электронного микроскопа). После разрушения при 
растяжении продольный скол образца исследовался с помощью SEM фирмы JEOL JSM-35.  
Для устранения электризации под воздействием пучка электронов на образцы микрокомпозита 
(микропластика) напылялось золото с использованием лабораторной вакуумной системы 
SMARTLAB-R1. Видно, что это настоящий композиционный материал, но не заметно накопле-
ния разрывов волокон, несмотря на то что образец разрушился при деформации 3.5 %. 

Следует отметить, что, описывая механизмы разрушения высокопрочного волокна, мы ис-
ключаем из рассмотрения волокна, имеющие внутреннюю структуру, — арамидные и СВМ, так 
как, по нашему мнению, механизм их разрушения в композите совершенно другой [Михеев, 
Берлин, 2019]. Такой подход не противоречит общепринятому, так как прочность композитов на 
основе волокон с внутренней структурой существенно выше прочности непропитанных нитей. 

Наша модель модифицированной LLS (назовем ее MLLS-6) описывает только высоко-
прочные однородные волокна, образующие четкий торец при разрушении. 

2. Постановка задачи, основные обозначения 

Дискретная структура композита дает возможность предположить, что напряжение от  
разорванного волокна распределяется на шесть ближайших волокон (рис. 2), концентрация  
на которых будет 1.167. В нашей модели это означает повышенную вероятность разрушения. 
С другой стороны, модель Вейбулла дает нам долю волокон, разорванных при данной дефор-
мации, поэтому можно в дифференциальной форме оценить приращение числа волокон, свя-
занное с концентрацией. 
 ( ) 6 ( ) (1.167 ).k kf f x f x f x′ ′ ′= +  (7) 

В основе модели накопления повреждений лежат два предположения о степенном росте 
(формула (2)) и идея о том, что длинная нить является цепочкой. Степенная функция описывает 
вероятность разрушения конечного звена. Эта вероятность представлена в формуле 

 

0,   если   0,

( ) ,  если  0 1,
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F x x x
x

<⎧
⎪

= < <⎨
⎪ >⎩
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Прочность пучка без учета концентрации при этом дается выражением 

 
1

1 1( ) 1 .
2 2

m
m mP x

m m
⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (9) 

Это дает нам возможность считать, что элементом цепочки является именно неэффектив-
ная длина, и формулу (2) можно применить для подсчета числа разорванных волокон на неэф-
фективной длине, если использовать m. В таком упрощенном случае для вероятности разруше-
ния с учетом концентрации на соседние волокна можно получить выражение 

 
1

1 23 1.155) .·( m m m
kF x x x−= + ⋅  (10) 

Если мы подставляем выражение для вероятности в формулу (4), то численно можно рас-
считать диаграмму деформирования пучка при различных m. 

2.1. Решение дифференциального уравнения при разных значениях m 

Однако более точным для расчета прочности является решение дифференциального урав-
нения (6). Предполагаем, что модуль упругости равен 1 и длина не меняется и равна неэффек-
тивной. 
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Падение прочности по нашей модели будем сравнивать с численным решением распреде-
ления нагрузки на все волокно одновременно (GLS). 

Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения (ОДУ) в слу-
чае, когда f(x) — степенная функция. 

 

( ) (1.167 ),( )

(

6

) ,
( ) 0.

k k
m

k

x f xf f

f x x
f x

x f′ ′= +⎧ ′

=
=

⎪
⎨
⎪
⎩

  

Уравнение имеет аналитическое решение, задача может быть решена в квадратурах, если 
показатель степени m = 2. 

В этом случае задача Коши будет иметь вид 

 
2 16.338 ,

(0) 0.
k k

k

f x xf
f
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=
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Решение этой задачи: 

 ( )28.1691( ) 1 .
8.169

x
kf x e= −  (11) 

Однако для практически важных случаев значение m лежит в диапазоне от 5 до 20.  
Очевидно, что данная функция быстро растет при увеличении х. При подстановке данной 

функции в уравнение для Р(х) получим следующее уравнение: 

 ( )28.1691( ) (1 ( )) 1 1 .
8.169

x
kP x Ex f x Ex e⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (12) 

Функция Р(х) имеет максимум, который можно найти, приравняв производную этой функ-
ции к нулю, но при этом получается уравнение, содержащее одновременно слагаемые со сте-
пенными и показательными функциями, не решаемое аналитически, поэтому сразу перейдем 
к численным расчетам на компьютере, решая задачу Коши при значениях m от 2 до 25, а также 
ищем максимум выражения (3) также при разных значениях m. 

Расчет произведен в программном пакете R-Studio. Значения выведены в виде таблицы. 
Итоговые данные представлены в таблице 1. 
Поскольку при интегрировании получаются быстро растущие функции при увеличении 

значения показателя m, значение х при численных расчетах не может превышать 1. 

 
Рис. 4. Вероятность разрушения для m = 5, рассчитанная по формуле (8) без учета концентрации и с уче-
том концентрации по формуле (10) 
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Рис. 5. Вероятность разрушения при m = 15, рассчитанная по формуле (10) 

3. Результаты численного моделирования вариантов 

На рис. 7 представлена зависимость прочности композита от m без учета концентрации 
напряжения и по моделям без дифуравнения и с дифуравнением. 

Таблица 1. Влияние концентрации при разных значениях m 

m 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1 Средняя прочность  
волокон 0.83 0.86 0.88 0.89 0.9 0.91 0.92 0.92 0.93 0.93 0.94 0.94

2 Деформация пучка  
без учета концентрации 0.70 0.72 0.74 0.76 0.77 0.79 0.80 0.81 0.82 0.82 0.83 0.84

3 Прочность пучка  
без учета концентрации 0.58 0.62 0.65 0.67 0.70 0.71 0.73 0.74 0.76 0.77 0.78 0.79

4 Доля разрушенных, % 0.17 0.14 0.12 0.11 0.1 0.09 0.08 0.08 0.07 0.07 0.06 0.06

5 

Деформация пучка  
с учетом концентрации  
на ближайшие шесть  
волокон (недифференци-
альный вид) 

0.62 0.65 0.68 0.70 0.72 0.73 0.75 0.76 0.78 0.78 0.79 0.79

6 

Прочность пучка  
с учетом концентрации  
на ближайшие шесть  
волокон (недифференци-
альный вид) 

0.53 0.58 0.61 0.64 0.66 0.68 0.70 0.72 0.73 0.74 0.75 0.76

7 

Деформация пучка  
с учетом концентрации  
на ближайшие шесть  
волокон (дифференциаль-
ный вид) 

0.6 0.63 0.66 0.69 0.71 0.72 0.74 0.75 0.76 0.77 0.78 0.79

8 

Прочность пучка  
с учетом концентрации  
на ближайшие шесть  
волокон (дифференциаль-
ный вид) 

0.537 0.57 0.61 0.63 0.66 0.679 0.7 0.71 0.73 0.74 0.75 0.76

9 Доля разрушенных  
волокон, % 7.7 6.2 5.4 5.1 4.6 3.7 3.6 3.2 2.8 2.6 2.4 2.3 
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Рис. 6. Доля волокон, разрушенных при достижении максимальной нагрузки, рассчитанная по форму-
лам (8) и (10) 

 
Рис. 7. Зависимость от m прочности пучка без учета концентрации и с учетом концентрации напряжений 
для двух способов расчета 

4. Сравнение результатов модели с экспериментом 

Прогноз прочности композитов по MLLS-6 был сопоставлен с нашими данными по ре-
зультатам исследования стеклянных волокон и углеродных волокон. Также прогноз для базаль-
товых волокон был сопоставлен с литературными данными из работ. 

Исследовались углеродные волока УКН-5000 (410-текс) (5000 моноволокон) и стеклянные 
нити ВМН (67 текс) (200 моноволокон). Прочность определялась при статическом растяжении 
со скоростью 5 мм в минуту на различной длине — от 10 до 500 мм. Испытания проводились 
на испытательной машине ZDM-250 и Zwick/RoellZ010 при комнатной температуре. Зависи-
мость прочности от длины нити строилась в двойных логарифмических координатах (логарифм 
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прочности от логарифма длины нити), поскольку по модели Вейбулла зависимость в таких ко-
ординатах представляет прямую линию [Fudzy, Dzako, 1982]. 

Стеклянные и углеродные нити, состоящие из 5000 моноволокон (УКН-5000), пропитыва-
лись эпоксидным связующим ЭДТ-10 и отверждались по рекомендованному режиму [Nemez, 
Strelyaev, 1970]. Таким образом, изготавливался однонаправленный модельный композит — 
микропластик. Длина рабочей зоны составляла 50 мм, для предохранения образцов от разруше-
ния в зажимах зажимная часть заклеивалась в стеклоткань. Затем определялась его прочность 
при растяжении со скоростью 5 мм в минуту на разрывной машине ZDM-250. Это испытание 
аналогично методике ASTM D4018. 

С целью их обнаружения был проделан полный цикл механических исследований и иссле-
дований поверхности разрушения методом сканирующей электронной микроскопии (SEM) 
[Swolfs et al., 2013; Curtin, 2000]. 

На рис. 8 и рис. 9 представлены диаграммы деформации для базальтопластика при m = 5 
и m = 15, рассчитанные по модели GLS (Pr) и моделям MLLS-6 без дифуравнения (Pr1) и с диф-
уравнением (Pr2). 

 

 
Рис. 8. Диаграммы деформирования базальтопластика (m = 5), рассчитанные по модели GLS (Pr) и моде-
лям MLLS-6 без дифуравнения (Pr1) и с дифуравнением (Pr2) 

 
Рис. 9. Прогноз диаграммы деформирования углепластика (m = 15), рассчитанный по модели GLS (Pr) 
и моделям MLLS-6 без дифуравнения (Pr1) и с дифуравнением (Pr2) 
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На рис. 10–12 показано, насколько прогноз по нашей модели соответствует реальности. 
Рис. 10 описывает применение модели к однонаправленным углепластикам. Из графика 

можно определить m и рассчитать прогноз прочности пучка волокон к неэффективной длине. 
Модель MLLS-6 более реально описывает прочность композита, но все равно его завышает. 

 
Рис. 10. Углеродные волокна: Pf — прочность волокон, Pb — прочность пучка, Pc — экспериментальные 
значения прочности, Sigma — зависимость неэффективной длины от напряжения в волокнах, «Прогноз 
модели LLC» — корректировка на шесть ближайших волокон 

Рис. 11 описывает применение модели к однонаправленным стеклопластикам. Из графика 
можно определить m и рассчитать прогноз прочности пучка волокон к неэффективной длине. 
Модель MLLS-6 более реально описывает прочность композита, но все равно его завышает. 

 
Рис. 11. Высокопрочное стекло ВМН: Pf — прочность волокон, Pb — прочность пучка, Pc — экспери-
ментальные значения прочности, Sigma — зависимость неэффективной длины от напряжения в волок-
нах, «Прогноз модели LLC» — корректировка на шесть ближайших волокон 

Рис. 12 описывает применение модели к однонаправленным базальтоплатикам по данным 
работ [Dalinkevich et al., 2009]. Из графика можно определить m и рассчитать прогноз прочно-
сти пучка волокон к неэффективной длине. Модель MLLS-6 более реально описывает проч-
ность композита, но все равно его завышает. 



Модифицированная модель влияния концентрации напряжений… 

 ______________________________________ 2020, Т. 12, № 3, С. 559–573 _____________________________________  

571

 

Рис. 12. Зависимость для базальтового волокна: Pf — прочность волокон, Pb — прочность пучка, 
Pc1 и Pc2 — экспериментальные значения прочности для разных экспериментов, Sigma — зависимость 
неэффективной длины от напряжения в волокнах, «Прогноз модели LLC» — корректировка на шесть 
ближайших волокон 

В таблице 2 приведен результат моделирований для ряда современных волокон: Ровилон 
(m = 16), УВ-2430 (m = 5), Базальт (m = 15), УКН-5000 (m = 11), ВМН (m = 8). 

Таблица 2. Прогноз прочности для ряда промышленных волокон 

 Характеристика композита УВ-
2430 

Стекло 
ВМН 

УКН-
5000 Базальт Рови-

лон 

1 m 5 8 11 15 16 
2 Средняя прочность волокон 0.83 0.89 0.92 0.94 0.94 

Расчет без учета концентрации напряжений 

3 Деформация пучка 0.699 0.76 0.798 0.831 0.838 
4 Прочность пучка 0.582 0.675 0.731 0.779 0.788 
5 Доля разрушенных волокон, % 16.70 % 11.00 % 8.30 % 6.2 % 5.9 % 

Расчет концентрации напряжений по недифференциальному уравнению 

6 Деформация пучка с учетом концентрации  
на ближайшие шесть волокон 0.616 0.701 0.749 0.788 0.795 

7 Прочность пучка с учетом концентрации  
на ближайшие шесть волокон 0.535 0.641 0.701 0.752 0.761 

Расчет концентрации напряжений по дифференциальному уравнению 

8 Деформация пучка с учетом концентрации  
на ближайшие шесть волокон 0.6 0.69 0.74 0.78 0.79 

9 Прочность пучка с учетом концентрации  
на ближайшие шесть волокон 0.527 0.63 0.7 0.75 0.76 

10 Доля разрушенных волокон, % 7.70 % 5.10 % 3.6 % 2.4 % 2.3 % 
11 Прогноз потери прочности 90.5 % 93.3 % 95.8 % 96.3 % 96.4 % 
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5. Заключение  

В данной работе предложена модифицированная модель распределения нагрузки (MLLS-6) 
для описания механизма разрушения высокопрочных композитов при растяжении. В основе мо-
дели объединены модель Хеджепеста и Феникса (статистический подход к прочности волокон). 
Учет концентрации напряжений только на ближайших волокнах позволяет получить аналитиче-
ские решения задачи и сравнить прогнозируемую прочность с экспериментом. При этом свойст-
ва связующего в модели выражаются только через величину неэффективной длины. 

Для прогноза используется именно максимальная нагрузка пучка волокон (комплексной 
нити), а не средняя прочность волокон, как в некоторых работах. 

По нашим данным, прочность по модели MLLS-6 меньше, чем по модели GLS; для угле-
пластика — на 10 %, для стеклопластика — на 7 % и для базальтопластика — на 5 %. 

Значения прочности приблизились к экспериментальным, но все равно остаются выше. 
Этот результат является неожиданным, так как мы рассчитывали, что получим нижнюю грани-
цу прочности. 

Мы объясняем этот факт тем, что предел текучести при сдвиге, используемый при расчете 
неэффективной длины, 30 МПа принят как средняя величина, но он, так же как и прочность 
волокон, имеет разброс, а в ряде случаев и поры, и, следовательно, неэффективная длина также 
не является постоянной величиной и возрастает там, где предел прочности при сдвиге меньше; 
и, на наш взгляд, эти места становятся источником разрушения, которое дальше происходит по 
предложенной модели MLLS-6 и почти без накопления повреждений в случае хрупких высоко-
прочных волокон. 
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