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Рассмотрены современные математические модели динамики системы «почва–растение», состав-
ляющими которых выступают: растение сельскохозяйственного назначения, микроорганизмы ризосферы 
(прикорневой зоны растений), элементы минерального питания растений их подвижной и неподвижной 
форм. На основании анализа принятых положений разработана модель, в которой учитываются взаимо-
связи и определенный согласованный характер совместных изменений ее составляющих. В частности, 
динамика содержащихся в растениях элементов их минерального питания и динамика биомассы расте-
ний определяются текущим содержанием в ризосфере внесенных сюда удобрений и отмершими продук-
тами жизнедеятельности ризосферных элементов (отмершие корни растений, опавшие листья (опад) 
и т. д.). Полагаются пространственная неподвижность растений и пространственная подвижность микро-
организмов, механизм которой определяется здесь диффузией. Предлагаются формальные соотношения 
влияния суммарного воздействия на динамику растений сорняков (они характеризуют отдельный вид 
растений) и вредителей (они характеризуют отдельный вид микроорганизмов), где учитываются взаим-
ные переходы элементов минерального питания из подвижной их формы в неподвижную. Для системы, 
где каждая из составляющих представлена только одним видом (удобрение, ассоциация микроорганиз-
мов и растения представлены только одним видом), выполнено аналитическое исследование. Для одно-
летних культур сельскохозяйственного назначения разработана адаптация модели распространения вол-
ны в системе «ресурс–потребитель» (волны Колмогорова–Петровского–Пискунова). Реализация модели 
выполнена на примере динамики роста яровой пшеницы Красноуфимская-100 на торфяной низинной 
почве, куда предварительно были внесены фосфорные и калийные удобрения. Цифровой материал пред-
ставлен массивом экспериментальных распределений биомассы растений и элементов минерального  
питания. Специфика экспериментального материала обусловила переход к модели, которая является ре-
дукцией сформулированной общей модели. Ее составляющими выступают распределение биомассы рас-
тений и содержание в них элементов минерального питания. Оценка адекватности модельных и экспе-
риментальных распределений показала хорошую степень их соответствия. 
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Modern mathematical models in the dynamics system “soil–plant” are considered. The components of this 

system are: agricultural plant, microorganisms of the rhizosphere (root zone of plants), the mineral nutrition ele-
ments of plants in their mobile and immobile forms. The model of submitted system based on the analysis of the 
adopted provisions was developed. The construction of system elements allows to display the coordinated dy-
namics of these elements among themselves. In particular, the dynamics of mineral nutrition elements in plants 
and the dynamics of their biomass are determined by the current contents in the rhizosphere of mineral fertilizers 
and organic origin substances (plant roots, leaves, etc.). The immobility of plants spatial distribution and the mo-
bile spatial nature of microorganisms are assumed. This mechanism is determined by diffusion. Mutual relation-
ships between weeds and pests are suggested. The dynamics of the mineral nutrition elements is determined by 
the peculiarity of sorption in the soil solution, environmental conditions, organic decomposition and fertilizer 
application. An analytical study for a system where each of the components is represented by only one species 
(fertilizer, the association of microorganisms and plants) was performed. An adaptation of the wave propagation 
model in the “resource–consumer” system (Kolmogorov–Petrovsky–Piskunov waves) has been developed for 
annual agricultural crops. The developed model has been adapted for the growth of Krasnoufimskaya-100 spring 
wheat in a vessel on peat lowland soil, where nitrogen, phosphorus, and potassium fertilizers were added varia-
bly. Sample distributions are plants biomass and the content of mineral nutrition elements in them. The paramet-
ric identification of the model and its adequacy was performed. An assessment of the model adequacy showed 
a good agreement between the model and experimental data. 
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1. Введение 

Основными составляющими системы «почва–растение» выступают почва и содержащие-
ся в ней вещества органического и неорганического происхождений, а также растения сель-
скохозяйственного назначения и микроорганизмы. В свою очередь каждая из них также пред-
ставляет собой иерархически упорядоченную динамическую систему. В частности, почва — 
это открытая динамическая полидисперсная гетерогенная многокомпонентная система, состав 
которой характеризуют три абиотические и одна биотическая фазы [Кауричев и др., 1989]. 
К числу этих фаз относятся: твердая фаза (минеральные, органические и органоминеральные 
компоненты), жидкая фаза (почвенный раствор), газообразная фаза (почвенный воздух) и на-
ходящаяся в непрерывном взаимодействии с окружающей средой биотическая фаза (почвен-
ные организмы).  

Многофакторность и многокомпонентность процесса обусловливают изучение совмест-
ной динамики, как правило, только отдельных фаз почвы. Так, динамика биотической фазы 
детально рассмотрена в Торнли [Торнли, 1987], где приводятся выраженные в количественных 
формах различные аспекты жизненного цикла растений: их рост, фотосинтез, дыхание. В ра-
боте [Ризниченко, Рубин, 1983] представлены математические модели биологических продук-
ционных процессов в ассоциациях организмов, исследуется динамика популяций микроорга-
низмов. В работе [Франс, Торнли, 1987] приводится модель динамики пастбищной травы, где 
отсутствует влияние органического питания растений (в том числе и почвенной влаги), а оп-
ределяющим фактором роста выступает фотосинтез. Динамика роста единичной культуры 
рассмотрена в работе [Tack et al., 2015]. Модели логистического роста растения с линейной 
зависимостью коэффициентов от температуры также приведены в преобладающем большин-
стве пионерских работ [Margalef, 1968; Roose et al., 1987; Ризниченко, Рубин, 1983; Свирежев, 
1987; Алексеев и др., 1992; Полуэктов и др., 2006; Михайленко, 2007; Колпак, Столбовая, 
2013; Darrah et al., 2006].  

Изучение взаимодействий функциональных связей динамики растительности с ее абио-
тическим окружением (в первую очередь с почвой) было впервые выполнено Клементсом 
[Clements, 1916]. Концепция Клементса является классическим примером теоретического 
обобщения типа «что бы происходило, если бы ничто не мешало». Таков первый закон Ньюто-
на в физике, закон Мальтуса в популяционной биологии и др. [Комаров и др., 2012]. 

Модели динамики углерода почвы приведены в работах Л. А. Хворовой [Хворова, 1992], 
И. М. Рыжовой [Рыжова, 1987, 2006], Бондо [Bondeau et al., 2007] и О. Д. Сиротенко [Сиротен-
ко и др., 2005]. В работах последних авторов явным образом вводится дополнительная динами-
ческая переменная, посредством которой учитываются внесенные в почву минеральные удоб-
рения. Составляющими процессов выступают углерод гумуса в почве и углерод мортмассы 
(ткани животных, отмершие органы и ткани растений).  

Рассмотрение способов количественного представления распределения почвенного азота 
выполнено в [Hogh-Jensen et al., 2004; Liu et al., 2011; Daly et al., 2016]. Приводятся соотноше-
ния для оценки содержания в ризосфере минерального азота. 

Модель динамики кальция в почве приведена в работе [Комаров и др., 2015]. Рассматри-
ваются подходы к моделированию почвенных процессов. Температура и влажность почвы рас-
считывались посредством приведенной в [Быховец, Комаров, 2002] модели, где временной шаг 
составляет один месяц.  

Модели динамики органического вещества почвы (ОВП) приведены в работах О. Д. Сиро-
тенко и В. А. Романенкова [Сиротенко и др., 2005; Сиротенко и др. 2009]. Составляющими мо-
делей выступают запасы углерода в пахотном слое, его содержание в растительных остатках 
и поступивших в почву органических удобрений, а также урожай сельскохозяйственной куль-
туры.  

В перечисленных классах моделей элементами минерального питания обычно выступают 
элементы газовой фазы почвы (азот или углерод) или кальций, тогда как типичный набор со-
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держит элементы подвижной формы минерального питания, а также накапливаемые в ризосфе-
ре и в растениях тяжелые металлы (ТМ). Среди них следует выделить кадмий, который являет-
ся одним из наиболее токсичных для живых организмов элементов (в том числе и растений) 
[Smith, 1993]. Вне области рассмотрения представленных моделей оказываются проблемы со-
гласования совместной динамики ассоциации микроорганизмов ризосферы, растений сельско-
хозяйственного назначения (допускается также динамика сорняков) и элементов ризосферы их 
минерального питания. Открытыми остаются вопросы выбора и проведения процедуры пара-
метрической идентификации моделей, суть которой состоит в оценке параметров моделей 
и оценки адекватности модельных и репрезентативных выборочных распределений. 

Значимость решения перечисленных проблем определяет актуальность построения модели 
системы, компонентами которой выступают микроорганизмы ризосферы, растение и элементы 
его минерального питания. Термин «динамика минерального питания» определяет процесс по-
глощения, перемещения и усвоение растением химических элементов, получаемых им из поч-
вы в форме ионов минеральных солей [Минеев, 2004]. К элементам его питания относят мине-
ралы ризосферы, удобрения и составляющие ризосферы органического происхождения (навоз, 
торф, компост, солома и др.).  

При решении поставленных здесь вопросов принимается разделение совокупности эле-
ментов минерального питания на подвижную и неподвижную формы. Подвижные формы оп-
ределяются способностью переходить из твердых фаз либо почвы, либо привносимых извне 
минеральных и органических удобрений в почвенный раствор, тогда как неподвижные формы 
либо туда не переходят, либо переходят в сравнительно меньшем количестве [Орлов, 1992]. 
Подобное разделение обусловлено тем, что элементы первого набора усваиваются растениями, 
а второго — ими не усваиваются. В принятой модели учитываются взаимные переходы элемен-
тов из одной формы подвижности в другую.  

Цель работы состоит в анализе подходов, на основании которых выполняются математи-
ческая формализация временных изменений отдельных составляющих системы «почва–рас-
тение», разработка модели совместной динамики составляющих ризосферу элементов мине-
рального питания растений сельскохозяйственного назначения, ассоциации микроорганизмов 
ризосферы и самих растений. Для простоты и общности записей принимается разделение сово-
купности элементов минерального питания на группы близких по свойствам их воздействия на 
растения веществ (на основании азота, фосфора, калия и т. д.). 

Структура работы следующая. Сначала формулируются модели динамики отдельных со-
ставляющих системы. Далее выполнено аналитическое исследование ряда частных случаев, 
рассмотрение которых позволяет выявить качественное поведение решений общего случая. 
Высокая фрагментация результатов лабораторных экспериментов пространственно-временных 
распределений динамики микроорганизмов и динамики биомассы растений обусловила рас-
смотрение численной реализации модели только для отдельного доступного выборочного ре-
презентативного материала. Здесь численная реализация модели была выполнена на фактиче-
ском материале роста яровой пшеницы Красноуфимская-100 на торфяной низинной почве [Еф-
ремова, Дричко, 2010; Ефремова и др., 2013; Сладкова, 2016], куда предварительно были 
внесены азотные, фосфорные и калийные удобрения. Материал представлен пространственно-
однородной (отсутствуют градиенты температуры и влажности) выборкой временных наблю-
дений содержаний элементов питания подвижной формы (K, P, N) в надземной части растений 
и их биомассой. Для представленного случая выполнена параметрическая идентификация мо-
дели. 

2. Математическая модель 

Почва представляет собой гетерогенную многофазную среду с неравномерными простран-
ственно-временными распределениями микроорганизмов и питательных субстратов, связи ме-
жду которыми крайне сложны. Такие связи, например, включают в себя систему обмена хими-
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ческими сигнальными веществами [Евдокимов, 2018]. Ризосфера же представляет собой дина-
мическую область, в которой происходит огромное число взаимодействующих между собой 
процессов в корнях и окружающей среде почвы [Darrah et al., 2006]. В свою очередь, каждая 
фаза почвы представляет собой многокомпонентную систему.  

На современном этапе развития широкого круга научных дисциплин математическое  
моделирование трансформировалось в важнейший инструмент изучения сельскохозяйственных 
систем [Jones et al., 2016]. Посредством его применения имеется возможность проведения  
ряда вычислительных экспериментов вместо некоторых весьма дорогостоящих и трудоемких 
натурных исследований. При построении моделей принимались обозначения: весовое  
содержание элементов минерального питания в растениях определяются функциями 
{ }, ,1 1,i j C BC i N j N== ÷ ÷  содержания i-го элемента питания в j-м растении, где CN  и BN  — 

число различных элементов питания (в том числе и тяжелые металлы ТМ) и число видов расте-
ний. Функции { }( ) ( ), , 1 ,a p

i i CC C i N= ÷  { }( ) , 1p
i CC i N= ÷  определяют весовое содержание в ризо-

сфере i-го вида элемента питания подвижной и неподвижной форм. Функции { }, 1k Yk NY = ÷  
определяют биомассы ассоциации микроорганизмов ризосферы k-го вида; биомассы растений 
(в том числе и сорняки) определяются функциями { }, 1 ,j BjB N= ÷  где j — вид растения, S — 

содержание в ризосфере биомассы продуктов органического происхождения (опада, отмершей 
органики), которая трансформируется в питательный ресурс для почвенных микроорганизмов. 
На его основе затем формируются питательный раствор для элементов питания растений под-
вижной формы, а также элементы неподвижной формы.  

Количественное выражение взаимодействий динамических составляющих рассматривае-
мой системы следует основному постулату химической кинетики, или закону действующих 
масс, согласно которому скорость реакции прямо пропорциональная произведению концентра-
ций каждого из реагентов, возведенных в степень, равную степени реакции по данному вещест-
ву [Романовский, 2006]. Применительно к рассматриваемому в данной работе случаю термину 
«реагент» отвечает отдельная составляющая системы, а реакция — изменение ее содержания  
в единицу времени (обыкновенная производная по времени). Исследуются только парные 
взаимодействия с единичной степенью реакции. 

В общем случае динамические переменные являются функциями пространственно-
временных координат (t, x, y, z). В целях общности почвенная микробиота, биофильные бакте-
рии и грибы объединены общим выражением — микроорганизмы.  

2.1. Питание растений подвижными элементами минеральной фракции 

Ресурс питания растений определяется содержанием минеральных элементов подвижной 
формы, продуктами переработки микроорганизмами опада, прямые и обратные переходы эле-
ментов из одной формы в другую, весом внесенных в почву удобрений, подвижностью элемен-
тов в ризосфере. Здесь принимается следующая запись текущего весового содержания в ризо-
сфере элементов питания: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

,

1 1 (1, ),

0 0 (0, ),

a C S f
i i i i i k
p C S f

i i i i i k

C A A A t

C A A A t

⎧ = + +⎪
⎨

= + +⎪⎩
 (1) 

где индекс i указывает конкретный элемент питания; первый аргумент функций в правой части 
выделяет элементы подвижной ( 1)v =  и неподвижной ( 0)v =  форм. Таким образом, выражение 

( )
,

1

BN
a

i i k
k

CC
=

−∑  отвечает текущему содержанию элементов подвижной формы в ризосфере. Дета-
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лизацию членов правой части можно выполнить соотношениями 
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 (2) 

где ( ),i kt tδ −  — дельта-функция Дирака, ,i kt  — моменты времени внесения fN  видов удобре-

ний, *
,i kC  — объемы внесенных удобрений.  

Коэффициенты соотношений рассчитываются на основании выборочных эксперименталь-
ных распределений динамических переменных.  

При записи соотношений (2) и модели динамики элементов питания растений принима-
лись следующие допущения. 

1. Первый член правой части ( ) ( )C
iA v  характеризует прямые и обратные переходы элемен-

тов из одной формы подвижности в другую, где переходы задаются матрицей коэффициентов 

{ }( , ) , , 1 2 .i
m kq m k = ÷  

2. Для ассоциации микроорганизмов опад (отмершие органы, ткани растений и животных) 
выступает одним из ресурсов их питания, что определяет отношения между ними как «ресурс–
потребитель». Поскольку приведенные отношения формализуются произведением соответ-
ствующих переменных [Ризниченко, Рубин, 1983; Свирежев, 1987], то ( ) ( )S

iA v  пропорциональ-

но S как ресурсу микроорганизмов, так и их биомассе. Коэффициенты { }( ) ( ), , 1a p
j j Yp p j N= ÷  

характеризуют доли массы опада, которые после переработки ассоциацией микроорганизмов 
приходятся на элементы подвижной ( 1)v =  и неподвижной ( 0)v =  форм. 

3. Внесение в почву удобрений в моменты времени ,i kt  характеризуется ( ) ,f
iA  где коэффи-

циенты { }( ) ( ), , 1a p
i i fr r i N= ÷  определяют те доли масс удобрений, которые приходятся на эле-

менты подвижной ( 1)v =  и неподвижной ( 0)v =  форм. 

4. Удельный рост потребления j-го элемента в растении i-го вида ,1 i j

i

C
B t

∂

∂
 пропорциона-

лен их текущему содержанию в ризосфере ( )( )
1,1 ,

Ba
i i i

N

k ka C C
=

−∑  и содержанию в растении эле-

ментов питания , , .C
i m i mi

N

m
a C

≠∑  Знак ,i ma  отражает характер влияния, который оказывает со-

держание в растении m-го элемента на присутствие в нем i-го элемента. Наличие подобной свя-
зи обусловлено их связями как объектов химической природы. Удельный рост потребления i-го 

вида элемента пропорционален выражению ( )( )
,1 , , ,1

.B Ca
i i

N N

k mi k i m i mi
a C C a C

≠=
− −∑ ∑  

5. Поскольку для питания микроорганизмов требуется определенный набор химических 
элементов, то они (микроорганизмы) являются потребителями элементов минерального пита-
ния растений (основное питательное вещество — азот). Таким образом, отношение между те-
кущим содержанием в ризосфере элементов питания растений ( )

,1
Ba

i i k
N

k
C C

=
−∑  и микроорга-
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низмами jY  имеет характер «ресурс–потребитель». Количественное выражение представлен-
ных отношений следует основному постулату химической кинетики: скорость реакции прямо 
пропорциональная произведению концентраций каждого из реагентов. Тогда динамика убыва-
ния содержания в ризосфере i-го элемента за счет его потребления микроорганизмами j-го вида 

определяется выражением ( )( )
,1

.Ba
ij i i k

N

k jw C C Y
=

−∑  

6. Пространственное перераспределение элементов ризосферы определяется их диффузией 
[Daly et al., 2017]. 

7. Удельный рост содержаний зависит от внешних факторов среды (текущее состояние ри-
зосферы и атмосферы). 

При выполнении указанных допущений динамика элементов питания следует уравнениям 
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 (3) 

где  1 ; Bj N= ÷  0t  — начальный момент рассмотрения системы; { , 1 , 1 }ij C Yw i N j N= ÷ = ÷  ха-
рактеризуют динамику потребления i-го элемента питания растений микроорганизмами j-го 
вида; ( ) , a

iD  ( )p
iD  — коэффициенты диффузии элементов подвижной и неподвижной форм; 

( ), ,0 , ,  i jC x y z  — начальное содержание элементов подвижной формы j-го вида в i-м растении; 
( ) ( ),0 , ,a
iC x y z  и ( ) ( ),0 , ,p

iC x y z  — начальные содержания элементов подвижной и неподвижной 

форм в ризосфере. Индексы i, j указывают элемент и вид растения; 
2 2 2

2
2 2 2x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
 — 

оператор Лапласа.  
Блок-схема модели питания растений изображена на рис. 1. 

2.2. Динамика микроорганизмов 
Растение, элементы его питания и колонизирующие растения ассоциации микроорганизмов 

составляют единую систему взаимодействующих между собой динамических объектов, 
в которой рамки отношений между растением и отдельными микроорганизмами лежат в широ-
ком диапазоне: от роли азотфиксирующих бактерий и микоризных грибов до развития микроб-
ного патогенеза [Kloepper, 1993]. В подобной системе элементы питания играют значимую роль 
во взаимодействиях растений и микроорганизмов. Например, внесение азотнокислого аммония 
создает мощный стимул для колонизации прикорневого пространства и поверхности корня поч-
венными грибами, а также способствует некоторому возрастанию биомассы/численности прока-
риотных микроорганизмов в ризоплане ячменя [Бурканова, 2007]. Каждый из компонентов сис-
темы стимулирует развитие другого компонента и в результате — свое собственное. В процессе  
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Рис. 1. Блок-схема модели питания растений 

формирования биогеоценоза с ростом продуктивности увеличивается количество поступающих 
в почву растительных остатков, служащих источником образования гумуса. Гумус же оптими-
зирует среду обитания растений и способствует росту продуктивности растительного покрова. 
Нелинейный характер приведенной зависимости проявляется при низком содержании гумуса 
в почве и ослабевает с ростом его содержания по мере оптимизации среды обитания растений.  

Микроорганизмы конкурируют между собой за выделяемый растениями питательный для 
них субстрат (стебли, листья и корни которого выделяют углеводы и органические кислоты). 
Эти выделения обеспечивают питательными веществами почвенные микроорганизмы, тем са-
мым создавая благоприятные условия для их существования в зонах ризосферы и ризоплана 
[Феоктистова и др., 2016].  

Удельный рост биомассы микроорганизмов k-го вида в единицу времени kϕ  определяется 
их естественным приростом, текущим содержанием в ризосфере элементов питания подвижной 
формы, внутри и межвидовыми отношениями микроорганизмов и биомассой растений. На ос-
новании принятых допущений модель динамики микроорганизмов можно записать следующи-
ми балансовыми соотношениями: 
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где ;1 Bk N= ÷  ( ),0 , ,kY x y z  — начальное распределение микроорганизмов k-го вида; Γ — гра-
ница области рассмотрения, n  — нормаль к границе. 

При записи уравнений модели динамики микроорганизмов (4) полагаются следующие до-
пущения. 

1. Принимается мультипликативная зависимость локальной динамики биомассы от темпе-
ратурного и влажного режимов ризосферы. 
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2. Удельный рост биомассы микроорганизмов k-го вида в единицу времени kϕ  определя-
ется ее естественным приростом ,kd  содержанием в ризосфере элементов питания подвижной 

формы ( ) ( )
,1

,C R a
ii k

N

i
Cd

=∑  внутри и межвидовыми отношениями в ассоциации микроорганизмов 

( )
1 ,

YN Y
jjj kd Y

=∑  и биомассой растений 
1

( )
, .B B

m
N

m m kd B
=∑  Потребление микроорганизмами  

элементов питания определяется положением модели «ресурс–потребитель», где ресурсом  
выступают элементы питания, а потребителем — микроорганизмы. Коэффициенты 

{ }( )
, , 1 , 1R

C Yi k i kd N N= =÷ ÷  характеризуют селективность питания микроорганизмов: положи-

тельные или отрицательные на них воздействия определяются знаком коэффициента. В ассо-
циации микроорганизмов принимается внутривидовая конкуренция, согласно которой коэф-
фициент ( )

,
Y

k kd  отрицательный. Остальные коэффициенты приведенного набора { }( )
, ,Y

j kd k j≠  

отражают характерные межвидовые отношения растений (конкуренция, симбиоз и т. д.).  
Знаки коэффициентов при остальных членах отражают межвидовые отношения в ассоциации 
микроорганизмов. Между микроорганизмами и растениями отмечается широкий диапазон  
их отношений: для одних растения выступают кормовой базой, для других имеются коо-
перативные отношения, для третьих — отношение «паразит–хозяин». Коэффициенты 

{ }( )
, , 1 , 1B

B Ym k m kd N N= =÷ ÷  характеризуют эти отношения. Как правило, положительный знак 

указывает на кооперативные отношения, отрицательный — на антагонистические.  
3. Дивергенция выражения в круглых скобках характеризует пространственный механизм 

распределения микроорганизмов. Допускаются их диффузия (она определяется коэффициен-
том ( ) )Y

kD  и следование микроорганизмов по градиенту плотности распределения растений (ко-

эффициент ( , )
i
Y Bd  характеризует эффективность поиска растения).  

4. Предполагается отсутствие потоков микроорганизмов на границе области рассмотрения. 
В работе [Scott et al., 1995] это условие формулируется посредством снижения массы микроор-
ганизмов с глубиной ризосферы. 

2.3. Динамика биомассы растений и органики 
Согласованность между собой отдельных составляющих системы «почва–растение» обу-

словливает определенную зависимость динамики биомассы растений от элементов их питания, 
ассоциации микроорганизмов, функции жизненного цикла самих растений (продуктивности, 
особенностей их процессов массопереноса и т. д.), внутри- и межвидовых отношений, распре-
деления продуктов органического происхождения, гидрометеорологического режима среды 
и т. д. Кроме того, следует учитывать потери биомассы растений на формирование опада. Мо-
дель динамики биомассы растений можно записать следующими балансовыми соотношениями: 
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где ,1 Bm N= ÷  ( ),0 , ,mB x y z  и ( )0 , ,S x y z  — начальные распределения биомассы растений 
и опада. 
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При записи динамики биомассы растений и опада полагаются следующие допущения. 
1. Принимается мультипликативная зависимость локальной динамики биомассы от темпе-

ратурного и влажного режимов ризосферы. 
2. Удельный рост биомассы определяется ее естественным приростом mb  (посредством 

приведенного коэффициента также учитывается доля отмирающей биомассы, которая затем со-

ставляет прирост массы опада), внутри- и межвидовыми отношениями растений 
1
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=∑  Коэффициент ( )

,
B

m mb  отрицательный, 

поскольку в модельных популяциях обычно принимается внутривидовая конкуренция. Осталь-
ные коэффициенты представленного набора{ }( )

, ,B
m jb m j≠  отражают характерные межвидовые 

отношения растений (конкуренция, симбиоз и т. д.). Знаки коэффициентов при остальных чле-
нах отражают отношения «растение – элементы питания» и «растение–микроорганизмы». 

3. В ризосфере отмершие части растений трансформируются в элементы органики, где ин-
тенсивность отмирания определяется функцией возраста растения (чем оно старше, тем выше 
интенсивность отмирания его частей) и текущего временного сезона года (весна, лето или 
осень). Полагается, что отмирание растений пропорционально их биомассе ( ) ( ) .S

m mb t B   
4. Принимается мультипликативная зависимость локальной динамики опада от темпера-

турного и влажного режимов ризосферы. 

2.4. Функция состояния внешней среды 
При построении модели (3)–(5) полагается, что воздействие внешней среды на динамиче-

ские переменные системы задается функциями ( , ),Cf T W  ( , ),Yf T W  ( , )Bf T W  (как правило, 
кусочно-непрерывными функциями). Источником подобного воздействия служит как внутрен-
няя среда обитания — ризосфера (кислотность, плотность, пористость и др.), так и внешняя — 
атмосфера (солнечная радиация, температура, влажность и др.), в которой функция состояния 
может быть дополнена до оптимального набора параметров исследуемой системы. Этот набор 
определяется методикой и условиями проведения эксперимента, постановкой задачи, имею-
щимся в наличии ресурсом. Функции состояния среды имеют следующий вид: 
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⎪
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где ,CC  ,YC  BC  — эмпирические константы, а  

 ( ) ( )( )min max min max
min max

 при   
, ,

0. 
,X X X X X X X

X X Xψ
⎧ − − < <

= ⎨
⎩

  

При записи уравнений состояния полагается, что первые два аргумента функции в правых 
частях характеризуют оптимальный для роста жизненного цикла растений и микроорганизмов 
диапазон соответствующих величин. При неблагоприятном для данных величин состоянии они 
не погибают, а перестают расти.  

2.5. Исследование частного случая 
Интегральная модель динамики системы «почва–растение» представлена уравнения-

ми (3)–(5). В общем случае трудности ее аналитического исследования вызваны большим чис-
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лом динамических составляющих системы, а также отсутствием полного набора эксперимен-
тальных распределений, которые зачастую имеют весьма фрагментарный характер. В такой 
ситуации целесообразным является изучение отдельных частных случаев модели.  

Ниже представлено рассмотрение такого частного случая, в котором присутствует один 
вид составляющих ризосферу микроорганизмов, элементов питания и растений в условиях от-
сутствия органического вещества почвы (опад). Внесение минеральных удобрений выполнено 
лишь в начальный момент времени, что позволяет нам относить их к области начальных  
распределений. Полагаются однородность системы, оптимальность условий внешней среды, 
а также отсутствие градиентов (перепадов) температуры, влажности и вещества. Уравнения 
модели системы в результате преобразований принимают вид 

 

( )

( ) ( ) ( )

0

0 0

0 0

0 0 0 0 0

( ),
[ ( ) ] ,
[ ( ) ] ,

0, ,, 

C B Y

C Y B

C C C qY pB
Y d d C C d B d Y Y
B b b C C b Y b B B
C t Y t Y B t B

⎧ = − +
⎪

= + − + −⎪
⎨ = + − − −⎪
⎪ = = =⎩

  (5) 

где 0 C  — начальное содержание элемента питания в ризосфере, а C  — его текущее содержа-
ние в растении; Y, B — биомасса микроорганизмов и биомасса растения; точка над динамиче-
ской переменной указывает на ее дифференцирование по времени; помеченные нулевым ин-
дексом величины — их начальные значения; 0t  — начальный момент рассмотрения системы 
(далее везде принимается 0 0).t =  Строчными буквами обозначены коэффициенты модели, чис-
ленные значения которых оцениваются на основании экспериментальных распределений с по-
мощью процедур нелинейного оценивания параметров [Бард, 1979].  

Согласно первому уравнению (6) динамика содержания элементов питания в растении оп-
ределяется внутренней физиологической особенностью самого растения, а также микробиоло-
гическими процессами, происходящими в ризосфере. 

Динамика микроорганизмов следует так называемому логистическому уравнению [Ризни-
ченко, Рубин, 1983], где 0 0( )C Bd d C C d B+ − +  характеризуют рост/убыль их биомассы, а по-
следний член Yd Y  — внутривидовую конкуренцию. Рост биомассы обусловлен естественным 
приростом 0,d  содержанием в ризосфере элементов питания 0( )Cd C C−  микроорганизмов 
и слагаемым .Bd B  Последнее слагаемое отражает тот факт, что растение, вследствие отмирания 
определенной части своей биомассы, формирует питательную для микроорганизмов среду [Ка-
бата-Пендиас, Пендиас, 1989]. 

Динамика биомассы определяется естественным приростом 0 ,b  содержанием в ризосфере 
элементов питания 0( ),C Cb C−  отмиранием части биомассы (она расходуется на формирование 
питательной среды для микроорганизмов) Yb Y  и внутривидовой конкуренцией растений .Bb B  

Структура уравнений модели допускает их неявное решение в квадратурах: 
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где верхняя черта над переменной указывает на ее среднее значение 
0

1( ) ,
t

Y t Y dt
t

= ∫  

0

1( ) ,
t

B t B dt
t

= ∫  
0

1( ) .
t

C t C dt
t

= ∫  Положительность правой части первого уравнения обусловли-

вает монотонно возрастающий характер временного изменения ( ).C t  Согласно физическому 
смыслу содержание элементов в растении не превосходит их количество в ризосфере. Таким 
образом, выражение в круглых скобках показателя экспоненты в уравнении для ( )C t  является 
монотонно возрастающей функцией, которая при данных условиях задачи к окончанию вегета-
ционного периода растения достигает своего максимального значения 0.C  Вследствие этого 
временное изменение ( )C t  характеризуется монотонно возрастающей и ограниченной сверху 
функцией.  

Во втором уравнении разделение обеих частей дроби на exp( )Ytϕ  приводит к такому пред-
ставлению динамики массы микроорганизмов: 

 
( ) ( )( )

0

0
0

( ) ,
exp[ ] exp

t
Y Y Y

YY t
t t d Y t t dϕ ϕ τ τ τ

=
− + ⎡− − − ⎤⎣ ⎦∫

  

где ( ) 1 t
Y Y

t
t d

t τ
ϕ τ ϕ τ

τ −
− =

− ∫  — среднее за время t τ−  значение подынтегральной функции. 

Поскольку ( )Y tϕ  — монотонно возрастающая функция, то в знаменателе стоит сумма двух мо-
нотонно убывающих функций.  

Деградация растений — 0B <  — происходит в случае, если существует такое *,t  при ко-
тором прирост биомассы окажется равным * * *

0( ) ( ) { ( )].Y B Cb b C C tY t B t b −+ −  Иными словами, 
темп потерь биомассы на формирование питательного ресурса для микроорганизмов и внутри-
видовая конкуренция растений за минусом поступления в растение элементов его питания ока-
жутся выше темпа его естественного прироста.  

Модель (6) и ее некоторые модификации оказываются востребованными для решения ши-
рокого круга научных и прикладных задач. В частности, в ее рамках модель динамики парази-
тирующих вредителей (фитопатогенные микроорганизмы, различные гнили пшеницы и т. д.) 
однолетних злаковых культур в одномерном пространственном случае бесконечной прямой 
можно записать уравнениями 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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Γ
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⎧ ∂ ∂
= + +⎪ ∂ ∂⎪
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 (7) 

где ( , ),Y Y t x=  ( , )B B t x=  — весовые меры вредителей и растений, D — коэффициент диффу-
зии вредителей; коэффициенты Bd  характеризуют удельный прирост массы вредителей от по-
едания ими растений, а Yb  — удельные потери биомассы растений; Yd  — характеризует об-
щий баланс рождения и смертности вредителей; 0,t  0 ( ),Y x  0( )B x  — начальный момент и на-
чальные распределения переменных системы; последние соотношения (7) характеризуют ее 
граничные условия. Поскольку в почве полного отмирания микроорганизмов нет [Звягинцев, 
1987], то здесь учитывается только баланс «рождение–отмирание». 
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При записи (7) учитывается вполне естественный факт того, что скорость роста однолет-
них растений (в (6) он задается коэффициентом 0)b  на порядок ниже скорости размножения 
вредителей, что соответствует рассмотрению случая определенной «замороженности» роста 
биомассы однолетней культуры растения. Первое уравнение характеризует динамику вредите-
лей, которая определяется диффузионным потоком, локальным воспроизводством и притоком 
массы вредителей за счет частичного потребления растений. Второе уравнение характеризует 
динамику роста однолетней культуры растения в случае отсутствия роста биомассы. Предпола-
гаются ее неподвижность и отрицательность скорости роста (уменьшение) вследствие потреб-
ления вредителями.  

При таких условиях в (7) формируется так называемая волна «ресурс–потребитель» [Ги-
гаури, Свирежев, 1981]. Для определения скорости ее распространения необходимо: 

1) ввести новую переменную ,x vtξ = + где v  — скорость волны «ресурс–потребитель»; 
2) выразить комплекс YB  из второго уравнения, а затем подставить в первое уравнение 

и результат проинтегрировать в промежутке (–∞, ξ]; 

3) ввести новую динамическую переменную .Z Y d
ξ

ξ
−∞

= ∫   

Тогда первое уравнение (7) примет вид 
2

2

0 exp ,

( , ),

( , ) B Y
B Y Y

d b Zb B Z

dZ d Zv D F Z v
d d

F Z v vd B d
v

ξ ξ

Γ
⎛

⎧
− =⎪

⎪
⎨

⎡ ⎤⎪ = +⎞− −⎜ ⎟⎥
⎣ ⎠⎢

⎦⎩ ⎝⎪

  

где ( , )F Z v  удовлетворяет требованиям логистической кривой: (0, ) ( , ) 0,F v F K v= =  0 ,K< <∞  
на краях интервала изменения Z она обращается в 0, (0) 0F ′ >  и ( ) (0).F Z F′ ′<   

При выполнении вышеприведенных условий ( )Z ξ  является решением задачи Колмогоро-
ва–Петровского–Пискунова, с незначимым отличием зависимости ( )Z ∞  от скорости распро-
странения волны [Свирежев,1987]. Таким образом, в приведенной системе (растение–потреби-
тель) могут распространяться волны со скоростями 0 ( ) .Y B Yd d b Bv Dv Γ+> =   

2.6. Численная реализация 
В [Четырбоцкий, 2019] сформулирована комплексная модель динамики системы «почва–

растение», в которой вместе с составляющими системы учитываются динамика ризосферного 
(прилегающий к корням растения узкий слой почвы) сообщества микроорганизмов, а также 
температура и влажность среды. Поскольку на современном этапе экспериментальных иссле-
дований требуемый для параметрической идентификации этой системы доступный для расче-
тов набор данных имеет фрагментарный характер (а зачастую такие данные просто отсутству-
ют), то в данной работе используется редуцированный вариант модели (3)–(5). Для указанного 
варианта динамическими переменными выступают биомасса растения и содержание трех ос-
новных элементов его минерального питания (K2O, P2O5 и N).  

Экспериментальным материалом для исследований выступают численные результаты вы-
полненных Ефремовой М. А. и Сладковой Н. А. экспериментов по оценке влияния азотных, 
фосфорных и калийных удобрений на рост яровой пшеницы (Красноуфимская-100) на торфя-
ной низинной почве [Ефремова, Дричко, 2010; Ефремова и др., 2013; Сладкова, 2016].  

Схема опытов и условия закладки опытов состоят в следующем. Перед посевом специаль-
но отобранную торфяную низинную почву обработали азотными (сульфат аммония), фосфор-
ными (простой суперфосфат) и калийными (сульфат калия) удобрениями. Всего было выполне-
но 10 таких закладок, где номер отражает определенную градацию содержания K2O в удобре-
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ниях: наименьшее содержание K2O приходится на первую градацию, а наибольшее — на по-
следнюю. Набор (10, 14, 19, 24, 28, 34, 39, 46, 55) определяет промежутки дней отбора расти-
тельных проб с момента появления первых всходов, которые соответствуют наиболее критиче-
ским периодам роста растений. В экспериментах учитывались биомасса надпочвенной части 
растения и количественное содержание в ней элементов минерального питания.  

Для оценки влияния концентраций азотных, фосфорных и калийных удобрений при по-
строении модели принимались следующие допущения. 

1. Удельная динамика содержания элементов i-го вида минерального питания в растении 
(т. е. динамика для единицы его биомассы) в k-й закладке пропорциональна текущему содер-
жанию этого элемента в ризосфере , ,0 , ,i k i kC C−  где , ,0i kC  — начальное содержание в ризосфере 
i-го вида элементов в k-й закладке, а ,i kC  — содержание этих элементов в закладке, 1 3i = ÷  
(последовательно: K2O, P2O5 и N). 

2. Удельная динамика биомассы растений определяется ее естественной скоростью роста 
и  элементами минерального питания, а также действием подобного в модели Ферхюльста фак-
тора самолимитирования. 

3. Ограниченность объема тела растения обусловливает его определенную способность 
к максимальному значению поглощения элементов питания, которое растение может потребить 
из ризосферы. 

4. В самом растении учитывается взаимодействия элементов питания как объектов хими-
ческого происхождения (конкуренция, симбиоз и т. д.). 

Следуя приведенным допущениям, модель динамики системы «почва–растение» принима-
ет вид 
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где 1 3,i = ÷  1 10;k = ÷  ,0iq  — коэффициент пропорциональности (пункт 1 допущений): он оп-
ределяет ту долю содержания элементов питания в ризосфере, которая может быть утилизиро-
вана растением; ,i iq  характеризует предельную «емкость» содержания элементов питания в те-
ле растения; , ,i jq  ,j i≠  — коэффициенты пропорциональности при членах, посредством кото-
рых в самом растении учитываются взаимодействия между собой элементов минерального 
питания. Функция kB  определяет биомассу растения в k-й закладке; 0p  характеризует естест-

венный прирост биомассы; 
1 ,

3
j j kj
Cp

=∑  характеризует влияние элементов питания в растении 

на удельный рост его биомассы; 4 kp B  характеризует самолимитирование роста биомассы;  

,0iq  — коэффициент пропорциональности (пункт 1 допущений): он определяет ту долю со-
держания элементов питания в ризосфере, которая может быть утилизирована растением;  

,i iq  характеризует предельную «емкость» содержания элементов питания в теле растения;  

, ,i jq  ,j i≠  — коэффициенты пропорциональности при поглощенных растением элемен-
тах , ,j kC  посредством которых в самом растении учитываются взаимодействия элементов ми-
нерального питания. 
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Оценка предельного содержания в растении i-го вида элемента минерального питания сле-
дует из приравнивания нулю правой части 1-го уравнения (1). В первом приближении допуска-
ется, что предельные содержания определяются системой линейно-алгебраических уравнений, 
определяющей стационарное состояние системы. Второе уравнение системы соответствует мо-
дификации уравнения Ферхюльста: сумма первых четырех членов характеризует прирост био-
массы вследствие естественного прироста и воздействия на динамику растения элементов ми-
нерального питания. 

Поскольку каждое уравнение модели линейно по своим параметрам, то для начальной 
оценки их численных значений применим стандартный метод наименьших квадратов (МНК) 
[Рао, 1968]. Согласно этому методу предикторами уравнений выступают наблюдаемые в экспе-
риментах составляющие рассматриваемой системы. Подстановка же в (8) полученных МНК 
значений приводит к вырожденным случаям. Поэтому для нахождения приемлемых оценок па-
раметров следует использовать методы нелинейной оценки параметров [Бард, 1979]. Для их 
нахождения следует решить задачу поиска экстремума функционала: 

 min ( ) для ,p p PΦ ∈   (9) 

где P — область допустимых значений параметров. Без ограничения общности полагается, что 
область P соответствует k-мерному гиперкубу. Начальные значения коэффициентов как раз 
и задаются найденными МНК значениями коэффициентов. При построении функционала, ми-
нимизация которого определяет оценку параметров системы (8), следует учитывать различие 
масштабов динамических переменных. В рассматриваемом здесь случае такая запись принима-
ет вид 

 ( ) ( ) ( )
9 10 32 2

( )
,,

2 1 1

( )Φ 1 / ( ) 1 / ( ) ,m
k t i k t

m
k i kt t

t k j

p B B C C
= = =

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∑ ∑  (10) 

где { }kB  и ,{ }i kC  — экспериментальные распределения, а { }( )m
kB  и { }( )

,
m

i kC  — так называемые 

модельные распределения (они следуют решению системы (8)).  
Для решения задачи (9) использовался метод Марквардта [Бард, 1979]. Всего было выпол-

нено 332 итерации, где уже на 50 итерации был достигнут минимум ( ).pΦ  Оценки параметров 
минерального питания, а также коэффициент детерминации приведены в таблице 1, оценка па-
раметров биомассы растений — в таблице 2. 

Таблица 1. Оценка параметров модели содержания элементов в растении 

 qi,0 qi,1 qi,2 qi,3 R2 
C1 0.004±0.001 0.023±0.001 –0.027±0.001 0.017±0.001 0.792 
C2 0.004±0.001 0.033±0.001 0.002±0.001 0.010±0.006 0.789 
C3 0.007±0.001 0.003±0.001 –0.031±0.001 0.00004 ±0.001 0.812 

Примечание. В каждой строке приведены оценки значений коэффициентов системы (8) для модели со-
держаний элементов в растении, где после знака ± указан диапазон границ их доверительных интерва-
лов; в столбце R2 указан коэффициент детерминации. 

Таблица 2. Оценка параметров модели динамики биомассы 

 p0 p1 p2 p3 p4 
B 0.077±0.020 0.001±0.096 0.001±0.613 11.244±1.544 0.236±0.036 

Примечание. Оценки значений коэффициентов для модели биомассы растений, где после знака ± указан 
диапазон границ их доверительных интервалов; коэффициент детерминации — 0.794. 
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Анализ элементов таблицы показывает существенное превышение среди остальных коэф-
фициента 3p  (он соответствует азоту 3 ),C  что указывает на его ведущую роль в процессе обес-
печения роста биомассы растения, что тем самым согласуется с установившейся закономерно-
стью накопления питательных веществ в процесса роста растения [Кидин, 2015]. Поскольку 
доверительные интервалы для 1p  и 2p  содержат нули, то здесь проверялись гипотезы 0:H  

1 0;p =  0:H  2 0.p =  С 95%-ной долей вероятности они (гипотезы) оказались достоверными. По-
этому в рамках модели (1) влиянием содержания в растении K2O и P2O5 можно пренебречь. 
Для 3,3q  также оказывается достоверной нулевая гипотеза 0:H  3,3 0.q =  Отрицательность 1,2q  
и 3,2q  указывает на определенные «конкурентные» отношения между K2O и P2O5, а также N 
и P2O5. 

Для оценки адекватности модели экспериментальным распределениям следует определить 
«качество» выполненной подгонки модельных данных их наблюдаемым прообразам. Здесь 
оценка «качества» подгонки выполнялась на основании коэффициента детерминации. Коэффи-
циент детерминации между экспериментальным и модельным распределениями для биомассы 
равен 0.789. Остальные детерминации приведены в таблице 1 (в столбце R2). Их высокие значе-
ния указывают на хорошее соответствие модели (8) изучаемому процессу. 

Распределение динамических переменных системы (8) приведено на рис. 2. 

 
Рис. 2. Динамика переменных системы (8), где цифры отмечают временные распределения ее состав-
ляющих на участках почвы с различным содержанием K2O в удобрениях: 1 — 100 мг, 2 — 300 мг, 3 — 
600 мг 

Характер следования совокупности кривых на рис. 2 отражает известный факт роста био-
массы растения в зависимости от содержания калийных удобрений [Ефремова, Дричко, 2010], 
что подчеркивает соответствие модельных и экспериментальных распределений. При этом со-
держание K2O и N в растении также следует отмеченной тенденции. Вместе с тем отмечается 
противоположный характер изменения содержания P2O5, что отражает уже отмеченные «кон-
курентные» отношения между K2O и P2O5, а также N и P2O5. 

Тот факт, что растение потребляет в пересчете на сухую массу от 0.5 до 2 % почвенного азо-
та, около 0.2 % фосфора и 0.9 % калия, подтверждается соотношением коэффициентов 1 2 3/ /p p p  
[Минеев, 2006]. Повышенное содержание K2O также способствует росту содержания рассматри-
ваемых в данной работе остальных элементов минерального питания. 
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Заключение 

Для рассмотренного в данной работе многокомпонентного динамического объекта (систе-
ма «почва–растение») построена математическая модель совместной динамики его составляю-
щих, которая определяется ограниченным компактным набором уравнений массопереноса. Ло-
кальная динамика составляющих определяется цепочкой взаимосвязанных простых и однотип-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, где элементы живой 
(микроорганизмы, растения) и неживой природы (элементы минерального питания) следуют 
принятым в математической биологии отношениям между ними («ресурс–потребитель», внут-
ри- и межвидовая конкуренция и т. д.). Учитывается разделение элементов питания на подвиж-
ную и неподвижную формы, а также их взаимные переходы.  

Разработанные в данной работе подходы и модели могут оказаться полезными для реше-
ния важных задач прогнозирования урожайности культур сельскохозяйственного назначения. 
В частности, определение сроков внесения { }, , 1 1,i k C fi Nt k N= ÷ = ÷  и объемов внесения 

{ }*
, , 1 , 1i C fkC i N k N= ÷ = ÷  удобрений (система (2)) для определения, например, экономической 

эффективности или прибыли возделывания; оценки урона урожая от сорняков и вредителей; 
оценка самого урожая и т. д. 

При построении модели динамики системы учитываются формы зависимостей между ее 
составляющими. Принимаются связи между элементами питания подвижной и неподвижной 
форм. Для системы, где каждая из составляющих представлена только одним видом (удобре-
ние, ассоциация микроорганизмов и растения представлены только одним видом), выполнено 
аналитическое исследование. Для однолетних культур сельскохозяйственного назначения раз-
работана адаптация модели распространения волны в системе «ресурс–потребитель» (волны 
Колмогорова–Петровского–Пискунова). 

Поскольку доступный фактический материал не содержит экспериментальных распреде-
лений микроорганизмов, то адекватность модели оценивалась для ее редуцированного вариан-
та. Параметрическая идентификация модели на примере роста яровой пшеницы показывает хо-
рошую степень адекватности разработанной модели. Анализ экспериментальных распределе-
ний показывает, что рост содержания в почвах K2O приводит к росту биомассы растений. При 
этом азот оказывает самое большое влияние на темп роста биомассы, следующим оказывается 
калий, а фосфор практически не оказывает влияния на темп роста биомассы, что не противоре-
чит ранее полученным результатам других авторов. 
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