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В работе рассматриваются развитие и применение метода учета заполненности прямоугольных ячеек
материальной средой, в частности жидкостью для повышения гладкости и точности конечно-разностного
решения задач гидродинамики со сложной формой граничной поверхности. Для исследования возмож-
ностей предлагаемых разностных схем рассмотрены две задачи вычислительной гидродинамики — про-
странственно-двумерного течения вязкой жидкости между двумя соосными полуцилиндрами и переноса
веществ между соосными полуцилиндрами. Аппроксимация задач по времени выполнена на основе схем
расщепления по физическим процессам. Дискретизация операторов диффузии и конвекции выполнена
на основе интегроинтерполяционного метода с учетом заполненности ячеек и без ее учета. Для решения
задачи диффузии – конвекции при больших сеточных числах Пекле предложено использовать разностную
схему, учитывающую функцию заполненности ячеек, и схему, построенную на основе линейной ком-
бинации разностных схем «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициентами, полученными в результате
минимизации погрешности аппроксимации при малых числах Куранта. Для оценки точности числен-
ного решения в качестве эталона используется аналитическое решение, описывающее течение Куэтта –
Тейлора. В случае непосредственного использования прямоугольных сеток (ступенчатой аппроксимации
границ) относительная погрешность расчетов достигает 70%, при тех же условиях использование предла-
гаемого метода позволяет уменьшить погрешность до 6%. Показано, что дробление прямоугольной сетки
в 2–8 раз по каждому из пространственных направлений не приводит к такому же повышению точно-
сти, которой обладают численные решения, полученные с учетом заполненности ячеек. Предложенные
разностные схемы, построенные на основе линейной комбинации разностных схем «кабаре» и «крест»
с весовыми коэффициентами 2/3 и 1/3 соответственно, полученные в результате минимизации порядка
погрешности аппроксимации, для задачи диффузии – конвекции обладают меньшей сеточной вязкостью
и, как следствие, точнее описывают поведение решения в случае больших сеточных чисел Пекле.
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The paper discusses the development and application of the accounting rectangular cell fullness method with
material substance, in particular, a liquid, to increase the smoothness and accuracy of a finite-difference solution
of hydrodynamic problems with a complex shape of the boundary surface. Two problems of computational
hydrodynamics are considered to study the possibilities of the proposed difference schemes: the spatial-two-
dimensional flow of a viscous fluid between two coaxial semi-cylinders and the transfer of substances between
coaxial semi-cylinders. Discretization of diffusion and convection operators was performed on the basis of the
integro-interpolation method, taking into account taking into account the fullness of cells and without it. It is
proposed to use a difference scheme, for solving the problem of diffusion– convection at large grid Peclet
numbers, that takes into account the cell population function, and a scheme on the basis of linear combination
of the Upwind and Standard Leapfrog difference schemes with weight coefficients obtained by minimizing the
approximation error at small Courant numbers. As a reference, an analytical solution describing the Couette –
Taylor flow is used to estimate the accuracy of the numerical solution. The relative error of calculations reaches
70% in the case of the direct use of rectangular grids (stepwise approximation of the boundaries), under the
same conditions using the proposed method allows to reduce the error to 6%. It is shown that the fragmentation
of a rectangular grid by 2–8 times in each of the spatial directions does not lead to the same increase in the
accuracy that numerical solutions have, obtained taking into account the fullness of the cells. The proposed
difference schemes on the basis of linear combination of the Upwind and Standard Leapfrog difference schemes
with weighting factors of 2/3 and 1/3, respectively, obtained by minimizing the order of approximation error, for
the diffusion– convection problem have a lower grid viscosity and, as a corollary, more precisely, describe the
behavior of the solution in the case of large grid Peclet numbers.
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1. Введение

В работе [Sukhinov et al., 2013] предложены разностные схемы, учитывающие функцию
заполненности ячеек, для решения двумерных задач волновой гидродинамики с динамически
перестраиваемой геометрией расчетной области. Показано, что решения, полученные на осно-
ве данных схем, лишены дефектов, связанных со ступенчатой аппроксимацией границы. Позже
на основе данных схем разработана трехмерная математическая модель движения водной среды
в Азовском море [Никитина и др., 2015; Сухинов и др., 2018]. При максимальной глубине водо-
ема 14.2 метра ветровые нагоны могут достигать 4 метров и более. В качестве механизма пере-
строения геометрии водного объекта использован динамический пересчет заполненности ячеек.
Данная модель показала достаточно высокую точность и большой запас устойчивости. Так, при
расчете штормового нагона, который произошел в сентябре 2014 года (скорость ветра достигала
40 м/с и более), ошибка моделирования функции возвышения уровня составила 20 см при подъ-
еме уровня более чем на 4 метра. Результаты моделирования отставали по времени на 15 минут
на временном интервале штормовых явлений порядка 1000 минут. Традиционно при модели-
ровании гидродинамики мелководных водоемов используют σ-координатную систему [Монин,
1973; Шокин и др., 1989; Ezer, Mellor, 2000]. Решения, полученные на данных сетках, обла-
дают большой погрешностью и плохо описывают влияние рельефа дна на структуру течений.
В качестве альтернативы прямоугольным сеткам, которые обладают низкой точностью в слу-
чае ступенчатой аппроксимации границы, сейчас используют неструктурированные адаптивные
сетки, которые достаточно точно аппроксимируют границу [Четверушкин, Якобовский, 2018].
Методы построения трехмерных неструктурированных сеток для решения задач с разрывными
коэффициентами подробно описаны в работах [Милюкова, Тишкин, 2015; Гасилов и др., 2015;
Краснов и др., 2017]. В работах [Петров и др., 2016; Петров и др., 2017; Голубев и др., 2018] для
решения подобного класса задач предложено использовать сеточно-характеристический метод.

При численном решении задач транспорта примеси в мелководных водоемах [Сухинов
и др., 2011; Alekseenko et al., 2013; Никитина и др., 2016] на основе центрально-разностных
схем возникает проблема, связанная с падением точности для больших значений сеточного чис-
ла Пекле. Одним из вариантов решения данной проблемы является измельчение шага по про-
странственной сетке, что влечет за собой увеличение трудоемкости. Например, при решении
трехмерной задачи диффузии – конвекции для уменьшения числа Пекле в два раза необходимо
уменьшить шаги по пространству в два раза, а по времени — в четыре раза. Таким образом,
трудоемкость возрастает в 32 раза. Другим подходом к решению данного класса задач является
применение других разностных схем, например схемы «кабаре». Схемы «кабаре» были разрабо-
таны для решения задач аэроакустики [Thomas, Roe, 1993; Chang et al., 1994]. В работе [Глотов
и др., 2014] для решения задачи переноса предложено использовать схему, построенную на ос-
нове линейной комбинации разностных схем «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициентами.
В работе [Сухинов и др., 2019] предложено использовать весовые коэффициенты, полученные
в результате минимизации погрешности аппроксимации. Целью данной работы является иссле-
дование возможностей предлагаемой разностной схемы, построенной на основе линейной ком-
бинации разностных схем «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициентами, полученными в ре-
зультате минимизации погрешности аппроксимации, и учитывающей функцию заполненности
ячеек для решения задач вычислительной гидродинамики при больших сеточных числах Пекле.

2. Постановка задачи

Рассматривается движение вязкой несжимаемой жидкости в двумерной области между
двумя бесконечно длинными соосными круговыми цилиндрами. Введем систему координат xOy
перпендикулярно оси цилиндров. Начало системы координат совпадает с осью цилиндров.
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В сечении цилиндра плоскостью x = 0 задается поле скорости. Требуется определить движение
жидкости. Для математического описания задачи динамики жидкости исходными уравнениями
являются:

– уравнение Навье –Стокса:

u
′
t + uu′x + vu′y = −P′x/ρ + (μu′x)′x + (μu′y)′y, (1)

v
′
t + uv′x + vv′y = −P′y/ρ + (μv′x)′x + (μv′y)′y; (2)

– уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости:

u′x + v′y = 0. (3)

Уравнения (1)–(3) рассматриваются при следующих граничных условиях:
– на входной и выходной границе задается поток:

u = U, v = V, P′n = 0, (4)

– на боковых поверхностях задаются условие непроницания и скольжения (в случае |τ| = 0,
то есть без трения):

P′n = 0, �Vn = 0, ρμ(�Vτ)
′
n = −�τ (5)

или условие прилипания:
P′n = 0, u = 0, v = 0, (6)

где �V = {u, v} — вектор скорости движения водной среды, �Vn, �Vτ — нормальная и тангенциальная
составляющая вектора скорости, x, y — пространственные переменные, t — время, P — давле-
ние, μ — коэффициент турбулентного обмена, ρ — плотность жидкости, n — вектор нормали,
�τ = {τx, τy} — составляющие тангенциального напряжения на дне жидкости.

Тангенциальное напряжение, вызванное донным трением, согласно закону Ван-Дорна, рас-
считывается по формулам

�τ ≡
{
τx, τy

}
= ρCp�V

∣∣∣∣�V
∣∣∣∣, (7)

где Cp — безразмерный коэффициент.

3. Метод поправки к давлению для решения задач гидродинамики

Расчетная область вписана в прямоугольник. Для численной реализации дискретной ма-
тематической модели поставленной задачи гидродинамики вводится равномерная сетка по вре-
менной переменной: wh = {tn = nτ, n = 0, . . . , Nt, Ntτ = T }, где τ — шаг по времени, n — индекс,
Nt — количество шагов по времени.

Воспользуемся схемами расщепления по физическим процессам. При этом решение ис-
ходной задачи (1)–(3) сводится к решению следующих уравнений [Белоцерковский и др., 1975;
Sukhinov et al., 2013]:

– системы уравнений для расчета поля вектора скорости без учета давления:

un+σ − un

τ
+ uu′x + vu′y = (μu′x)′x + (μu′y)′y, (8)

vn+σ − vn

τ
+ uv′x + vv′y = (μv′x)′x + (μv′y)′y, (9)

– уравнения Пуассона для расчета давления:

P′′xx + P′′yy =
ρ

τ

((
un+σ)′

x +
(
vn+σ)′

y

)
, (10)
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– системы уравнений для пересчета поля вектора скорости с учетом давления:

un+1 − un+σ

τ
= −P′x
ρ
,

vn+1 − vn+σ

τ
= −P′y
ρ
. (11)

Здесь un+σ, vn+σ — компоненты вектора скорости на промежуточном временном слое.

4. Модифицированная схема «кабаре»

Рассмотрим уравнение переноса

c′t + uc′x = 0, (12)

где t ∈ [0, T ], x ∈ [0, L], c (0, x) = c0 (x), c (t, 0) = 0, u = const.
Введем равномерную расчетную сетку ω = ωh × ωτ, где ωh = { xi| xi = ih, i = 0, 1, . . . ,N,

Nh = L}, ωτ = { tn| n = 0, 1, . . . , T }, τ = tn+1 − tn = const.
Для численного решения поставленной задачи можно использовать следующие конечно-

разностные схемы:
– схема «кабаре» [Головизнин, Самарский, 1998]:

cn+1
i − cn

i

2τ
+

cn
i−1 − cn−1

i−1

2τ
+ u

cn
i − cn

i−1

h
= 0, u ≥ 0; (13)

cn+1
i − cn

i

2τ
+

cn
i+1 − cn−1

i+1

2τ
+ u

cn
i+1 − cn

i

h
= 0, u < 0;

– схема «крест» («чехарда»):

cn+1
i − cn−1

i

2τ
+ u

cn
i+1 − cn

i−1

2h
= 0. (14)

Рассмотрим линейную комбинацию разностных схем «кабаре» и «крест» с весовыми ко-
эффициентами 2/3 и 1/3 соответственно, полученными в результате минимизации порядка по-
грешности аппроксимации [Сухинов и др., 2019]:

cn+1
i − cn

i

τ
+

4
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝c
n
i−1 − cn−1

i−1

2τ
+ u

cn
i − cn

i−1

h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + cn
i − cn−1

i

3τ
+ u

cn
i+1 − cn

i−1

3h
= 0, u ≥ 0; (15)

cn+1
i − cn

i

τ
+

4
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝c
n
i+1 − cn−1

i+1

2τ
+ u

cn
i+1 − cn

i

h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + cn
i − cn−1

i

3τ
+ u

cn
i+1 − cn

i−1

3h
= 0, u < 0.

Модельная задача I. Требуется найти решение уравнения

c′t + uc′x = 0, u = 0.5 м/с, 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ L, c (t, 0) = 0,

с начальными условиями q0 (x) = h(20 − x) − h(10 − x), где h(x) — функция Хэвисайда.
На рис. 1 представлены решения модельной задачи I (1 — точное решение, 2 — численное)

на основе схемы (15). Расчетные интервалы по времени T составили 100 с и 900 с.
Рассмотрим уравнение конвекции – диффузии:

c′t + uc′x =
(
μc′x
)′

x, t ∈ [0, T ], x ∈ [0, L], (16)

с граничными и начальными условиями

c (0, x) = c0(x), c (t, 0) = c (t, L) = 0, u = const.

2019, Т. 11, № 5, С. 833–848
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Рис. 1. Решения модельной задачи I: (a) расчетный интервал 100 с; (b) 900 с

Для аппроксимации оператора конвекции будем использовать разностный оператор схемы,
полученной как результат линейной комбинации схем «кабаре» и «крест»:

cn+1
i − cn

i

τ
+

4
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝c
n
i−1 − cn−1

i−1

2τ
+ u

cn
i − cn

i−1

h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + cn
i − cn−1

i

3τ
+ u

cn
i+1 − cn

i−1

3h
=

= 2μ
cn

i+1 − 2cn
i + cn

i−1

h2
, u ≥ 0;

cn+1
i − cn

i

τ
+

4
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝c
n
i+1 − cn−1

i+1

2τ
+ u

cn
i+1 − cn

i

h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + cn
i − cn−1

i

3τ
+ u

cn
i+1 − cn

i−1

3h
=

= 2μ
cn

i+1 − 2cn
i + cn

i−1

h2
, u < 0.

(17)

Модельная задача II. Требуется найти решение уравнения

c′t + uc′x =
(
μc′x
)′

x, u = 0.5 м/с, μ = const, 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ L, c (t, 0) = c (t, L) = 0,

с начальными условиями c0 (x) = h(20 − x) − h(10 − x).
Решение модельной задачи II может быть представлено в виде

c (t, x) =
N−1∑
m=1

C0
me−μω

2m2t sin(ωmx), C0
m =

2
L

l∫

0

c0(x + ut) sin(ωmx)dx, ω =
π

L
.

На рис. 2 представлены решения модельной задачи II (1 — аналитическое решение, 2 —
численное на основе схемы (17)). Параметр μ равен 0.025 м2/с (a) и 0.0025 м2/с (b). При этом
сеточные числа Пекле (Pe = uh/μ) равны 20 и 200 соответственно.

Рис. 2 иллюстрирует, что разностная схема (17) для решения задачи (16) имеет незначи-
тельную погрешность в широком диапазоне сеточных чисел Пекле.

5. Аппроксимация операторов диффузионного
и конвективного переноса

Рассмотрим двумерное уравнение конвекции – диффузии:

c′t + uc′x + vc′y =
(
μc′x
)′

x +
(
μc′y
)′
y
+ f (18)
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Рис. 2. Решения модельной задачи II: (a) сеточное число Пекле равно 20; (b) 200

с граничными условиями
c′n(x, y, t) = αnc + βn, (19)

где u, v — компоненты вектора скорости, μ — коэффициент турбулентного обмена, f — функция,
описывающая интенсивность и распределение источников.

Расчетная область вписана в прямоугольник. Для численной реализации дискретной мате-
матической модели поставленной задачи вводится равномерная сетка:

wh =
{
tn = nτ, xi = ihx, y j = jhy; n = 0, . . . ,Nt, i = 0, . . . ,Nx, j = 0, . . . ,Ny;

Ntτ = T, Nxhx = lx, Nyhy = ly
}
,

где τ — шаг по времени, hx, hy — шаги по пространству, Nt — верхняя граница по времени,
Nx, Ny — границы по пространству.

Для аппроксимации уравнения (18) по временной координате используем схемы с весами:

cn+1 − cn

τ
+ u
(
cn+σ)′

x + v
(
cn+σ)′

y =
(
μ
(
cn+σ)′

x

)′
x
+
(
μ
(
cn+σ)′

y

)′
y
+ f , (20)

здесь cn+σ = σcn+1 + (1 − σ) cn, σ ∈ [0, 1] — вес схемы.

Ячейки представляют собой прямоугольники, они могут быть заполненными, частично
заполненными или пустыми. Центры ячеек и узлы разнесены на hx/2 и hy/2 по координатам x
и y соответственно. Обозначим через oi, j заполненность ячейки (i, j). В окрестности узла (i, j)
лежат ячейки (i, j), (i + 1, j), (i, j + 1), (i + 1, j + 1).

Вводятся коэффициенты q0, q1, q2, q3, q4, описывающие заполненность контрольных об-
ластей, находящихся в окрестности ячейки. Значение q0 характеризует заполненность обла-
сти D0: x ∈ (xi−1/2, xi+1/2

)
, y ∈

(
y j−1/2, y j+1/2

)
, q1 — D1: x ∈ (xi, xi+1/2

)
, y ∈

(
y j−1/2, y j+1/2

)
;

q2 — D2: x ∈ (xi−1/2, xi
)
, y ∈

(
y j−1/2, y j+1/2

)
; q3 — D3: x ∈ (xi−1/2, xi+1/2

)
, y ∈

(
y j, y j+1/2

)
;

q4 — D4: x ∈ (xi−1/2, xi+1/2
)
, y ∈

(
y j−1/2, y j

)
. Заполненные части областей Dm будем называть Ωm,

где m = 0, . . . , 4. В соответствии с этим коэффициенты qm можно вычислить по формулам

(qm)i, j =
SΩm

S Dm

, (q0)i, j =
oi, j + oi+1, j + oi+1, j+1 + oi, j+1

4
, (q1)i, j =

oi+1, j + oi+1, j+1

2
,

(q2)i, j =
oi, j + oi, j+1

2
, (q3)i, j =

oi+1, j+1 + oi, j+1

2
, (q4)i, j =

oi, j + oi+1, j

2
.
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Дискретный аналог уравнения диффузии – конвекции – реакции (19) с граничными услови-
ями третьего рода (20) запишется в виде [Sukhinov et al., 2013]

(q0)i, j

cn+1
i, j − cn

i, j

τ
+ (q1)i, j ui+1/2, j

cn+σ
i+1, j − cn+σ

i, j

2hx
+ (q2)i, j ui−1/2, j

cn+σ
i, j − cn+σ

i−1, j

2hx
+

+ (q3)i, j vi, j+1/2

cn+σ
i, j+1 − cn+σ

i, j

2hy
+ (q4)i, j vi, j−1/2

cn+σ
i, j − cn+σ

i, j−1

2hy
= (q1)i, j μi+1/2, j

cn+σ
i+1, j − cn+σ

i, j

h2
x

−

− (q2)i, j μi−1/2, j

cn+σ
i, j − cn+σ

i−1, j

h2
x

− ∣∣∣(q1)i, j − (q2)i, j

∣∣∣ μi, j

αxcn+σ
i, j + βx

hx
+

+ (q3)i, j μi, j+1/2

cn+σ
i, j+1 − cn+σ

i, j

h2
y

− (q4)i, j μi, j−1/2

cn+σ
i, j − cn+σ

i, j−1

h2
y

−

− ∣∣∣(q3)i, j − (q4)i, j

∣∣∣ μi, j

αycn+σ
i, j + βy

hy
+ (q0)i, j fi, j.

(21)

Таким образом, получили дискретные аналоги операторов конвективного и диффузион-
ного переноса в случае учета частичной заполненности ячеек. Дискретные аналоги операторов
конвективного uc′x и диффузионного

(
μc′x
)′

x переноса в случае частичной заполненности ячеек
могут быть записаны в следующем виде:

(q0)i, j uc′x � (q1)i, j ui+1/2, j
ci+1, j − ci, j

2hx
+ (q2)i, j ui−1/2, j

ci, j − ci−1, j

2hx
,

(q0)i, j
(
μc′x
)′

x � (q1)i, j μi+1/2, j
ci+1, j − ci, j

h2
x

− (q2)i, j μi−1/2, j
ci, j − ci−1, j

h2
x

−
∣∣∣(q1)i, j − (q2)i, j

∣∣∣ μi, j
αxci, j + βx

hx
.

Погрешность аппроксимации для данной схемы есть величина O
(
τ + h2

x + h2
y

)
во внутрен-

них узлах сетки и O
(
τ + hx + hy

)
— в граничных узлах. Достаточное условие устойчивости схемы

для метода поправки к давлению определяется на основе принципа максимума при ограничениях
на шаг по пространству [Самарский, 1967; Вабищевич, Самарский, 2000]: hx < |2μ/u|, hy < |2μ/v|
или Re ≤ 2N, где Re = u·l/μ — число Рейнольдса [Ландау, Лифшиц, 1986], u — скорость движения
водной среды, l — характерный размер области, μ — коэффициент турбулентного обмена.

В случае невыполнения условия устойчивости разностной схемы можно поступить следу-
ющим образом: или увеличить размеры расчетной сетки, что влечет за собой рост вычислитель-
ных трудозатрат, или поменять разностную схему. Переход к схемам «против потока» [Четверуш-
кин, 2012] не рекомендуется, так как они обладают сеточной вязкостью. В тестовых расчетах при
решении системы уравнений (8), (9) на основе разностной схемы (21) в случае невыполнения
условия устойчивости hx < |2μ/u| коэффициент турбулентного обмена по направлению Ox будем
брать равным uhx/2, по направлению Oy — равным vhy/2. Также следует отметить, что в случае
применения схем «против потока» коэффициент турбулентного обмена по направлению Ox ста-
новится равным μ + uhx/2, по направлению Oy — равным μ + vhy/2, что вносит больший вклад
в погрешность решения по сравнению с описанным выше подходом.

Для аппроксимации однородного уравнения (18) при больших сеточных числах Пекле бу-
дем использовать схемы расщепления по пространству:

cn+1/2 − cn

τ
+ u
(
cn)′

x =
(
μ
(
cn)′

x

)′
x
, (22)

cn+1 − cn+1/2

τ
+ v
(
cn+1/2

)′
y
=

(
μ
(
cn+1/2

)′
y

)′
y
. (23)
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Для аппроксимации системы уравнений (22), (23) будем использовать схему (17), получен-
ную как результат линейной комбинации схем «кабаре» и «крест», при этом будем учитывать
функцию заполненности ячеек:

– разностная схема для уравнения (22), описывающего перенос вдоль направления Ox,
запишется в виде

2q2,i, j + q0,i, j

3

cn+1/2
i, j − cn

i, j

τ
+ 5ui−1/2, jq2,i, j

cn
i, j − cn

i−1, j

3hx
+ ui+1/2, j min

(
q1,i, j, q2,i, j

) cn
i+1, j − cn

i, j

3hx
+

+
2Δxcn

i−1, jq2,i, j + Δxcn
i, jq0,i, j

3
= 2μi+1/2, jq1,i, j

cn
i+1, j − cn

i, j

h2
x

− 2μi−1/2, jq2,i, j

cn
i, j − cn

i−1, j

h2
x

−

− ∣∣∣q1,i, j − q2,i, j

∣∣∣ μi, j

αxcn
i, j + βx

hx
, ui, j ≥ 0;

2q1,i, j + q0,i, j

3

cn+1/2
i, j − cn

i, j

τ
+ 5ui+1/2, jq1,i, j

cn
i+1, j − cn

i, j

3hx
+ ui−1/2, j min

(
q1,i, j, q2,i, j

) cn
i, j − cn

i−1, j

3hx
+

+
2Δxcn

i+1, jq1,i, j + Δxcn
i, jq0,i, j

3
= 2μi+1/2, jq1,i, j

cn
i+1, j − cn

i, j

h2
x

− 2μi−1/2, jq2,i, j

cn
i, j − cn

i−1, j

h2
x

−

− ∣∣∣q1,i, j − q2,i, j

∣∣∣ μi, j

αxcn
i, j + βx

hx
, ui, j < 0, где Δxcn

i, j =
cn−1/2

i, j − cn−1
i, j

τ
;

(24)

– разностная схема для уравнения (23), описывающего перенос вдоль направления Oy,
запишется в виде

2q4,i, j + q0,i, j

3

cn+1
i, j −cn+1/2

i, j

τ
+5vi, j−1/2q4,i, j

cn+1/2
i, j −cn+1/2

i, j−1

3hy
+vi, j+1/2 min

(
q3,i, j, q4,i, j

)cn+1/2
i, j+1 −cn+1/2

i, j

3hy
+

+
2Δycn+1/2

i, j−1 q4,i, j + Δycn+1/2
i, j q0,i, j

3
= 2μi, j+1/2q3,i, j

cn+1/2
i, j+1 − cn+1/2

i, j

h2
y

− 2μi, j−1/2q4,i, j

cn+1/2
i, j − cn+1/2

i, j−1

h2
y

−

−
∣∣∣q3,i, j − q4,i, j

∣∣∣ μi, j

αycn+1/2
i, j + βy

hy
, vi, j ≥ 0;

2q3,i, j + q0,i, j

3

cn+1
i, j −cn+1/2

i, j

τ
+5vi, j+1/2q3,i, j

cn+1/2
i, j+1 −cn+1/2

i, j

3hy
+vi, j−1/2 min

(
q3,i, j, q4,i, j

)cn+1/2
i, j −cn+1/2

i, j−1

3hy
+

+
2Δycn+1/2

i, j+1 q3,i, j + Δycn+1/2
i, j q0,i, j

3
= 2μi, j+1/2q3,i, j

cn+1/2
i, j+1 − cn+1/2

i, j

h2
y

− 2μi, j−1/2q4,i, j

cn+1/2
i, j − cn+1/2

i, j−1

h2
y

−

− ∣∣∣q3,i, j − q4,i, j

∣∣∣ μi, j

αycn+1/2
i, j + βy

hy
, vi, j < 0, где Δycn+1/2

i, j =
cn

i, j − cn−1/2
i, j

τ
.

(25)

6. Решение тестовых задач гидродинамики

Рассмотрим стационарное течение жидкости между двумя бесконечно длинными соосны-
ми круговыми цилиндрами [Валландер, 1978]:

uu′x + vu′y = −ρ−1P′x + μΔu, uv′x + vv′y = −ρ−1P′y + μΔv, r1 ≤ r ≤ r2, r =
√

x2 + y2. (26)

Модельная задача III. Рассматривается задача нахождения численного течения вязкой жид-
кости между двумя соосными полуцилиндрами (x ≥ 0). Радиус внутреннего цилиндра r1 = 5 м.

2019, Т. 11, № 5, С. 833–848



842 А.И. Сухинов, А. Е. Чистяков, Е.А. Проценко

Радиус внешнего цилиндра r2 = 10 м. Расчетная область вписана в прямоугольник размером
10 × 20 м (0 ≤ x ≤ 10, −10 ≤ y ≤ 10). В сечении цилиндра плоскостью x = 0 задается поле скоро-
сти u (0, y) = −5/y м/с, v (0, y) = 0 м/с. Во всех остальных узлах сетки поле скорости рассчитыва-
ется. На внутренней и внешней стенках цилиндра задаются условия скольжения и непротекания.

Аналитическое решение задачи III в декартовой системе координат примет вид

u (x, y) = − 5y

x2 + y2
, v (x, y) =

5x

x2 + y2
, P (x, y) = P (r1) − 12.5ρ

x2 + y2
+ ρ/2. (27)

Погрешности численных решений наиболее отчетливо видны на грубых сетках. Опишем
параметры грубой сетки. Шаги по пространственным направлениям равны 1 м, шаг по време-
ни — 0.1 с, размеры сетки — 21 × 11 узлов, длина расчетного интервала — 10 с, плотность среды
ρ = 1000 кг/м3, коэффициент турбулентного обмена μ = 1 м2/с.

В таблице 1 представлено содержимое массива, описывающего функцию заполненности
ячеек в случае использования расчетной сетки 21 × 11.

Таблица 1. Функция заполненности ячеек для сетки 21 × 11 узлов

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0.983 0.882 0.677 0.362 0.030 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0.894 0.344 0 0 0 0

2 1 1 1 1 1 1 0.589 0.010 0 0

3 1 1 1 1 1 1 1 0.589 0 0

4 1 1 1 1 1 1 1 1 0.344 0

5 0.033 0.239 0.682 1 1 1 1 1 0.894 0.030

6 0 0 0 0.452 1 1 1 1 1 0.362

7 0 0 0 0 0.682 1 1 1 1 0.677

8 0 0 0 0 0.239 1 1 1 1 0.882

9 0 0 0 0 0.033 1 1 1 1 0.983

10 0 0 0 0 0.033 1 1 1 1 0.983

11 0 0 0 0 0.239 1 1 1 1 0.882

12 0 0 0 0 0.682 1 1 1 1 0.677

13 0 0 0 0.452 1 1 1 1 1 0.362

14 0.033 0.239 0.682 1 1 1 1 1 0.894 0.030

15 1 1 1 1 1 1 1 1 0.344 0

16 1 1 1 1 1 1 1 0.589 0 0

17 1 1 1 1 1 1 0.589 0.010 0 0

18 1 1 1 1 0.894 0.344 0 0 0 0

19 0.983 0.882 0.677 0.362 0.030 0 0 0 0 0

Численное решение задачи течения жидкости между двумя соосными цилиндрами пред-
ставлено на рис. 3. Цветом показаны потоки движения жидкости |k0u|.

Рис. 3, a демонстрирует, что решение задачи течения жидкости между двумя соосными
цилиндрами, полученное на сетках, учитывающих заполненность ячеек, является достаточно
гладким. Решение, представленное на рис. 3, b, имеет существенные неточности в определе-
нии направления векторов скорости, связанные со ступенчатой аппроксимацией границы раздела
двух сред.

Рис. 4 иллюстрирует погрешности численного решения задачи течения жидкости между
двумя соосными цилиндрами на сетках, учитывающих заполненность ячеек (случай гладкой
границы), и на сетках со ступенчатой аппроксимацией границы.
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Рис. 3. Численное решение задачи: (a) случай использования частичной заполненности ячеек; (b) случай
ступенчатой границы раздела двух сред; (c) поле, полученное как разность между численным и аналити-
ческим решениями задачи в случае гладкой границы; (d) в случае ступенчатой границы

Рис. 4. Зависимости погрешности решения задачи течения жидкости между двумя цилиндрами от радиуса:
a — с использованием метода учета заполненности ячеек, b — без учета заполненности ячеек

Таблица 2. Погрешности решения задачи течения жидкости между двумя цилиндрами

Размеры сетки 11 × 21 21 × 41 41 × 81 81 × 161

Максимальное значение погрешности в случае
гладкой границы, м/с

0.053 0.052 0.058 0.056

Среднее значение погрешности в случае гладкой
границы, м/с

0.023 0.012 0.006 0.003

Максимальное значение погрешности в случае
ступенчатой границы, м/с

0.272 0.731 0.717 0.75

Среднее значение погрешности в случае ступенча-
той границы, м/с

0.165 0.132 0.069 0.056

Для численного исследования точности предложенных схем найдено решение на последо-
вательности сгущающихся сеток. В таблице 2 представлены значения погрешностей численного
решения задачи течения жидкости между двумя соосными полуцилиндрами, полученные на по-
следовательности сгущающихся расчетных сеток размерами 11 × 21, 21 × 41, 41 × 81 и 81 × 161
узлов в случаях гладкой и ступенчатой границы.

Анализ результатов расчетов погрешности численного решения задачи течения жидкости
между двумя цилиндрами на последовательности сгущающихся сеток, представленных в табли-
це 2, позволяет сделать вывод об эффективности использования разностных схем, учитывающих
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заполненность ячеек. При решении модельной задачи дробление сетки в 8 раз по каждому из
пространственных направлений не приводит к повышению точности, которой обладают реше-
ния, полученные на сетках, учитывающих заполненность ячеек.

На рис. 5 представлено численное решение задачи (26): в случае (а) система уравнений
диффузии – конвекции (8), (9) решилась на основе разностной схемы (21); в случае (b) систе-
ма уравнений (8), (9) решилась на основе разностных схем (24), (25). На рис. 5, с приведена
разность полей вектора скорости, рассчитанных на основе разностной схемы (21) и разностных
схем (24), (25).

Рис. 5. Численное решение задачи (26) на основе разностной схемы (21) и разностных схем (24), (25)

Модельная задача IV. Требуется найти решение задачи транспорта веществ (18) между
двумя соосными цилиндрами на основе разностной схемы (21) и схем (24), (25), при этом поле
течения задавалось функцией (27) с начальным распределением:

c0 (x, y) = (θ(1 − x) − θ(0.5 − x)) (θ(−8.5 − y) − θ(−9 − y)).

На рис. 6 приведено численное решение задачи переноса веществ IV при малых сеточных
числах Пекле. Рассмотрен случай выполнения условия устойчивости разностной схемы (21).
Коэффициент турбулентного обмена взят равным 0.5 м2/с. Расчетный интервал равен 20 с. На
рис. 7 приведен расчет задачи переноса веществ IV при больших сеточных числах Пекле. Ко-
эффициент турбулентного обмена взят равным 0.01 м2/с. В этом случае диффузионный обмен
практически отсутствует. На рис. 6, 7 обозначено: (а) начальное распределение поля концентра-
ции; (b) результат расчета поля концентрации на основе разностной схемы (21); (c) результат
расчета поля концентрации на основе разностных схем (24), (25).

Рис. 6, 7 демонстрируют, что предложенные разностные схемы, построенные на основе ли-
нейной комбинации разностных схем «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициентами 2/3 и 1/3
соответственно, полученными в результате минимизации порядка погрешности аппроксимации,
для задачи диффузии – конвекции обладают меньшей сеточной вязкостью и, как следствие, точ-
нее описывают поведение решения в случае больших сеточных чисел Пекле.

Заключение

Рассматривается движение вязкой несжимаемой жидкости в двумерной области между
двумя бесконечно длинными соосными круговыми цилиндрами. Для решения поставленной за-
дачи использован метод поправки к давлению. Согласно данному методу задача решается в три
этапа. На первом этапе решается система уравнений вида диффузии – конвекции для расчета поля

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Разностная схема для решения задач гидродинамики при больших . . . 845

Рис. 6. Численное решение задачи переноса веществ между двумя соосными цилиндрами при малых
сеточных числах Пекле

Рис. 7. Численное решение задачи переноса веществ между двумя соосными цилиндрами при больших
сеточных числах Пекле

скорости без учета давления. На втором этапе решается уравнение Пуассона для расчета давле-
ния. На третьем этапе пересчитывается скорость с учетом давления. Данный метод гарантирует
выполнение условия неразрывности (сохранение потока) на дискретном уровне. При решении
уравнений диффузии – конвекции возникает ограничение на шаг по пространству. Для того что-
бы центрально-разностная схема была устойчива, необходимо уменьшать шаг по пространству,
что ведет к большим вычислительным трудозатратам, либо повышать вязкость, что влечет за
собой падение точности. В работе для решения данной задачи предложено использовать схему,
построенную в результате линейной комбинации схем «кабаре» и «крест» с оптимальными весо-
выми коэффициентами 2/3 и 1/3, полученными в результате минимизации погрешности аппрок-
симации. Другой актуальной задачей вычислительной гидродинамики является аппроксимация
границы расчетной области. В работе для дискретизации операторов первой и второй произ-
водной использован метод учета функции заполненности ячеек. Предложена разностная схема,
полученная в результате линейной комбинации схем «кабаре» и «крест» с оптимальными весо-
выми коэффициентами и учитывающая функцию заполненности ячеек. Для тестовых расчетов
на основе предложенной схемы использовано течение Куэтта – Тейлора, для которого извест-
но аналитическое решение. Показано, что предложенная схема сохраняет гладкость решения на
границе расчетной области и применима в большем диапазоне сеточных чисел Пекле.
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