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Исследование сложных процессов в различных сферах человеческой деятельности традиционно ос-
новывается на использовании математических моделей. В современных условиях разработка и примене-
ние подобных моделей существенно упрощаются наличием быстродействующих средств вычислитель-
ной техники и специализированных инструментальных средств, позволяющих, по существу, конструи-
ровать модели из заранее подготовленных модулей. Несмотря на это, известные проблемы, связанные 
с обеспечением адекватности модели, достоверности исходных данных, реализацией на практике резуль-
татов моделирования, чрезмерно большой размерностью исходных данных, совместным применением 
достаточно разнородных математических моделей в условиях усложнения и интеграции моделируемых 
процессов, приобретают растущую актуальность. Еще более критичными могут являться внешние огра-
ничения, накладываемые на значение оптимизируемого функционала и нередко не достижимые в рамках 
построенной модели. Логично предположить, что для выполнения этих ограничений необходима целе-
направленная трансформация исходной модели, то есть переход к математической модели с заведомо 
«улучшенным» решением. Новая модель, очевидно, будет иметь иную внутреннюю структуру (совокуп-
ность параметров и их взаимосвязи), а также иные форматы (области определения) исходных данных. 
Исследованные авторами возможности целенаправленного изменения первоначальной модели основаны 
на реализации идеи стратегической рефлексии.  

В математическом плане практическая реализация авторского замысла оказывается наиболее слож-
ной при использовании имитационных моделей, для которых алгоритмы поиска оптимальных решений 
имеют известные ограничения, а исследование на чувствительность в большинстве случаев весьма за-
труднительно. На примере рассмотрения достаточно стандартной дискретно-событийной имитационной 
модели в статье приводятся типовые методические приемы, позволяющие осуществить ранжирование 
вариабельных параметров по чувствительности и в дальнейшем расширить область определения вариа-
бельного параметра, к которому имитационная модель наиболее чувствительна. При переходе к «улуч-
шенной» модели возможно также одновременное исключение из нее параметров, влияние которых на 
оптимизируемый функционал несущественно, и, наоборот, введение в модель новых параметров, соот-
ветствующих реальным процессам.  
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The study of complex processes in various spheres of human activity is traditionally based on the use of 

mathematical models. In modern conditions, the development and application of such models is greatly simpli-
fied by the presence of high-speed computer equipment and specialized tools that allow, in fact, designing mod-
els from pre-prepared modules. Despite this, the known problems associated with ensuring the adequacy of the 
model, the reliability of the original data, the implementation in practice of the simulation results, the excessively 
large dimension of the original data, the joint application of sufficiency heterogeneous mathematical models in 
terms of complexity and integration of the simulated processes are becoming increasingly important. The more 
critical may be the external constraints imposed on the value of the optimized functional, and often unattainable 
within the framework of the constructed model. It is logical to assume that in order to fulfill these restrictions, 
a purposeful transformation of the original model is necessary, that is, the transition to a mathematical model 
with a deliberately improved solution. The new model will obviously have a different internal structure (a set of 
parameters and their interrelations), as well as other formats (areas of definition) of the source data. The possibil-
ities of purposeful change of the initial model investigated by the authors are based on the realization of the idea 
of strategic reflection. The most difficult in mathematical terms practical implementation of the author's idea is 
the use of simulation models, for which the algorithms for finding optimal solutions have known limitations, and 
the study of sensitivity in most cases is very difficult. On the example of consideration of rather standard dis-
crete-event simulation model the article presents typical methodological techniques that allow ranking variable 
parameters by sensitivity and, in the future, to expand the scope of definition of variable parameter to which the 
simulation model is most sensitive. In the transition to the “improved” model, it is also possible to simultaneous-
ly exclude parameters from it, the influence of which on the optimized functional is insignificant, and vice 
versa — the introduction of new parameters corresponding to real processes into the model. 
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1. Введение 
С давних времен человечество успешно применяет модели в различных сферах своей жиз-

недеятельности. С середины XVII века, с изобретением Ньютоном и Лейбницем методов диф-
ференциального исчисления, растущую популярность постепенно стало приобретать математи-
ческое моделирование. Стремительный скачок в развитии математического моделирования как 
теоретического раздела математики произошел в годы Второй мировой войны и в последующий 
период, в эпоху появления и развития теории исследования операций. Однако вплоть до 30–40-х 
годов XX века применение математических моделей существенно сдерживалось возможностями 
средств производства вычислений. Созданные вычислительные бюро, оборудованные сотнями 
арифмометров и использующие вспомогательные таблицы, имели весьма ограниченные воз-
можности. «Кораблестроительные расчеты или расчеты, связанные с постройкой плотин боль-
ших электростанций, занимают месяцы и даже годы работы специальных вычислительных бю-
ро…», — вспоминал академик АН СССР А. Н. Колмогоров. Возникновение математической 
теории вычислений также не позволяло кардинально решить проблему [Колмогоров, 1988]. 

Развитие средств вычислительной техники весьма значительно расширило практические 
возможности математического моделирования. Появились и бурно развиваются специализи-
рованные инструментальные средства, предназначенные для создания и применения матема-
тических моделей в народном хозяйстве, в экономике и в военном деле. Широко известны мно-
гочисленные примеры успешного применения математических моделей в самых различных 
приложениях. В современных условиях усложнение объектов исследования, стремительная ин-
теграция технологических, социальных, экономических, политических и других процессов по-
прежнему определяют актуальность дальнейшего развития математических методов и моделей, 
преимущественно в прикладных аспектах [Новиков, 2016].  

Существенная зависимость приложений математического моделирования от возможностей 
средств вычислительной техники привела, на основе поверхностного понимания методологии 
современного математического моделирования [Самарский, 1979, 2005], к ошибочному толко-
ванию исторических аспектов теории, возникшей будто бы только в 1970-х годах [Ковеня, 
2002]. Корректно говорить о новом поколении математических моделей, использующих мето-
ды и инструментальные средства формирования моделей в автоматизированном режиме, на 
основе применения языков моделирования, существенно отличающихся от обычных языков 
программирования своей декларативной природой [Ильин, 2010; Никольский и др., 2005; Ры-
жаков, Щербина, 2006; Самарский, 1979, 2005; Geoffrion, 2006; Kallrath, 2003].  

Менее известны «провальные» факты (число которых также значительно) неудачного 
применения математических моделей, а также причины возникновения этих фактов. Много-
кратно повторяющиеся с возрастающей динамикой в процессе развития теории математическо-
го моделирования периоды «завышенных ожиданий» и «разочарования» (см. [Новиков, 2016]) 
также не всегда связывались с ограниченными возможностями математических моделей 
в удовлетворении вновь возникающих практических потребностей. 

Далее проводится комплексный анализ факторов, непосредственно влияющих на границы 
практического применения математических моделей, и предлагаются новые подходы к сущест-
венному расширению этих границ.  

2. Виды и отличительные признаки математических моделей 
В известной литературе предлагается множество различных классификаций математиче-

ских моделей, зачастую противоречивых и не имеющих практической значимости. Целесооб-
разно руководствоваться достаточно известным разделением математических моделей по 
принципу построения (внутреннему содержанию) на: 

• аналитические, 
• имитационные, 
• комбинированные (аналитико-имитационные или имитационно-аналитические). 
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Аналитические модели успешно применяются в различных сферах человеческой деятель-
ности уже много сотен лет. Суть этого вида моделирования заключается в отображении реаль-
ного процесса посредством конечного (как правило, сравнительно небольшого) множества  
параметров, между которыми существуют достаточно явные зависимости, заданные аналитиче-
ски. Целями аналитического моделирования являются исследование динамики процесса и по-
лучение прогнозных оценок, или поиск рационального (оптимального) решения. Эти две цели 
взаимосвязаны, а соответствующие им задачи аналитического моделирования называются пря-
мой и обратной, или задачами анализа и синтеза. 

Постоянное усложнение и взаимная интеграция современных организационных, техноло-
гических, экономических, социальных и других процессов приводят к тому, что множество  
характеризующих процесс параметров многократно возрастает, в то время как зависимости 
между этими параметрами отсутствуют или могут задаваться лишь в неявном виде. Для иссле-
дования подобных процессов уже более 60 лет (а особенно активно — в последнее десятиле-
тие) широко применяется имитационное моделирование1 [Борщев, 2004].  

Основным отличием имитационной модели является одновременное применение как де-
терминированных, так и вариабельных параметров. В [Максимей, 1988] с целью однозначного 
толкования они условно названы переменными (x1, x2, …, xi) и параметрами (y1, y2, …, yj) соот-
ветственно. В связи с этим под имитационной моделью следует понимать отдельную програм-
му (совокупность программ, программный комплекс), позволяющую с помощью последова-
тельности вычислений по определенным операционным правилам воспроизводить (имитиро-
вать) процессы функционирования отдельного объекта или системы в целом при условии  
воздействия различных, как правило, случайных факторов [Девятков, 2013].  

Необходимо отметить, что нередко под имитационным моделированием понимают про-
граммную реализацию аналитической модели. Здесь подмена понятий основана на условном 
тождестве в ряде известных определений имитационного и компьютерного моделирования. 
Кроме того, имитационным моделированием также неверно называют визуализацию (напри-
мер, на карте или в 3D-формате) результатов расчетов с использованием аналитической мо-
дели. 

Несмотря на активное развитие теории и соответствующих программных средств, ими-
тационное моделирование на практике по-прежнему применяется весьма ограниченно. Во мно-
гом это обусловлено известными пробелами в самой методологии моделирования, например 
сложностями обеспечения адекватности модели, достоверности исходных данных, оперативной 
подготовки больших объемов исходных данных и поиска оптимального (условно) решения.  

Практические потребности применения аналитических и имитационных моделей опре-
делили наличие множества соответствующих инструментальных средств, существенно облег-
чающих разработку моделей. Например, широкого известны средства аналитического модели-
рования (MatLab, Statistica) и имитационного (AnyLogic, Arena, GPSS, IWebSim и другие). На-
мечается тенденция к дальнейшему развитию инструментальных средств в части сочетания 
возможностей как аналитического, так и имитационного моделирования (MatLab). 

В последние годы активно развивается достаточно новое направление математического 
моделирования, связанное с совместным (комбинированным) применением аналитических 
и имитационных моделей. Показательным в плане реализации комбинированных моделей яв-
ляется инструментальное средство AnyLogistix, реализующее, по существу, аналитико-имита-
ционное моделирование [Ivanov, 2017]. Типовой задачей, решаемой с использованием этого 
средства, является поиск рациональных (пригодных) вариантов размещения поставщиков и по-
требителей (при заданных стационарных параметрах ряда из них). Задача легко трансформиру-
ется в актуальную и в военной сфере. Например — поиск рационального плана обеспечения 
войск боеприпасами при активном перемещении одного или двух соединений в ходе операции 
(рис. 1). 

                                                           
1 В такой хронологии не учитывается так называемое статистическое имитационное моделирование, зародившееся 
во второй половине XIX века.  
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Рис. 1. Визуализация выбора вариантов размещения объектов складской сети (потребителей) при фикси-
рованном расположении объектов производства 

3. Особенности разработки и практического применения  
математических моделей 

Теория создания и применения математических моделей, несмотря на достаточно высокую 
сложность этого циклического процесса, хорошо известна (рис. 2). Как и при создании любого 
нового изделия, наибольшие трудности возникают в процессе так называемой «доводки» моде-
ли, заключающейся в многократной ее доработке по результатам испытаний (апробации) и экс-
плуатации (применения).  

Применение специализированных инструментальных средств позволяет в несколько раз 
сократить трудоемкость разработки математических моделей. Однако, с учетом постоянного 
усложнения моделируемых процессов, временные затраты на создание моделей по-прежнему 
остаются огромными. Несмотря на это, в большинстве случаев с должным сожалением прихо-
дится констатировать, что практическое применение математических моделей не приносит ожи-
даемого результата, а сами модели оказываются невостребованными. Неудачный опыт в области 
математического моделирования, как правило, является следствием одного из шести факторов 
(таблица 1). Чрезвычайная важность этих обстоятельств требует их подробного рассмотрения. 

Чтобы понять проблемы практической реализации математических моделей, целесообраз-
но сравнить саму модель с мельницей. Тогда можно наглядно представить, что модель являет-
ся, по существу, переходным звеном между исходными данными (зерном) и конечным резуль-
татом (испеченным хлебом). Становится ясно, что проблемы могут возникнуть как собственно 
с моделью (жернова износились, низкая производительность), так и с зерном (мелкое, подмок-
шее) и/или с пекарней (пекарем). 

Низкая адекватность модели — несоответствие ее реальным (моделируемым) процессам. 
Результат моделирования в этом случае будет отличаться от результатов реальных физических 
процессов. Недостаточная адекватность модели является весьма частым явлением и обусловле-
на «разрывом» между специалистами, обладающими знаниями о всех специфических особен-
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ностях конкретных физических процессов и способными составить развернутое концептуаль-
ное и/или формализованное описание этих процессов, и непосредственными разработчиками 
математических моделей. 

Следствием недостаточной степени детализации процесса является высокая погреш-
ность результата моделирования. Вместе с тем стремление к учету большого количества пара-
метров, определяющих современные процессы в различных сферах человеческой деятельности 
(см. [Новиков, 2016]), неизбежно приводит к созданию чрезмерно громоздких моделей, для ко-
торых на практике затруднительно подготовить необходимые исходные данные. Таким обра-
зом, создание математической модели является в определенной мере творческим занятием, так 
как требуется найти известный компромисс между декомпозицией и агрегированием модели-
руемого объекта. Усложнение (интеграция) исследуемых процессов обуславливает также необ-
ходимость отображения в модели достаточно большого числа разнородных факторов, нередко 
не связанных между собой явными (аналитическими) зависимостями. Современные инстру-
ментальные средства имитационного (аналитико-имитационного) моделирования предостав-
ляют достаточно широкие возможности для формализованного описания и таких процессов. 

 
Рис. 2. Упрощенная схема разработки математических моделей 

Таблица 1. Основные причины «провалов» в области математического моделирования 

№ п/п Что? Что случилось? Последствия 
1 Математическая 

модель 

недостаточная адекватность 
недостоверный результат 

моделирования 
2 недостаточная степень детализации 

процесса 
3 Исходные 

данные 

низкая достоверность исходных данных 
4 чрезмерный объем требуемых 

исходных данных невозможность применения 
модели 5 

Результаты 
моделирования 

невозможность практической 
реализации результатов  

6 сложность применения модели чрезмерно высокие требования 
к квалификации пользователя 
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Низкая достоверность исходных данных нередко имеет место при исследовании кон-
фликтных ситуаций, когда информация об одной или нескольких сторонах конфликта является 
неполной (неопределенной), а также при применении различных прогнозных моделей в усло-
виях отсутствия необходимых статистических данных. Если исключить достаточно высокую 
погрешность исходных данных не удается, то при разработке математической модели проводят 
ее исследование на чувствительность. В дальнейшем стараются построение модели осуществ-
лять таким образом, чтобы к исходным данным с недостаточной достоверностью она была 
наименее чувствительна. 

Чрезмерный объем исходных данных является следствием излишней детализации модели, 
обусловленной желанием учета максимального числа параметров формализуемого процесса. 
Подготовка значительного объема требуемых исходных данных исключает оперативное при-
менение модели и существенно ограничивает возможности ее практического использования. 
Таким образом, построение математической модели является в некоторой степени искусством, 
требующим нестандартного выбора между максимально возможным и достаточным множест-
вом параметров процесса, учитываемых при его формализации. Успешным решением в плане 
снижения объема исходных данных, необходимых для моделирования, является подход к ис-
ключению параметров, к которым модель наименее чувствительна [Глаголев, 2012]. 

Невозможность практической реализации результатов характерна для ряда моделей, по-
строенных с использованием, например, статистических или теоретико-игровых методов. 
В этом случае решение может иметь характер вида «с вероятностью 0.5 наступать тремя пол-
ками, с вероятностью 0.5 наступать пятью полками». Несмотря на то что в известной литерату-
ре этой проблеме уделяется много внимания (см., например, [Вентцель, 1972]), универсальных 
способов ее решения так и не найдено.  

Модель также может быть достаточно сложной. В этом случае овладение особенностями 
ее практического применения может потребовать много времени. Иногда использование моде-
ли требует определенной квалификации пользователей, например знания достаточно специфи-
ческих математических методов. 

Решение названных шести известных проблем математического моделирования уже пред-
ставляется непростым делом. Вместе с тем в современных условиях приходится сталкиваться 
еще и с новыми задачами. В работе [Новиков, 2016] названа новая проблема математического 
моделирования — проклятие сложности. Необходимость моделирования усложняющихся 
процессов, все чаще приобретающих междисциплинарный характер, неизбежно приводит 
к «громоздким» математическим моделям. Возникающие трудности существенно различны для 
аналитических и имитационных моделей. Для аналитических моделей актуальна интеграция 
нескольких частных моделей (в современной литературе такие комплексные модели называют-
ся суррогатными), использующих различные математические методы. Основные проблемы 
возникают в согласовании моделей, в том числе по входным и выходным данным, и в поиске 
оптимального решения существенно нелинейных моделей [Il’in, 2016]. 

Для имитационных моделей их усложнение связано прежде всего с существенным увели-
чением количества вариабельных параметров, достигающим порядков 104–106. Возникающие 
при этом трудности связаны с поиском глобального оптимума при наличии локальных экстре-
мумов. 

Очевидным образом усложнение математических моделей снова, как и почти столетие на-
зад, приводит к чрезмерному увлечению вычислительных алгоритмов [Агошков, Лёзина, 2017; 
Ильин, 2010; Ковеня, 2002; Рыжаков, Щербина, 2006; Boyd et al., 2011; Nisan et al., 2009; 
Rzevski, Skobelev, 2014]. 

Существует, однако, еще одно обстоятельство, влияние которого на границы применения 
математического моделирования, вероятно, не менее значимо. Для понимания этого обстоя-
тельства рассмотрим задачу, в общей постановке актуальную во многих отраслях народного 
хозяйства и в военной сфере. 

Пусть из пункта А в B следует перевезти железнодорожным транспортом на производст-
венную практику a групп студентов, численность которых составляет от b1

* до b2
* (b1

* < b2
*) 
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человек. В сутки между городами проходит c поездов, время в пути составляет в среднем d ча-
сов. В каждом поезде можно разместить до e (e ≥ b2

*) студентов. В сутки из пункта А можно 
отправить не более f (f ≥ e) студентов. Размещение одной и той же группы студентов в разных 
поездах невозможно. Требуется определить минимальное время перевозки T. 

Решение задачи современными методами математического моделирования не представля-
ет видимых сложностей. Примем для определенности, что минимальное время перевозки со-
ставит 15 суток. Но что делать, если допустимым решением является значение, не превышаю-
щее, скажем, 9 суток?!  

Формулировка этой проблемной ситуации, имеющей, в общем-то, глобальное значение 
для всей теории математического моделирования, приведена для частного случая еще полвека 
назад в [Герчук, 1965], однако до настоящего времени почти не исследовалась. Основные труд-
ности получения допустимого решения связаны с необходимостью построения по какому-то 
определенному алгоритму новой математической модели, имеющей как иную внутреннюю 
структуру, так и, в большинстве случаев, иные форматы (граничные значения) исходных дан-
ных. Формирование и реализация процедуры целенаправленного перехода от одной математи-
ческой модели к другой, имеющей заведомо лучшее решение, находятся за рамками теории ма-
тематического моделирования [Герчук, 1965]. 

Современный уровень развития кибернетики, являющейся сегодня, без сомнения, меж-
дисциплинарной наукой, позволяет найти решение проблемы и, следовательно, существенно 
расширить перспективы практического применения методов математического моделиро-
вания.  

4. Расширение границ применения математических моделей 

Для целенаправленного перехода к новым математическим моделям, позволяющим полу-
чить существенно лучшие решения, продуктивной оказалась идея стратегической рефлексии. 
Рефле́ксия (от позднелат. reflexio «обращение назад») означает «обращение внимания субъекта 
на самого себя и на свое сознание, в частности на продукты собственной активности, а также 
какое-либо их переосмысление». Применение идеи рефлексии для исследования ситуаций кон-
фликтной природы впервые предложено, по всей видимости, в работах Д. А. Новикова [Нови-
ков, 2012; Новиков, Чхартишвили, 2013]. В области математического моделирования на основе 
использования теоретико-игровых методов под рефлексией автор предлагает понимать процесс 
и результат размышлений одной стороны (игрока, агента) о том, какие принципы принятия ре-
шений использует другая сторона (другой игрок, или агент) в рамках той информированности, 
которую он им приписывает в результате информационной рефлексии. При этом существенно 
различается информационная и стратегическая рефлексия.  

Информационная рефлексия — процесс и результат размышлений игрока о том, каковы 
значения неопределенных параметров, что об этих значениях знают и думают его оппоненты 
(другие игроки). Стратегическая рефлексия — процесс и результат размышлений игрока о том, 
какие принципы принятия решений используют его оппоненты в рамках той информированно-
сти, которую он им приписывает в результате информационной рефлексии. Следовательно, 
информационная рефлексия обычно связана с недостаточной взаимной информированностью 
сторон (прежде всего — о тех или иных параметрах игровой ситуации), в то время как страте-
гическая рефлексия имеет место и при полной информированности. 

Применение стратегической рефлексии на практике состоит в поиске путей целенаправ-
ленного изменения, прежде всего наиболее чувствительных (наибольшим образом влияющих 
на решение) параметров математической модели, с последующим переходом к новой модели. 
Чувствительность параметров определяется в ходе исследования модели, с помощью которой 
уже получено решение (неудовлетворительное). 

Успешное применение подхода приведено в [Воробьев, Данеев, 2017; Vorobiev, Daneev, 
2018] для моделей на основе матричных (биматричных) игр. Без особых трудностей идея может 
быть распространена на математические модели, построенные с применением методов линей-
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ного программирования, так как альтернативной формой задания матричной игры является ее 
представление в виде двойственной задачи линейного программирования. 

По всей видимости, такой подход может распространяться на аналитические модели, по-
строенные на основе различных математических теорий, а также и на имитационные модели. 
При этом целенаправленная трансформация имитационных моделей будет отличаться рядом 
особенностей, обусловленных не явным заданием взаимосвязей между различными параметра-
ми. Вследствие этого анализ параметров на чувствительность нередко приводит к достаточно 
уникальным результатам.  

Следует отметить, что в области исследования имитационных моделей на чувствитель-
ность (sensitivity analysis) в современной отечественной литературе обнаруживается ряд серьез-
ных заблуждений. Изначально в [Максимей, 1988, с. 140] было справедливо указано, что «уни-
версальной процедуры такой проверки не существует». Вместе с тем для статистических ими-
тационных моделей (основанных на применении генераторов псевдослучайных чисел), как для 
частного случая, там же указано: «…устойчивость результатов моделирования можно оцени-
вать дисперсией значений отклика (по выбранной компоненте)», и приведен пример такой 
оценки. На основании неправильного трактования этого примера как общей закономерности 
в [Лычкина, 2005] приведена эта же формула расчета дисперсии, но теперь в качестве универ-
сального подхода для исследования чувствительности имитационных моделей. И далее необос-
нованно указано, что «простота проведения анализа чувствительности в имитационном моде-
лировании — одно из преимуществ этого метода». Это заявление многократно повторяется 
в ряде современных учебников по имитационному моделированию. 

Вместе с тем очевидно, что указанный подход не срабатывает для дискретно-событийных 
имитационных моделей, моделей системной динамики и тем более для агентных имитацион-
ных моделей. В известных работах (например, [Манукян, 1993; Подгорный, Леонов, 2015; Су-
сов, Багатурия, 2011; Чевелев, 1991; Chen, Lee, 2011; Fu, 2002] и многих других), как правило, 
предлагаются новые методы исследования чувствительности статистических имитационных 
моделей, применяемых в различных прикладных областях. При этом работа [Седунов, 1998] 
(научный руководитель которой, д. ф.-м. н. Калашников В. В., одновременно и рецензент моно-
графии [Максимей, 1988]) является одной из немногих отечественных работ, в которых изуча-
ются методы оценивания чувствительности дискретно-событийных имитационных моделей. 
В диссертации обосновываются существенно ограниченные возможности практического при-
менения известного метода инфинитезимального анализа возмущений (авторы — Хо, Сари) для 
исследования чувствительности параметров дискретно-событийных имитационных моделей 
и развиваются в прикладных аспектах подходы, основанные на применении метода отношения 
правдоподобия (авторы — Рейман и Вейс, Глин и Рубинштейн). В зарубежных исследованиях 
также уделяется большое внимание исследованию чувствительности дискретно-событийных 
имитационных моделей. Однако полученные результаты по-прежнему носят частный приклад-
ной характер [Kleijnen, 2010; Montevechi et al., 2009; Zenon, 1999].  

Таким образом, сделанный в работе [Лычкина, 2005] вывод правомерен лишь для стати-
стического имитационного моделирования, или для частного случая моделирования, когда при 
вариации одного параметра имитационной модели остальные (вариабельные) параметры при-
нимают фиксированные значения. Такая ситуация противоречит самой сути имитационного 
моделирования. Исследование чувствительности одного параметра при одновременной вариа-
бельности множества других приводит прямо к противоположным результатам. 

Кроме того, на практике нередко имеет место ситуация бифуркации, когда достаточно 
стационарная зависимость выходной переменной модели от входного (вариабельного) пара-
метра, характерная для большей части области определения последнего, в пределах достаточно 
малой области изменения параметра кардинальным образом изменяется. Наглядные примеры 
таких ситуаций приведены в [Глаголев, 2012] и могут иметь место и для ряда статистических 
имитационных моделей. Вместе с тем в [Глаголев, 2012] также показаны возможности исклю-
чения из моделей параметров, изменение которых не оказывает существенного влияния на вы-
ходную переменную. Подобное упрощение позволяет выйти за рамки первоначальной модели 
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путем расширения диапазонов изменения чувствительных параметров или добавления новых 
параметров. Очевидно, что в ряде случаев новые модели станут более пригодными для иссле-
дователя и позволят получить лучшие решения. 

Каким же образом следует исследовать чувствительность имитационных моделей? Для от-
вета на этот вопрос обратимся к процедуре поиска оптимального решения при использовании 
имитационных моделей. 

Для рассмотренного ранее достаточно простого примера заданными переменными явля-
ются: 

• количество групп студентов a; 
• максимальное количество студентов e, размещаемых на одном поезде; 
• количество поездов c, проходящих в сутки между городами; 
• максимальное количество студентов f, отправляемых из пункта А в сутки; 
• среднее время d движения поезда из пункта А в пункт B. 
Вариабельных параметров всего три: 
• численность групп студентов bk ∈ [b1

*; b2
*], где 1,..., ;k a=  

• количество студентов, отправляемых в каждые сутки: xi ∈ [b1
*; f], где 1,...,i N=  — но-

мер суток; 
• количество студентов, отправляемых на каждом поезде: yij ∈ [b1

*; e], где 1,...,j c=  — 
номер поезда. 

Очевидно, что 

1 1

,
N a

i k
i k

x b
= =

=∑ ∑  

1

c

ij i
j

y x
=

=∑  

и, следовательно, 

1 1 1

.
N c a

ij k
i j k

y b
= = =

=∑∑ ∑  

В общем случае при использовании, например, Z вариабельных параметров (задаваемых 
так называемыми «движками» y1, y2, …, yz) оптимальное решение следует искать в (Z + 1)-мер-
ном пространстве. Параметр (Z + 1) задается оптимизируемым функционалом. В нашем приме-
ре это время перевозки T. По данному целевому параметру и происходит синхронизация всех 
вариабельных параметров (рис. 3), см. [Воробьев и др., 2018]. 

 
Рис. 3. Общая схема поиска оптимального решения при использовании имитационной модели 

Без слов ясно, что универсальных численных методов решения подобных задач, для доста-
точно большого количества вариабельных параметров различных процессов, не существует. 
Практически применимой альтернативой является «ручной» поиск решения на основе прямого 
перебора. При этом необходимо задать дискретность (шаг) изменения каждого вариабельного 
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параметра. И для каждого набора значений вариабельных данных осуществлять «прогон» мо-
дели. Например, если три вариабельных параметра могут принимать по 20 значений, то для по-
иска оптимального решения понадобится 203 = 8000 прогонов модели. Для пяти параметров 
количество прогонов составит уже 205 = 3 200 000. 

Возможности современных вычислительных средств допускают самостоятельное создание 
специалистами-исследователями сопрягаемых с известными средами имитационного моделиро-
вания «оптимизаторов» на основе прямого перебора возможных вариантов, при задании диапа-
зонов изменения вариабельных параметров. Такие решения, вероятно, будут достаточно эффек-
тивными при использовании имитационных моделей в исследовательских или учебных целях. 
Однако на практике подобный подход, как правило, неприемлем, так как накладывает слишком 
жесткие ограничения на объем вариабельных исходных данных, учитываемых должностными 
лицами, принимающими решения. Это объясняет актуальность поиска оптимального решения 
при имитационном моделировании процессов (см, например, [Афонин, 2016; Бабина, 2015; Во-
робьев и др., 2018; Девятков и др., 2018; Емельянов и др., 2015]) и появление достаточно уни-
кальных средств поиска квазиоптимальных решений имитационных моделей (OptQuest, IOSO 
и др.), с неявными алгоритмами работы и весьма высокой стоимостью. 

Принципиальные теоретические трудности и большие практические потребности в разра-
ботке достаточно универсальных алгоритмов поиска оптимального решения имитационных 
моделей (независимо от вида моделей: как дискретно-событийных, так и, например, агентных) 
стимулировали огромное количество исследований и публикаций в этой области [Aksarayli, 
Yildiz, 2011; Kang et al., 2018; Raska, Zdenek, 2013; Yang et al., 2018]. Для имитационных мо-
делей, содержащих сравнительно небольшое число параметров (от нескольких десятков до  
нескольких сотен), показали удовлетворительные результаты известные оптимизационные ал-
горитмы имитации отжига (simulated annealing), генетические (genetic algorithm), поиска с за-
претами (tabu search). При наличии в модели нескольких тысяч параметров большое распро-
странение получили методы статистического ранжирования и выбора (ranking and selection) 
[Chen et al., 2014; Choi, Kim, 2018; Fu et al., 2008], а также различные регрессионные алгоритмы 
[Ankenman et al., 2010; Kleijnen, 2009]: 

•  регрессии на основе системы поддерживающих векторов (SVR), 
•  крикинг (kriging), 
•  многомерная непараметрическая регрессия (MNR). 
Между тем дальнейшее усложнение имитационных моделей (см. упоминавшееся ранее 

«проклятие сложности») потребовало разработки алгоритмов поиска оптимальных решений 
для моделей, содержащих десятки и сотни тысяч параметров. В последнее десятилетие научные 
исследования в этой области приобретают растущую популярность и на сегодняшний день 
увенчались созданием серии алгоритмов так называемого роевого интеллекта (swarm intelli-
gence), в качестве основных преимуществ которых декларируются простота, гибкость и эрго-
дичность [Talbi, 2009; Yang, Gandomi, 2012]. Среди известных метаэвристических алгоритмов 
большую популярность для практических приложений приобрели: 

•  метод роя частиц (particle swarm optimization) [Kennedy, 2001; Poli, 2007, 2008]; 
•  алгоритм кукушки (cuckoo search) [Cuevas, Reyna-Orta, 2014; Nguyen et al., 2016; Yang, 

Deb, 2009]; 
•  алгоритм светлячков (firefly algorithm) [Частикова, Воля, 2016; Yang, 2010; Zhang et al., 

2016]. 
Несмотря на достигнутые впечатляющие результаты в области поиска оптимальных реше-

ний имитационных моделей, проблема достижения жестких граничных значений оптимизируе-
мого функционала (в тех случаях, когда найденное решение не удовлетворяет заданным ограни-
чениям) по-прежнему обходится стороной. В ситуациях, когда полученное (оптимальное) реше-
ние является неудовлетворительным, целенаправленный переход к «улучшенной» имитационной 
модели может осуществляться на основе первоначального исследования ее чувствительности. 
Подобный прием, в общем-то, не является революционным и успешно применяется, например, 
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в практике реализации решений двойственных задач линейного программирования. Очевидно, 
что при значительном количестве параметров имитационной модели, не связанных между собой 
явными аналитическими зависимостями, такое ранжирование параметров по «вкладу» в измене-
ние целевого функционала и дальнейший поиск возможностей целенаправленного изменения их 
области определения оказываются достаточно результативными. Указанный алгоритм лежит 
в основе идеи стратегической рефлексии применительно к имитационным моделям.  

Очевидно, что при достаточно большой размерности модели исследование на чувстви-
тельность уже само по себе будет весьма трудной задачей. Вместе с тем огромные возможности 
такого исследования можно показать на рассматриваемом ранее несложном примере. 

В указанном примере малая размерность имитационной модели допускает поиск опти-
мального решения на основе прямого перебора вариантов. Современные средства вычисли-
тельной техники позволяют применение такого простого приема (кроме прочего, с легкостью 
реализуемого на практике для многих современных инструментальных средств имитационного 
моделирования) для ряда практических приложений. Несомненным достоинством такого под-
хода является возможность ранжирования вариабельных параметров имитационной модели по 
чувствительности (рис. 4).  

 

 
Рис. 4. Исследование чувствительности имитационной модели при поиске оптимального решения путем 
прямого перебора вариантов (изменение выходного параметра ∆T при фиксированных значениях xi 
и изменяемых параметрах bk, yij) 

По аналогии с [Максимей, 1988, с. 142] определяются значения max TΔ  при фиксации од-
ного из параметров bk, xi, yij (последовательно принимающего возможные значения с заданной 
дискретностью) и вариации остальных. Как правило, при создании новой модели учитываются 
возможности расширения граничных значений для наиболее чувствительных параметров, в то 
время как основная масса остальных вариабельных параметров остается неизменной. Таким 
образом, происходит целенаправленный переход к построению новой имитационной модели, 
с заведомо улучшенным решением, по следующему алгоритму: 

1) ранжирование вариабельных параметров по чувствительности (xi, yij, bk); 
2) расширение области определения вариабельного параметра, к которому имитационная 

модель наиболее чувствительна (f → f ': f ' > f, xi ∈ [b1
*; f ']); 

3) исследование имитационной модели с измененным вариабельным параметром. 
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Наряду с этим возможно самостоятельное или совместное с рассмотренным применение 
подхода, приведенного в [Глаголев, 2012]: 

1) исключение из модели вариабельных параметров, к которым модель наименее чувст-
вительна; 

2) добавление в имитационную модель новых вариабельных параметров; 
3) исследование новой имитационной модели. 
Целенаправленный переход к новой имитационной модели позволяет выйти за рамки за-

ложенных в первоначальной модели ограничений (см. [Герчук, 1965]) и получить лучшее ре-
шение. По всей видимости, в ближнесрочной перспективе исследования в этой области будут 
связаны с поиском подобных подходов (основанных на реализации идеи стратегической реф-
лексии) для имитационных моделей большой размерности, поиск решения при использовании 
которых основан на применении алгоритмов роевого интеллекта. 

5. Заключение 

В современных условиях продолжаются усложнение и интеграция процессов, происходя-
щих в различных сферах человеческой деятельности. Нередко единственным способом иссле-
дования этих процессов с целью получения прогнозных оценок или нахождения рациональных 
решений становится применение методов и средств математического моделирования. Однако 
полученные на моделях решения в ряде случаев не удовлетворяют исходным ограничениям, 
накладываемым на оптимизируемый функционал. Улучшение решения в этом случае возможно 
только за рамками моделирования, путем построения новой модели. В статье предложены не-
которые оригинальные методические приемы, развивающие идею стратегической рефлексии 
в математическом моделировании и позволяющие осуществить целенаправленный переход 
к «улучшенной» модели. 
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