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Алгоритм решения сопряженной аэродинамической и баллистической задач, разработанный на ос-
нове метода моделирования с помощью системы сеток, дополнен расчетным механизмом, позволяющим 
учитывать перемещение и вращение тел относительно центров масс. Для заданной конфигурации тел 
решается задача обтекания методом установления, после этого состояние системы перерассчитывается 
через малый промежуток времени. Итерационным способом оказывается возможным проследить дина-
мику системы на больших интервалах времени. Алгоритм реализован для исследования полета системы 
тел с учетом их относительного положения и вращения. Выполнено тестирование алгоритма на задаче 
обтекания тела сегментально-конической формы. Показано хорошее согласование результатов с экспе-
риментальными исследованиями. Алгоритм применен для расчета задачи о сверхзвуковом полете вра-
щающегося тела. Для тел прямоугольной формы, имитирующих удлиненные осколки метеорного тела, 
показано, что для удлиненных тел аэродинамически более устойчивым положением является полет 
с большей по площади стороной поперек направления полета. Это приводит фактически к полету тел 
с максимально возможным аэродинамическим сопротивлением из-за максимальной площади миделя. 
Алгоритм применен для расчета задачи о разлете двух одинаковых тел прямоугольной формы с учетом 
их вращения. Вращение приводит к тому, что тела разлетаются не только под действием расталкиваю-
щей аэродинамической силы, но и дополнительной боковой силы из-за приобретения угла атаки. Ско-
рость разлета двух осколков метеорного тела удлиненной формы при учете вращения увеличивается до 
трех раз по сравнению с вариантом, когда предполагается, что тела не вращаются. Исследование прове-
дено в целях оценки влияния различных факторов на скорость разлета осколков метеорного тела после 
разрушения для построения возможных траекторий выпавших на землю метеоритов. Разработанный ал-
горитм решения сопряженной аэродинамической и баллистической задач с учетом относительного пере-
мещения и вращения тел может быть использован для решения технических задач, например для иссле-
дования динамики разделения ступеней летательного аппарата.  
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An algorithm for solving the conjugation of aerodynamic and ballistic problems, which is based on the 
method of modeling with the help of a grid system, has been complemented by a numerical mechanism that al-
lows to take into account the relative movement and rotation of bodies relative to their centers of mass. For 
a given configuration of the bodies a problem of flow is solved by relaxation method. After that the state of the 
system is recalculated after a short amount of time. With the use of iteration it is possible to trace the dynamics of 
the system over a large period of time. The algorithm is implemented for research of flight of systems of bodies 
taking into account their relative position and rotation. The algorithm was tested on the problem of flow around 
a body with segmental-conical form. A good correlation of the results with experimental studies was shown. The 
algorithm is used to calculate the problem of the supersonic fight of a rotating body. For bodies of rectangular 
shape, imitating elongated fragments of a meteoroid, it is shown that for elongated bodies the aerodynamically 
more stable position is flight with a larger area across the direction of flight. This de facto leads to flight of bodies 
with the greatest possible aerodynamic resistance due to the maximum midship area. The algorithm is used to cal-
culate the flight apart of two identical bodies of a rectangular shape, taking into account their rotation. Rotation 
leads to the fact that the bodies fly apart not only under the action of the pushing aerodynamic force but also the 
additional lateral force due to the acquisition of the angle of attack. The velocity of flight apart of two fragments 
with elongated shape of a meteoric body increases to three times with the account of rotation in comparison with 
the case, when it is assumed that the bodies do not rotate. The study was carried out in order to evaluate the influ-
ence of various factors on the velocity of fragmentation of the meteoric body after destruction in order to construct 
possible trajectories of fallen on earth meteorites. A developed algorithm for solving the conjugation of aerody-
namic and ballistic problems, taking into account the relative movement and rotation of the bodies, can be used to 
solve technical problems, for example, to study the dynamics of separation of aircraft stages.  
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Введение  

При полете в атмосфере метеорное тело постепенно разрушается под действием увеличи-
вающего скоростного напора и теплового нагрева [Григорян, 1979; Андрущенко и др., 2013; 
Turchak, Gritsevich, 2014]. В результате из единого тела может образовываться сложная система 
из фрагментов, и аэродинамические свойства тел в такой системе могут значительно отличать-
ся от аэродинамическим свойств тел аналогичной геометрии, но обтекаемых изолированно. За-
дачу о моделировании динамики таких систем (каждого фрагмента в отдельности и системы 
в среднем) необходимо решать с учетом влияния тел друг на друга [Boiko et al., 2004].  

Образующаяся в результате разрушения тела конфигурация фрагментов в общем случае 
неизвестна [Ждан и др., 2005], однако может быть оценена для конкретных тел [Borovička et al., 
1998; Borovička, Kalenda, 2003; Borovička et al., 2013]. В частных случаях, например при разру-
шении тела на два фрагмента сферической формы, выбор возможных относительных положе-
ний тел может быть определен [Барии, 2010b]. Исследование движение системы можно разбить 
на два этапа: 1) определение аэродинамических характеристик тел для всевозможных относи-
тельных положений; 2) решение задачи динамики с учетом взаимного влияния. Оценка аэроди-
намических свойств тел при этом может быть сделана с помощью экспериментальных исследо-
ваний в аэродинамических трубах [Петров, 1998; Ковалев, Менде, 2011; Хлебников, 2014] или 
методами вычислительной аэродинамики [Андреев, Холодов, 1989; Ждан и др., 2004; Макси-
мов, 2006]. 

В большинстве случаев метеорное тело и его фрагменты представляются телами малого 
удлинения, приближенно соответствующими сфере [Барри, 2005; Стулов, 2008]. Данная форма 
является аэродинамически нейтральной, и в случае моделирования фрагментов сферическими 
телами исследуются коэффициенты аэродинамического сопротивления и боковой силы, обу-
словленной эффектами интерференции. В реальности при фрагментации могут образовываться 
формы, существенно отличающиеся от сферы и создающие при повороте на угол атаки значи-
тельную боковую силу, которая будет определять полет фрагментов метеорного тела. Для 
оценки возможных значений коэффициента аэродинамического сопротивления исследуются 
форма прямоугольного бруса и форма плиты [Ждан и др., 2007; Грицевич, 2008]. Прямоуголь-
ная форма, в отличие от сферической, кроме различающихся коэффициентов сопротивления 
и подъемной силы обладает моментом тангажа, т. е. в зависимости от угла атаки для данной 
формы образуется момент тангажа, приводящий к вращению данной формы при полете в атмо-
сфере. 

При решении задачи о движении тел в газовой среде существует несколько подходов [Гря-
зев, Могильников, 2017]: экстраполяция газодинамических параметров в ячейках, освободив-
шихся в процессе перемещения границ твердых тел; использование локальных подвижных се-
ток; метод деформируемых дробных ячеек. В частности, широкое распространение получили 
пакеты моделирования FlowVision [Аксенов, 2017] и Gas Dynamics Tool [Зибаров, 2000] с ис-
пользованием сеток из произвольных многогранников [Дерюгин и др., 2017]. 

Авторами [Лукашенко, Максимов, 2017] был разработан и реализован метод решения  
сопряженной задачи с учетом относительного перемещения тел, когда аэродинамическая 
и баллистическая задачи решаются параллельно. В этом случае наиболее трудоемкая аэроди-
намическая задача решается только для тех вариантов состояния системы, которые реализуют-
ся в полете. Дополнительным преимуществом такого подхода является учет нестационарности 
реального полета. Пример исследования динамики двух тел с помощью решения сопряженной 
задачи можно найти в [Барри, 2010a]. Исходя из текущей конфигурации, рассматривается зада-
ча об обтекании системы тел и определяются аэродинамические свойства каждого отдельного 
тела. Затем скорости и координаты тел изменяются в соответствии с имеющимися скоростями 
и действующими на тела силами.  

Для моделирования задачи обтекания применяется система сеток [Максимов, 2013]. Стро-
ится сетка с постоянным шагом по пространству, на которую накладываются дополнительные 
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сетки, связанные с обтекаемыми телами. Преимуществом подобного подхода при моделирова-
нии является возможность рассматривать обтекание тел различных размеров и форм в доста-
точно произвольной конфигурации. В работе [Лукашенко, Максимов, 2017] алгоритм решения 
сопряженной задачи применен для моделирования ряда задач по разлету двух одинаковых тел. 
Произведено тестирование алгоритма на задаче о разлете двух круговых цилиндров на разных 
сверхзвуковых скоростях. Рассмотрено, как форма тел может оказывать влияние на скорость 
разлета, получены необходимые коэффициенты для расчета скорости разлета тел эллиптиче-
ского и прямоугольных сечений в зависимости от их удлинения. Но при решении задачи пред-
полагалось, что тела не вращаются. Целью данной работы является исследование момента тан-
гажа форм малого удлинения, используемых для моделирования фрагментов метеорного тела, 
моделирование сопряженной задачи с учетом вращения и оценка влияния возможного враще-
ния фрагментов не сферической формы на скорость разлета. В работе рассматриваются только 
газодинамические аспекты разлета тел в рамках традиционного подхода баллистики метеорных 
тел [Стулов и др., 1995]. 

Метод моделирования течения 

Для моделирования течения используется система сеток. Для описания внешнего невязко-
го поля течения используется равномерная по пространству сетка в виде прямоугольных ячеек. 
Данная сетка не адаптируется под решение и при весьма ограниченном количестве узлов, при-
меняемых в реальных расчетах сеток, строго говоря, не может позволить описать физические 
диссипативные процессы в следе. Использование уравнений Навье–Стокса на данной сетке не 
может быть обоснованным. При численном моделировании течения на этой сетке применяются 
уравнения Эйлера (диссипативный член полагается равным нулю), а для сглаживания решения 
используется схемная вязкость. На данную сетку, покрывающую всю рассматриваемую область 
течения, накладывается набор сеток, моделирующих течение около поверхности обтекаемых 
тел. Данные сетки связаны с поверхностью обтекаемых тел и строятся только в некоторой их 
окрестности, предназначены они для учета формы элементов проницаемой поверхности. Моде-
лирование на этих сетках может быть как в рамках уравнений Эйлера, так и в рамках уравне-
ний Навье–Стокса. По причинам, описанным выше, а также в [Zarei et al., 2011; Максимов, 
2013; Гувернюк, Максимов, 2016], используются уравнения Навье–Стокса в приближении тон-
кого слоя. В рамках данной модели учитываются все члены уравнений Эйлера, а при вычисле-
нии диссипативного члена согласно теории пограничного слоя учитываются только вторые 
производные по нормали к поверхности тела. Такой подход обусловлен, с одной стороны, ог-
раниченными вычислительными ресурсами, а с другой — оценкой составляющих диссипатив-
ного члена в рамках теории пограничного слоя. Так как при аэродинамическом проектировании 
обычно представляют интерес задачи при больших числах Рейнольдса, то теория пограничного 
слоя и ее оценки актуальны и для рассматриваемых задач. 

Рассматривается двумерная плоская задача. Это связано с неприемлемо большими вычис-
лительными ресурсами в случае использования трехмерной модели. Но основные качественные 
особенности аэродинамического взаимодействия тел при полете в системе и динамики полета 
этой системы могут предварительно изучаться на основе значительно менее трудоемкой с точ-
ки зрения вычислительных затрат двумерной модели. Расчеты показывают, что аэродинамиче-
ские силы при обтекании двух сфер и двух цилиндров качественно и количественно хорошо 
согласуются, по крайней мере, при небольшом удалении друг от друга (см. пример аэродина-
мических сил на сферы и цилиндры, приведенный в [Максимов, 2013]). В простых, небольших 
по количеству тел, системах можно выделить плоскость, в которой происходят основные эф-
фекты аэродинамического взаимодействия, и именно в этой плоскости рассматриваются тече-
ние и динамика. 

Нестационарные уравнения Навье–Стокса в приближении тонкого слоя для двумерного 
плоского течения сжимаемого газа в безразмерной форме в криволинейной системе координат 



Моделирование полета осколков метеорного тела с учетом вращения 

 ______________________________________ 2019, Т. 11, № 4, С. 593–612 _____________________________________  

597

ξ = ξ(x, y); η = η(x, y) имеют вид 
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Здесь t — время, ρ — плотность, (u, v) — составляющие вектора скорости V соответственно 
в направлениях (x, y) декартовой системы координат, p — давление, e — полная энергия  
единицы объема газа, которая для совершенного газа может быть представлена в виде 
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 — внутренняя энергия газа, γ — показатель адиабаты. 

Безразмерные переменные определены через размерные, которые обозначены штрихом «′», 
следующим образом: 
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Нижний индекс «o» — означает значение параметра в невозмущенном потоке. Здесь L′  — ха-
рактерный размер, X = (x, y), V = (u, v). 

Предполагается, что число Прандтля Pr pcμ
λ

=  постоянно; здесь pc  — коэффициент теп-

лоемкости, λ — коэффициент теплопроводности, μ — коэффициент вязкости. Re o o
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 — 

число Рейнольдса. Систему дифференциальных уравнений дополняет уравнение состояния: 
,p RTρ=  где T — температура, R — газовая постоянная. В безразмерном виде уравнение со-

стояния имеет вид .p Tρ=  
Коэффициенты матрицы преобразования могут быть вычислены по следующим форму-

лам: ,x
yJ ∂ξ

∂η
=  ,y

xJ ∂ξ
∂η

= −  ,x
yJ ∂η

∂ξ
= −  .y

xJ ∂η
∂ξ

=  Здесь J — якобиан преобразования, кото-

рый определяется по формуле 1 .x y x yJ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ξ ∂η ∂η ∂ξ

− = −  Использование обобщенного преобразо-

вания позволяет построить равномерную сетку в виде единичного квадрата. Коэффициенты 
матрицы преобразования при заданном распределении узлов в физической области вычисляют-
ся с использованием центральных разностей. 

При выводе приведенной системы уравнений предполагается, что координатные линии 
constξ =  ориентированы по нормали к поверхности тела и производные по направлению η  

фактически соответствуют производным вдоль локальных нормалей к поверхности тела. Это 



В. Т. Лукашенко, Ф. А. Максимов 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

598 

обеспечивает, что при вычислении диссипативного члена учитываются вторые производные по 
нормали к поверхности тела. 

На рис. 1, а приведен пример фрагмента внешней расчетной сетки с равномерными прямо-
угольными ячейками с наложенной на нее областью тела в виде квадрата со скругленными 
кромками и контура внешней границы сетки около тела. 

 
Рис. 1. Построение расчетной сетки вокруг квадрата с округленными кромками: а) общий вид; б) область 
у кромки; в) расположение узлов сеток в ячейках 

На рис. 1, б в увеличенном масштабе приведен фрагмент области расчета около скруглен-
ной кромки тела с сеткой. В данном случае сетка около тела с контуром в виде квадрата со 
скругленными кромками построена с помощью конформного отображения. В начале строятся 
координатные линии constξ =  (конформное отображение обеспечивает ортогональность этих 
линий к контуру тела), а затем вдоль этих линий с помощью экспоненциального сгущения рас-
ставляются узлы сетки с учетом задаваемых минимального расстояния между узлом на теле 
и ближайшего к телу и расстояния от тела до внешней границы расчетной области. При рас-
смотрении обтекания системы тел на внешнюю расчетную сетку накладывается набор тел, око-
ло каждого из которых строится соответствующая криволинейная сетка. Алгоритм расчета на 
внешней сетке и около каждого из тел одинаков. 

Решение получается методом установления. Используется явная схема второго порядка 
аппроксимации [Максимов и др., 2011]. Особенностью расчетов по многоблочной технологии 
является интегрирование с общим шагом по времени на внешней расчетной сетке, т. е. выбира-
ется минимальный шаг интегрирования по времени из условия устойчивости по всей области 
расчета. Это не является существенным ограничением, так как сетка равномерная. А при интег-
рировании на сетках около тел используется локальный шаг по времени, т. е. в каждом узле 
расчетной сетки шаг по времени выбирается из местных условий. Это обеспечивает более  
быстрое распространение возмущений, а следовательно, и установление. Чтобы решения на 
внешней сетке и сетках около тел связать в единое целое, после выполнения шага интегрирова-
ния значения газодинамических функций на внешней границе L сетки около тела путем интер-
поляции определяются из решения, получаемого на внешней сетке. Так как используется 
двухшаговая разностная схема [Максимов и др., 2011], то аналогичная процедура выполняется 
и для соседнего с границей L слоя узлов. В то же время решение во всех узлах внешней сетки, 
попадающих внутрь области определения решения сетки около тела, заменяется решением, по-
лучаемым на данной сетке. 

При пересчете значений газодинамических функций с одной сетки на другую используется 
интерполяция. В рассматриваемом двумерном случае интерполяция реализована в следующем 
виде. Вначале определяется ячейка ABCD, в которой расположена точка O (рис. 1, в). Значения 
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функций в точке O определяются через значения функций в узлах A, B, C и D. Значение функ-
ции f в узле O можно определить через ее значения в любых трех узлах (для определенности 
пусть это узлы B, A, D) по интерполяционной формуле: 

( ) ( ) ,O A B A D Af f f f f fα β= + ⋅ − + ⋅ −  где ,
AO AB
AD AB

α
×

=
×

 .
AO AD
AB AD

β
×

=
×

 

Для того чтобы учесть значение функции в узле C, можно аналогично выразить fO через ее 
значения в точках другой тройки узлов, например D, C и B. Окончательное выражение для fO 
берется как среднее арифметическое величин по четырем вариантам выбора угловой точки. Ко-
эффициенты интерполяции определяются для всех узлов на контуре L и соседнем к нему. Для 
узлов равномерной сетки, попадающих внутрь ячеек сетки около тел, проводится аналогичная 
процедура и определяются соответствующие коэффициенты интерполяции. 

Кроме области, в которой сопрягаются решения на внешней равномерной сетке и сеток 
около тел, на других границах должны быть поставлены необходимые граничные условия. Для 
сеток около тел это граница, соответствующая поверхности тела, на которой ставятся условия 
прилипания и заданной температуры поверхности. Для внешней сетки на левой границе, кото-
рая должна быть размещена достаточно далеко от обтекаемой системы тел, ставятся условия 
в невозмущенном потоке. На верхней и на правой границах ставятся неотражающие граничные 
условия. 

Алгоритм решения сопряженной задачи 

На подготовительном этапе для задаваемой начальной конфигурации системы тел методом 
установления рассчитывается поле течения. Численное моделирование осуществляется много-
сеточным методом. При заданной конфигурации тела обтекаются однородным равномерным 
потоком. Учитывается положение тел относительно друг друга, но не берется во внимание раз-
личие в скорости отдельных тел — аналогичным образом исследуются свойства тел при испы-
таниях в аэродинамических трубах. По найденному распределению давления рассчитываются 
аэродинамические силы, действующие на каждое тело. 

На следующем шаге решается баллистическая задача. В плоском случае движение центра 
масс каждого отдельного тела системы описывается системой уравнений 

 ,dx u
dt

=    20.5 ,x
dum c V S
dt

ρ= − ⋅    ,dy v
dt

=    20.5 ,y
dvm c V S
dt

ρ= ⋅   (1) 

где t — время; x, y — координаты тела; u, v — проекции скорости соответственно на направле-
ния осей координат Ox и Oy; V  — величина модуля скорости; m — масса тела; ρ — плотность 
воздуха (среды), в которой движется система тел; S — характерная площадь; ,xc yc  — коэффи-
циенты аэродинамического сопротивления и подъемной силы. 

Вращение тела относительно центра масс описывается уравнениями 

 ,d
dt
α ω=    20.5 .zz z

dI m V SL
dt
ω ρ= ⋅   (2) 

Здесь α  — угол атаки (или угол поворота тела относительно оси Oz, проходящей через центр 
масс тела); ω  — угловая скорость вращения тела относительно оси Oz; zzI  — момент инерции 
тела относительно оси Oz; zm  — коэффициент момента тангажа (коэффициент момента аэро-
динамических сил относительно оси Oz); L — характерный размер. Система уравнений (1), (2) 
для каждого из тел системы определяет динамику системы в целом. Для ее решения необходи-
мы аэродинамические коэффициенты ,xc  ,yc  .zm  Аэродинамические коэффициенты опреде-
ляются с помощью распределения давления на поверхности тел. 
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Следующие этапы выполняются многократно до завершения задачи. В соответствии 
с уравнениями (1), (2) производится расчет состояния системы (координаты и скорости тел, 
угол поворота и угловая скорость) через некоторый малый интервал времени. Аэродинамиче-
ские коэффициенты при этом определяются из решения аэродинамической задачи, а значения 
баллистических параметров — из текущих значений для каждого обтекаемого тела. После это-
го тела перемещаются: каждое тело — на расстояние, соответствующее относительному сме-
щению тел в системе (т. е. за исключением смещения всей системы в среднем). 

Предполагается, что изначально тела двигаются практически с одинаковой скоростью 
вдоль некоторого направления (ось Ox). При этом величина и направление скорости каждого 
отдельного элемента системы могут иметь лишь небольшое отклонение. То есть для любого 
тела системы 

 ( )2 2 ,cp cpu u v u− + <   (3) 

где cpu  — средняя скорость по ось Ox всех тел в системе. Именно при этом среднем значении 
скорости осуществляется расчет аэродинамический задачи. Если же какое-либо из тел будет 
иметь значительно отличающуюся скорость, то оно будет быстро удаляться от системы, и тогда 
его движение можно рассматривать независимо от остальных тел системы. 

Шаг интегрирования по времени определяется задаваемым максимальным шагом интегри-
рования и ограничивается условиями, чтобы максимальное смещение и угол поворота каждого 
из тел были не более задаваемых величин. Величина максимального смещения ограничивается 
размером в поперечном направлении расчетных областей (сеток) около тел. 

После расчета состояния системы на новом временном слое производятся перемещение 
и поворот тел в газодинамической задаче. В соответствии с известным шагом интегрирования 
динамической задачи производится расчет поля течения через данный интервал времени. При 
удовлетворении граничных условий прилипания на поверхности тел задается скорость, соот-
ветствующая отличию от средней скорости системы, что обеспечивает возможность смещения 
и поворота тел на следующем временном шаге. После интегрирования газодинамической зада-
чи по времени определяется новое распределение давления на поверхности тел, а соответ-
ственно и аэродинамических свойств тел, на новом временном слое. Система готова к новому 
шагу по времени для динамической задачи. 

Особенностью проведенных расчетов является выбор начальных состояний системы, когда 
первоначально все тела двигаются в одном направлении и с одной скоростью, и скорость враще-
ния тел в начальный момент равна нулю. С одной стороны, это обеспечивает возможность по-
строения начального поля течения методом установления. С другой стороны, это обусловлено 
задачей, рассматриваемой в работе. Действительно, при том большом количестве неопределен-
ных параметров при исследовании динамики полета метеорного тела сделанные предположения 
не представляются сильными. Кроме того, при рассмотрении задач аэродинамики и динамики 
сверхзвукового полета при существенно отличающихся скоростях тел в системе представляется 
разумным исследовать влияние физических явлений (например, воздействия ударной волны от 
рядом пролетевшего тела или движение в следе от пролетевшего тела). Это обусловлено тем, что 
в случае рассмотрения системы с набором тел, движущихся с разной скоростью и в разных на-
правлениях, размеры вычислительной области значительно увеличиваются, что из-за существен-
ного увеличения расстояния между узлами вычислительной сетки не позволяет адекватно опи-
сать особенности течения, а фактически исключает возможность решения физической задачи.  

Вращение тела, стабилизированного смещением центра масс 

Для тестирования алгоритма выполнены расчеты обтекания тела сегментально-конической 
формы с углом обратного конуса 7.5°. Для данного варианта геометрии в [Петров, 1998] приве-
дены результаты экспериментальных исследований во всем диапазоне углов атаки. 
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На рис. 2, а приведена рассчитанная величина коэффициента момента тангажа mz в зави-
симости от угла атаки α при числе Маха М = 6 и ламинарной вязкости, соответствующей числу 
Рейнольдса Re = 105. Центр масс тела расположен на расстоянии X/L = 0.38 от центральной 
точки на лобовой поверхности затупления. Угол атаки α = 0° соответствует расположению сто-
роны тела с большим радиусом навстречу к потоку. На рис. 2, б приведены картины обтекания 
при различных значениях α. Несмотря на то что в эксперименте исследовалось обтекание осе-
симметричной формы, а в расчетах — двумерной плоской формы, результаты расчета коэффи-
циента mz количественно и качественно согласуются с данными, приведенными в [Петров, 
1998]. Согласно результатам расчетов у данной формы есть одно положение равновесия, соот-
ветствующее углу атаки α = 0°.  

 
Рис. 2. Характеристики и колебания сегментально-конического тела: а) изменение момента тангажа mz 
в зависимости от угла атаки α; б) картины изолинии давления (черный цвет) и линии тока (красный цвет) 
при α = 10, 45, –90, –135 и –170° 

Реализация одного положения равновесия означает, что в динамике при начальных усло-
виях с углом атаки, отличным от нулевого положения, тело будет совершать угловые колеба-
ния около единственного положения равновесия, а именно нулевого положения. Это позволяет 
протестировать алгоритм решения сопряженной аэробаллистической задачи с учетом вращения 
тела. На рис. 3, а приведено изменение угла атаки по времени при различном начальном значе-
нии угла атаки αo = 10, 45, –90, –135 и –170°. На рис. 3, б результаты расчетов движения тела 
представлены в плоскости параметров ( ), .α ω  Начальные точки траекторий отмечены марке-
рами и расположены на прямой 0.ω =  Независимо от начального угла атаки, рассматриваемое 
тело совершает затухающие колебания к устойчивому положению равновесия ( 0 , 0 ).α ω= ° = °  
Так как амплитуда колебаний со временем затухает, то по результатам можно видеть, что при 
решении сопряженной аэродинамической и баллистической задач фактически определяется не 
только статический момент тангажа, но и демпфирующий момент [Липницкий и др., 2003], 
связанный со скоростью вращения тела. На рис. 3, в приведен текущий момент тангажа от те-
кущего значения угла атаки α  для варианта расчета αo = 45°. Данный рисунок демонстрирует 
причину затухания колебаний: при движении тела по углу атаки в разных направлениях при 
фиксированном угле атаки реализуется разное значение момента тангажа, что приводит к обра-
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зованию площади между кривыми при движении в одну и в другую сторону (обратно). Это 
приводит к уменьшению энергии, определяющей вращение тела, и в конечном итоге к демпфи-
рованию вращения. Тело со временем должно прийти в устойчивое положение равнове-
сия α = 0°. На рис. 3, г приведен текущий момент тангажа от текущего значения угловой скоро-
сти ω  для варианта расчета αo = 45°. 

 

 
Рис. 3. Характеристики и колебания сегментально-конического тела: а) изменение угла атаки α со време-
нем; б) движение тела в плоскости угла атаки α и угловой скорости ω для начальных значений αo = 10, 
45, –90, –135 и –170°; в) значение момента тангажа mz в зависимости от угла атаки α для случая αo = 45°; 
г) значение момента тангажа mz в зависимости от значения угловой скорости ω для случая αo = 45° 

Расчеты выполнены в условиях полета на высоте 20 км при скорости 15 км/с. Данные  
параметры выбраны как характерные для задач метеоритной тематики [Стулов и др., 1995]. 
Размер миделя тела при α = 0° составляет 1.2 м. При плотности метеорита 3300 кг/м3 и предпо-
ложении, что форма тела близка к форме сферы, масса тела составляет 3000 кг, а момент инер-
ции — 432 кг · м2. 

Вращение тела прямоугольной формы 

Если в качестве исходной формы метеоритного тела взять круговую форму (шар или кру-
говой цилиндр в плоском случае), то такая форма аэродинамически нейтральна. Реальные фор-
мы метеорных тел могут отличаться от сферической, в связи с этим для изучения полета мете-
орных тел также рассматриваются формы прямоугольного бруса и плиты [Ждан и др., 2007; 
Грицевич, 2008]. В данном разделе приведены результаты исследования вращения тел прямо-
угольной формы (как пример тел, учитывающих удлинение реальных метеоритных тел). 

Рассматривается обтекание тела с прямоугольным сечением при относительном удли-
нении λ = 1.0, 1.5, 2.0 и 2.5. В таблице 1 приведены размеры и инерционно-массовые характе-
ристики тел, для которых проведены расчеты динамики полета с учетом вращения. Первона-
чальное тело имеет форму куба с размером стороны 1 м, при плотности 3300 кг/м3 его масса 
составляет 3300 кг. Данное тело деформируется так, чтобы его объем и масса оставались  
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постоянными. В таблице 1 приведено пять вариантов тел, для которых выполнены расчеты: 
a и b — стороны прямоугольного тела в плоскости угла атаки, c — размер тела в боковом на-
правлении, предполагается равным основному размеру c = a. 

На рис. 4 представлены результаты расчетов тел прямоугольной формы. На рис. 4, а пред-
ставлено изменение момента тангажа в зависимости от угла атаки для форм различного удли-
нения; на рис. 4, б — картины течения в виде изолиний давления и линий тока для визуализа-
ции течения в донной области. Расчеты проводились при числе Маха M = 6. Аэродинамические 
свойства тел в рамках теории течений с большой сверхзвуковой скоростью не изменяются при 
изменении числа Маха [Черный, 1959]. В связи с этим большинство исследований аэродинами-
ческих свойств метеоритных тел проводится именно при числе Маха M = 6 [Ждан и др., 2007; 
Стулов, 2008; Барри, 2010a; Барри, 2010b]. При расчетах задавалась ламинарная вязкость, соот-
ветствующая числу Рейнольдса Re = 105, определенному по длине, выбранной в качестве ха-
рактерного размера. Учет вязкости позволяет получить физически правдоподобную картину 
течения в донной области тел и обеспечить возможность устойчивого проведения расчетов 
в широком диапазоне условий по углу атаки тел при вращении. При этом реальные эффекты 
вязкости при больших сверхзвуковых скоростях полета незначительно влияют на аэродинами-
ческое сопротивление тел и не оказывают никакого влияния на характеристики боковой силы, 
которая определяет разлет тел и изучается в данной работе. 

 

Таблица 1 

№ λ a, м b, м c, м ,zzI  кг · м2 
1 1.0 1 1 1 550 
2 1.5 0.874 1.311 0.874 682 
3 2.0 0.794 1.588 0.794 866 
4 2.5 0.737 1.842 0.737 1082 
5 0.5 1.26 0.63 1.26 546 

 

 
Рис. 4. Характеристики и колебания тела с прямоугольным сечением: а) изменение момента тангажа mz 
в зависимости от угла атаки α; б) картины изолинии давления (черный цвет) и линии тока (красный цвет) 
для различных значений удлинения тела λ 
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Угол атаки α = 0° соответствует положению, когда более длинная сторона прямоугольного 
сечения расположена вдоль потока. Согласно расчетам у тел данной формы есть два устойчи-
вых положения равновесия: α = 0° и α = 90°. В обоих случаях при установившемся движении 
тело будет ориентировано плоской стороной к набегающему потоку. Причем первое положение 
(α = 0°) с увеличением удлинения λ > 1 становится менее устойчивым. Более устойчивым 
(и, соответственно, более вероятным) расположением тела является полет тела большей сторо-
ной навстречу потоку (α = 90°). 

На рис. 5, а приведено изменение угла атаки по времени для тела с λ = 1.0 при различном 
начальном положении по углу атаки α0 = –10, –40 и –55°. Данное тело совершает колебания от-
носительно ближайшего положения равновесия. Период колебаний незначительно зависит от 
максимальной амплитуды колебаний (можно сравнить колебания при α0 = –10 и –40°). Во всех 
случаях колебания имеют затухающий характер. 

На рис. 5, б приведено α = α(t) для тел с λ = 1.0 и 1.5 при одинаковом начальном положе-
нии по углу атаки α0 = –10°. Характер колебаний для обоих тел одинаков, но тело с λ = 1.5 име-
ет более быстрое уменьшение амплитуды колебаний при увеличении периода колебаний.  

На рис. 5, в приведено α = α(t) для тела λ = 1.5 при начальном положении по углу атаки  
α0 = –80°, т. е. при таком же по величине отклонении угла атаки от положения равновесия, ко-
торое в данном случае составляет –90°. Период колебаний в этом случае относительно варианта 
тела λ = 1 по меньшей мере не уменьшается. Данные обстоятельства обусловлены отличием 
аэродинамических характеристик при разных углах атаки и момента инерции. 

На рис. 5, г приведено α = α(t) для тел с λ = 1.0, 1.5, 2.0 и 2.5 при одинаковом начальном 
положении по углу атаки α0 = –40°. В случаях λ = 1.0, 1.5, 2.0 устойчивым положением равно-
весия является значение α = 0°, но тело при λ = 2.5 и данных начальных условиях колеблется 
относительно положения α = –90°. Это обусловлено особенностями аэродинамических свойств 
(рис. 4, а). 

 

 
Рис. 5. Изменение угла атаки α со временем для тел с прямоугольным сечением при различных значениях 
удлинения λ и начального угла атаки α0: а) λ = 1.0 при α0 = –10, –40 и –55°; б) λ = 1.0 и 1.5 при α0 = –40°; 
в) λ = 1.5 при α0 = –80°; г) λ = 1.0, 1.5, 2.0 и 2.5 при α0 = –40° 

На рис. 6 результаты расчетов движения тела представлены в плоскости параметров (α, ω). 
Приведено три траектории. Траектория 1 соответствует телу с λ = 1.0 при начальных условиях 
α0 = –40°, ω0 = 0 рад/с. Траектория 2 — телу с λ = 2.0 при тех же начальных условиях: α0 = –40°, 
ω0 = 0 рад/с. Два данных расчета приведены также на рис. 5, г в другом виде. Тело с удлинени-
ем 2 совершает более медленные колебания, предельное устойчивое положение равновесия — 
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α = 0°. Но если в начальной точке к телу приложить возмущение ω0 = 1 рад/с, которое с учетом 
реализующихся значений вращения не является большим, то тело попадает в область притяже-
ния другого положения равновесия — α = –90°. Результат расчета представлен на рисунке 
в виде траектории 3. 

 
Рис. 6. Траектории колебаний тел с прямоугольным сечением в плоскости угла атаки α и угловой скоро-
сти ω: 1 — соответствует телу с удлинением λ = 1.0 при α0 = –40°, ω0 = 0 рад/с; 2 — соответствует телу 
с λ = 2.0 при α0 = –40°, ω0 = 0 рад/с; 3 — соответствует телу с λ = 2.0 при α0 = –40°, ω0 = 1 рад/с 

Из представленных результатов следует, что метеорное тело, имеющее удлинение боль-
ше 1, из-за особенностей аэродинамических свойств, наиболее вероятно, при полете в атмо-
сфере будет разворачиваться поперек потока. При этом метеорное тело будет испытывать мак-
симально возможное аэродинамическое торможение из-за полета с максимально возможной 
площадью миделя. Данное обстоятельство необходимо учитывать при анализе полета метеор-
ных тел. 

Разлет двух тел прямоугольной формы с учетом вращения 

Если рассматривается разлет двух одинаковых тел без учета вращения, то боковая ско-
рость разлета двух тел определяется выражением [Лукашенко, Максимов, 2017] 

( )0 ,p
SLV V f y
m
ρ

=  где ( )
0

0 .
my

y
y

f y c dy= ⋅∫  

Здесь V — скорость полета, m — масса тел, ρ — плотность воздуха, S, L — характерные пло-
щадь и размер, 0 ,y my  — начальное расстояние межу телами и расстояние, при котором аэроди-
намическое взаимодействие тел прекращается. Фактически для того, чтобы оценить скорость 
разлета двух одинаковых тел, надо знать коэффициент боковой силы ( )y yc c y=  в зависимости 
от расстояния между телами. В работе [Лукашенко, Максимов, 2017] приведены результаты 
расчетов боковой силы в зависимости от расстояния между телами для тел прямоугольной фор-
мы. На рис. 7, а приведены коэффициенты боковой силы для двух тел прямоугольной формы 
с удлинением λ = 0.5, 1.0, 2.0 и 3.0, которые сравниваются с аналогичным коэффициентом меж-
ду телами в виде круговых цилиндров (линия с маркерами в виде кружка). Все расчеты прово-
дились при заданном числе Маха М = 6 и ламинарной вязкости, соответствующей числу Рей-
нольдса Re = 105. При этом скорость полета в продольном направлении за характерное время 
разлета в 0.1 с уменьшается с 15 км/с до 14.5 км/c. Боковая скорость разлета двух тел определя-
ется площадью под соответствующими кривыми. Видно, что прямоугольная форма тела может 
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привести к увеличению скорости разлета. На рис. 7, б в аналогичном виде приведен коэффици-
ент момента тангажа mz верхнего прямоугольного тела в системе из двух тел. Примеры картин 
течения около тела с λ = 1.0 при различном расстоянии между телами приведены на рис. 7, в. 
Если рассматривается разлет двух тел прямоугольной формы, на тела кроме боковой силы дей-
ствует момент тангажа, который может приводить к вращению относительно центра масс как 
против часовой стрелки для тел малого удлинения λ ≤ 1.0, так и по часовой стрелке для тел 
большего удлинения λ ≥ 2.0. Коэффициент момента тангажа нелинейно зависит от расстояния 
между телами, а для моделирования разделения, кроме представленных на рис. 7, б данных, не-
обходимы данные об аэродинамических свойствах при наличии угла поворота тел по тангажу. 

Для оценки влияния вращения тел прямоугольной формы на скорость разлета были проведе-
ны прямые расчеты сопряженной аэродинамической и баллистической задач по представленному 
ранее алгоритму. Фактически было проведено 15 расчетов для систем из двух одинаковых тел 
(5 вариантов тел в таблице 1) при начальном расстоянии 1.5 между центрами масс (расстоянии, 
отнесенном к величине a) при трех начальных значениях угла поворота тел αo = –10, 0 и +10°, что 
в некотором смысле имитирует возмущение по начальной угловой скорости вращения. 

На рис. 8 и 9 приведено два примера результатов расчетов: λ = 0.5 и 2.0. На рис. 8, а при-
ведено изменение угла атаки α и значения боковой скорости V по времени. На рис. 8, б, в и г 
приведены три варианта начального положения тел с λ = 0.5, отличающихся начальным пово-
ротом тел. На рис. 8, д приведены картины течения для нескольких моментов по времени. Тела 
совершают колебания по углу атаки, причем, независимо от начального положения по углу 
атаки, тела разворачиваются так, что создается дополнительная боковая сила, способствующая 
увеличению боковой скорости разлета. 

 
Рис. 7. Характеристики разлета двух тел прямоугольной формы при различном расстоянии y между те-
лами: а) изменение коэффициенты боковой силы cy; б) изменение момента тангажа mz; в) изобары при 
обтекании тел с коэффициентом удлинения λ = 1.0 
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Рис. 8. Характеристики разлета двух тел прямоугольной формы с удлинением λ = 0.5: а) изменение угла 
атаки α и значения боковой скорости V по времени; начальное положение при угле атаки: б) αo = 0,  
в) αo = +10°, г) αo = –10°; д) картины течения для нескольких моментов по времени при αo = –10° 

 

 
Рис. 9. Характеристики разлета двух тел прямоугольной формы с удлинением λ = 2.0: а) изменение угла 
атаки α и значения боковой скорости V по времени; начальное положение при угле атаки: б) αo = 0,  
в) αo = –10°; г) картины течения для нескольких моментов по времени при αo = –10° 
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Рис. 10. Скорость разлета Vp двух одинаковых тел прямоугольной формы в зависимости от удлинения тел λ: 
1 — без учета вращения; с учетом вращения при начальном угле поворота: 2 — αo = –10°, 3 — αo = 0°,  
4 — αo = +10° 

На рис. 9, а приведено изменение угла атаки α и значения боковой скорости V по времени 
для тел с λ = 2.0. В этом случае если первоначально тела не повернуть (рис. 9, б), то нулевое 
значение угла атаки сохраняется на все время разлета тел. При наличии начального ненулевого 
угла атаки тела разворачиваются на угол атаки до 90° и выше. На рис. 9, в, г приведены карти-
ны течения для нескольких моментов по времени. После разлета тела будут лететь большой 
стороной поперек направления полета. При развороте тел на угол атаки образуется боковая си-
ла, приводящая к увеличению скорости разлета. 

На рис. 10 представлены оценки скорости разлета Vp двух одинаковых тел на высоте 20 км 
при скорости полета 15 км/с в зависимости от удлинения тел. Линия 1 соответствует результа-
там работы [Лукашенко, Максимов, 2017], в которой не учитывается возможное вращение тел. 
Фактически эта оценка скорости разлета только под действием расталкивающей силы, которая 
возникает между телами при сверхзвуковой скорости полета. Линии 2, 3 и 4 получены в данной 
работе при начальном угле поворота тел α = –10, 0 и +10°. Если тело имеет удлинение λ = 0.5, 
то в силу аэродинамических свойств при совместном обтекании верхнее тело поворачивается 
против часовой стрелки, при этом реализуется дополнительная подъемная сила, что приводит  
к росту скорости разлета. Скорость разлета с 54 м/с увеличивается до 118 (136÷101) м/с, 
т. е. увеличивается более чем в два раза. В дальнейшем при разлете и фактически независимом 
полете двух тел они летят большей стороной навстречу потоку. 

Если тело имеет удлинение λ = 1.0, то учет вращения приводит к незначительному росту 
скорости разлета не более чем в 1.2 раза. С увеличением удлинения тел λ ≥ 1.5 при наличии 
начального возмущения, имитированного в данной работе начальным углом поворота тел на 
угол 10°, тело разворачивается на 90°, при этом в процессе разворота образуется значительная 
боковая сила, которая приводит к росту скорости разлета в три раза по сравнению со случаем, 
когда возможность вращения не учитывается. 

Полученные результаты по моделированию вращающихся тел с удлинением отличным от 
единицы показывают, что вращение может оказывать значительное влияние на динамику поле-
та частей метеорного тела после фрагментации и, в частности, приводить к увеличению скоро-
сти разлета осколков в несколько раз по сравнению с телами сферической формы. 

Заключение 

Для исследования обтекания систем тел в условиях значительной интерференции разрабо-
танный метод решения сопряженной аэродинамической и баллистической задач дополнен рас-
четным алгоритмом, позволяющим учитывать влияние возникающего момент тангажа на дви-
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жение тел. Проведены расчеты динамики тел прямоугольной формы с учетом возможности 
вращения тела по углу тангажа (или углу атаки). Показано, что более вероятным является полет 
удлиненного тела с ориентацией большой стороны тела поперек потока, при этом реализуется 
максимальная сила торможения. Проведены расчеты разлета двух одинаковых тел с различным 
удлинением. После разлета тела летят большей стороной поперек потока. При разлете двух тел 
кроме расталкивающей силы из-за вращения образуется дополнительная боковая сила, которая 
приводит к значительному росту скорости разлета — в три раза для сделанных расчетов при 
большем удлинении тел. 

Полученные результаты важны для исследования баллистики метеорных тел. Вращение 
тел может существенно влиять на скорость разлета фрагментов метеорного тела после разру-
шения и, как следствие, приводить к значительно большей площади выпадения метеоритов. 
Разработанный алгоритм решения сопряженной аэродинамической и баллистической задач 
можно использовать для анализа полета систем тел с учетом взаимного влияния, в том числе 
и при вращении тел.  
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