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Работа посвящена численному моделированию плоской неизотермической нелинейной фильтрации 
в пористой среде. Рассматривается двумерная нестационарная задача течения высоковязкой нефти, воды 
и пара с фазовыми переходами. Нефтяная фаза представлена двумя псевдокомпонентами: легкой и тяже-
лой фракциями, которые, как и водный компонент, могут присутствовать в газовой фазе. Нефть проявля-
ет вязкопластическую реологию, ее фильтрация не подчиняется классическому линейному закону Дарси. 
При моделировании учтена не только зависимость плотности и вязкости флюидов от температуры, но 
и улучшение реологических свойств нефти с ростом температуры. 

Для численного решения задачи применен метод линий тока с расщеплением по физическим про-
цессам, заключающийся в отделении конвективного переноса, направленного вдоль скорости фильтра-
ции, от теплопроводности и гравитации. Предложен новый подход применения метода линий тока, по-
зволяющий корректно моделировать задачи нелинейной фильтрации с реологией, зависящей от темпера-
туры. Суть этого алгоритма заключается в рассмотрении процесса интегрирования как совокупности 
квазиравновесных состояний, которые достигаются путем решения системы на глобальной сетке и меж-
ду которыми решение проводится на сетке из линий тока. Использование метода линий тока позволяет 
не только ускорить расчеты фильтрации, но и получить физически достоверную картину решения, так 
как интегрирование системы происходит на сетке, совпадающей с направлением течения флюидов. 

Помимо метода линий тока, в работе представлен алгоритм учета негладких коэффициентов, воз-
никающих при решении уравнения течения вязкопластической нефти. Использование этого алгоритма 
позволяет сохранить достаточно большой шаг по времени и не изменяет физическую картину решения. 

Полученные результаты сопоставлены с известными аналитическими решениями, а также с резуль-
татами, полученными при расчете в коммерческом пакете. Анализ проведенных тестовых расчетов на 
сходимость по количеству линий тока, а также на разных сетках на линиях тока обосновывает примени-
мость предлагаемого алгоритма, а уменьшение времени расчета, по сравнению с традиционными мето-
дами, демонстрирует практическую значимость этого подхода. 
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The paper contains numerical simulation of nonisothermal nonlinear flow in a porous medium. Two-

dimensional unsteady problem of heavy oil, water and steam flow is considered. Oil phase consists of two 
pseudocomponents: light and heavy fractions, which like the water component, can vaporize. Oil exhibits 
viscoplastic rheology, its filtration does not obey Darcy's classical linear law. Simulation considers not only the 
dependence of fluids density and viscosity on temperature, but also improvement of oil rheological properties 
with temperature increasing. 

To solve this problem numerically we use streamline method with splitting by physical processes, which 
consists in separating the convective heat transfer directed along filtration from thermal conductivity and gravita-
tion. The article proposes a new approach to streamline methods application, which allows correctly simulate 
nonlinear flow problems with temperature-dependent rheology. The core of this algorithm is to consider the in-
tegration process as a set of quasi-equilibrium states that are results of solving system on a global grid. Between 
these states system solved on a streamline grid. Usage of the streamline method allows not only to accelerate 
calculations, but also to obtain a physically reliable solution, since integration takes place on a grid that coincides 
with the fluid flow direction. 

In addition to the streamline method, the paper presents an algorithm for nonsmooth coefficients account-
ing, which arise during simulation of viscoplastic oil flow. Applying this algorithm allows keeping sufficiently 
large time steps and does not change the physical structure of the solution. 

Obtained results are compared with known analytical solutions, as well as with the results of commercial 
package simulation. The analysis of convergence tests on the number of streamlines, as well as on different 
streamlines grids, justifies the applicability of the proposed algorithm. In addition, the reduction of calculation 
time in comparison with traditional methods demonstrates practical significance of the approach. 
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1. Введение 
В настоящее время нефтяные залежи, находящиеся в разработке, характеризуются ростом 

доли месторождений с трудноизвлекаемыми запасами, к которым, в частности, относятся ме-
сторождения тяжелых нефтей. Основной особенностью таких нефтей (по сравнению с легкими 
нефтями) являются как гораздо большие значения вязкости, так и вязкопластическая реология, 
согласно которой фильтрация нефти начинается при градиентах давления, больших предельно-
го значения. Ввиду уменьшения вязкости с ростом температуры, а также улучшения реологиче-
ских свойств наибольшее распространение получили тепловые методы увеличения нефтеотда-
чи (МУН). 

При численном моделировании разработки месторождений высоковязких нефтей с ис-
пользованием тепловых МУН возникает ряд трудностей. Во-первых, необходимо учитывать не 
только сложную реологию нефти, но и ее зависимость от температуры. Стоит отметить, что 
закон фильтрации с предельным градиентом, которому подчиняется большинство высоковяз-
ких нефтей, является негладкой функцией, вследствие чего невозможно использовать метод 
Ньютона для учета нелинейности в уравнении для давления. Во-вторых, при моделировании 
вариантов с фазовыми переходами, обусловленных закачкой водяного пара, значительно по-
вышается вычислительная сложность задачи ввиду наличия областей с резким изменением 
мольной доли фазы, а следовательно, и ее подвижности. В-третьих, для таких задач наблюдает-
ся эффект влияния ориентации разностной сетки на результат моделирования. Так, в случае 
моделирования вариантов вытеснения вязкопластической нефти горячей водой на элементе пя-
титочечной системы разработки, в котором скважины располагаются в углах расчетной облас-
ти, фронт вытеснения вытягивается вдоль координатных осей, в то время как вытеснение 
должно происходить по диагональному направлению [Computer Modelling Group Ltd., 2009]. 
Данный эффект обусловлен использованием с двухточечной аппроксимацией потоков (вдоль 
координатных направлений), что в совокупности с высоким контрастом подвижностей горячей 
воды и холодной высоковязкой нефти приводит к нефизическому результату. При использова-
нии более точных методов вид матрицы, полученной после аппроксимации, сильно усложняет-
ся, что замедляет скорость расчета. 

С учетом изложенных особенностей для получения достоверных результатов с помощью 
коммерческих пакетов моделирование необходимо проводить на подробных сетках, на расши-
ренном разностном шаблоне, что требует привлечения вычислительных кластеров. Поэтому 
основной задачей работы является разработка численного метода, позволяющего проводить 
расчеты неизотермической нелинейной фильтрации за более короткое время по сравнению со 
стандартными конечно-объемными методами. Для уменьшения вычислительной сложности 
задачи применен метод линий тока с расщеплением по физическим процессам, заключающийся 
в отделении конвективного переноса, направленного вдоль распространения потока, от процес-
сов, связанных с теплопроводностью и гравитацией, направление которых не совпадает с кон-
вективным потоком. Метод расщепления по физическим процессам позволяет упростить мат-
рицу системы уравнений, возникающую вследствие перехода от дифференциальной задачи 
к разностной, что приводит к ускорению расчетов, и потому нашел широкое практическое при-
менение [Белоцерковский, 1994; Годунов, Рябенький, 1977; Железнякова, 2013; Ковеня, Янен-
ко, 1981; Магомедов, Холодов, 2017; Марчук, 1988; Яненко, 1967; Яненко и др., 1967; Холодов, 
1978; Холодов, 1985]. 

В современной литературе представлены несколько разновидностей методов моделирова-
ния с использованием линий тока. В методах первого типа (методы трубок тока) [Lake et al., 
1981; Martin, Wegner, 1979; Renard, 1990; Thiele et al., 1996] трубка тока определяется как по-
верхность, образованная соседними линиями тока. Такое представление трубок тока является 
наглядным, однако вычислительно затратным для трехмерных задач и потому не нашло широ-
кого практического применения. В методах второго типа (методы линий тока) [Blunt et al., 
1996; Beraldo et al., 2009; Mallison, 2004; Thiele, 1994; Usman, 2007; Zhu, 2011] с каждой постро-
енной линией тока ассоциируется своя трубка тока, по имеющемуся полю скоростей вдоль ли-
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нии тока определяется объем трубки тока. Эти методы не требуют знания расположения границ 
трубок тока и нашли широкое применение для решения уравнений фильтрации. 

Одним из основных предположений метода линий тока является сохранение расхода 
вдоль трубки тока, которое выполняется только при моделировании изотермической фильтра-
ции несжимаемых флюидов. В настоящее время разработаны методики, которые позволяют 
проводить расчеты как для сжимаемых флюидов [Beraldo et al., 2009; Mallison, 2004; Thiele, 
1994], так и для неизотермических задач многокомпонентной фильтрации [Usman, 2007; Zhu, 
2011]. Среди рассмотренных работ наиболее полная методика применения метода линий тока 
для моделирования тепловых МУН описана в [Zhu, 2011]. В [Zhu, 2011] предложен способ 
учета изменения объема трубки тока при моделировании задач неизотермической фильтрации 
с фазовыми переходами. Однако при моделировании фильтрации не учтена вязкопластичная 
реология нефти. 

В работе основной акцент сделан на применении метода линий тока при решении задач 
вязкопластичной неизотермической фильтрации. Для моделирования нелинейной фильтрации, 
в которой реология зависит от температуры, предложен оригинальный подход с использовани-
ем линий тока, заключающийся в решении полной задачи на исходной двумерной сетке с по-
следующим расчетом этой системы на сетке, ассоциированной с линиями тока. Кроме того, 
предложен алгоритм автоматического перестроения линий тока. 

2. Математическая постановка задачи 

Рассматривается плоская задача (координаты x, y) неизотермической фильтрации воды, 
нефти и газа в пористой среде. Нефть представлена двумя компонентами (легкие и тяжелые 
фракции), которые могут переходить в газовую фазу. Водная фаза представлена только водным 
компонентом, который также может переходить в газовую фазу. Для фильтрации водной и га-
зовой фаз выполняется закон Дарси, в то время как движение нефтяной фазы подчиняется за-
кону фильтрации с предельным градиентом [Бернадинер, Ентов, 1975; Баренблатт и др., 1972; 
Бернадинер, Ентов, 1975], который получил широкое применение для описания течения высо-
ковязких нефтей. 

Уравнение баланса массы i-го компонента (вода, легкие или тяжелые фракции) имеет вид 
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где Ni — мольная концентрация i-го компонента, qi — его мольный расход на единицу объема, 
k — абсолютная проницаемость пласта, krj, ρj, µj — соответственно относительная фазовая про-
ницаемость (ОФП), плотность и вязкость фазы j (водная, нефтяная или газовая фаза), cij — 
мольная доля компонента i в фазе j, p — давление. Суммирование производится по фазам, 
в которых может присутствовать компонент i; Np — количество фаз. Коэффициент αj характе-
ризует отклонение фильтрации нефтяной фазы от линейного закона: 
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При градиентах давления, больших предельного (γ), фильтрация происходит по линейному за-
кону Дарси, а при меньших градиентах давления движение нефти прекращается. Для остальных 
фаз данный коэффициент равен 1. Установлено, что с ростом температуры предельный гради-
ент давления уменьшается, достигая нулевого значения при температурах, близких к 90 °С 
[Pang, Liu, 2012]. Поэтому при численном моделировании учтена зависимость предельного гра-
диента от температуры. 
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Уравнение баланса энергии с учетом кондуктивного теплопереноса имеет вид 
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где e — плотность внутренней энергии, qe — объемная плотность источников тепла (энергии), 
hij — молярная энтальпия компонента i в фазе j, T — температура, λ  — осредненный коэффи-
циент теплопроводности смеси, Nc — количество компонентов. При написании соотноше-
ний (1)–(3) предполагается равенство нулю капиллярного давления, что справедливо в случае 
фильтрации высоковязких нефтей и природных битумов. Кроме того, предполагается равенство 
температур фаз, что соответствует локальному тепловому равновесию. 

Уравнения баланса массы компонента и энергии дополнены соотношениями, которые ха-
рактеризуют зависимость плотности, вязкости, энтальпии фаз от температуры и давления. 
В качестве замыкающих соотношений использованы корреляции из широко используемых про-
граммных пакетов [Computer Modelling Group Ltd., 2009; Schlumberger Ltd., 2009]. Уравнение 
совместности объемов фаз — 
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— используется для получения уравнения для давления. Здесь Vj — объем фазы j, Vp — объем 
порового пространства, занятого фазами. Варьируя невязку (4), получаем: 
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Подставляя в (5) уравнения из (1) и (3), получаем уравнение для давления: 
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Для задания начальных условий используются распределения давления, температуры 
и мольных долей компонентов. Из этих данных после расчета фазового равновесия можно по-
лучить распределение начальных мольных концентраций, фазовых насыщенностей и плотно-
стей внутренних энергий. Константы фазового равновесия вычисляются по корреляции Виль-
сона [Wilson, 1969]. 

В процессе моделирования пласт предполагается замкнутым, поэтому в процессе решения 
исходной двумерной задачи на границах расчетной области заданы условия непротекания всех 
фаз, а также нулевой поток энергии. Резервуар расположен в горизонтальной плоскости, 
вскрытие его осуществляется вертикальными нагнетательными и добывающими скважинами. 
Контроль нагнетательных скважин происходит по постоянному давлению либо расходу зака-
чиваемых фаз (вода, пар, пароводяная смесь). На добывающих скважинах поддерживается по-
стоянное забойное давление. 

3. Численный метод 

Численное решение уравнений фильтрации (1), (3), (6) на двумерной сетке осуществляется 
методом IMPEC (неявный по давлению, явный по концентрациям компонентов), основным 
предположением которого является независимость капиллярного давления от времени [Aziz, 
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Settari, 1979]. Идея метода заключается в том, что при аппроксимации уравнения (6) давление 
учитывается неявно на (n + 1)-ом временном слое, а остальные переменные учитываются явно,  
на n-м слое. В качестве основных переменных используются давление p, внутренняя энергия 
смеси e, молярные концентрации компонентов Ni. 

Систему уравнений, получающуюся в случае метода IMPEC, можно записать в терминах 
невязки Rl,m: 
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 (7) 

Здесь вектор основных переменных обозначен как ( ), , ,T
iU p e N=  а ( ), ,T

iW e N=  в качестве 
функций ψ1 и ψ2i используются аппроксимации пространственной и источниковой части урав-
нений (1) и (3): 
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Индексы l и m характеризуют расположение узла двумерной расчетной сетки; , 1 2, ,i l mTX ±  

, , 1 2i l mTY ±  — коэффициенты межблочной проводимости для потока массы компонента i в на-
правлении x и y соответственно; 1 2, ,l mTEX ±  , 1 2l mTEY ±  — коэффициенты межблочной проводи-
мости для потока энергии. Первое уравнение системы (7) выражает условие совместности объ-
емов фаз, с помощью которого получено уравнение для давления (6). 

Рассмотрим более детально алгоритм решения системы (1), (3), (6) методом IMPEC. На 
первом шаге, после генерации начальных условий, численно рассчитываются производные от 
суммарной насыщенности SΣ, входящие в уравнение (6). Дискретизация уравнения для давле-
ния [Холодов, 1984; Холодов, 1985] на пятиточечном конечно-разностном шаблоне (в терминах 
невязки) имеет вид 

 1 1 1 1 1
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l m l m l m l m l m l m l m l m l m l m l m l mR c p f p a p b p g p d+ + + + +
+ + − −= + + + + − =  (8) 

Ввиду того что коэффициенты c, b, g, f, a в левой части системы (8) являются функциями 
решения, для их корректного учета был применен метод Ньютона [Aziz, Settari, 1979]. Согласно 
этому методу давление на следующем временном слое вычисляется итерационно, 
т. е. , 1lim ,n k n

k
p p +

→∞
=  где k — номер итерации. Обозначив 1 , 1 ,k n k n kp pδ + += −  вариацию давления, 

метод Ньютона для системы (8) можно записать следующим образом: 
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 (9) 

где элементы матрицы Якоби вычисляются численно (метод переменных секущих): 
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Рассматриваемый подход не требует аналитического вычисления производных компонентного 
состава и PVT-свойств по давлению (и потому прост в реализации), однако уменьшает порядок 
сходимости (итоговый порядок не может превышать 1.5). После решения системы (9) произво-
дится проверка решения на сходимость и обновление давления. Контроль сходимости осущест-
вляется по норме невязки , .k

l mR  
Источниковые члены, входящие в уравнение, также учитываются неявно, с помощью ал-

горитма Писмана [Peaceman, 1983; Каневская, 2002]. 
После определения давления явно [Холодов, 1978; Холодов, 1985] рассчитываются внут-

ренняя энергия и молярные концентрации компонентов: 
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Подобный алгоритм вычисления накладывает ограничение на величину временного шага, при 
этом из-за нелинейностей в коэффициентах непосредственное вычисление условия устойчиво-
сти метода невозможно. Поэтому для контроля при явном решении системы (7) анализирова-
лось относительное изменение внутренней энергии и молярных концентраций.  

Определив значения основных переменных, необходимо вычислить распределение  
флюидонасыщенностей, а также температуру и компонентный состав смеси. Расчет фазового 
равновесия проводится итерационно [Walas 1985]: по имеющейся энергии и начальному при-
ближению к температуре определяется компонентный состав, а затем получившаяся полная 
внутренняя энергия сравнивается с исходным значением. Исходя из изменения энергии, кор-
ректируется температура, после чего расчет компонентного состава повторяется. 

Вычислив равновесную температуру смеси, а также ее компонентный состав, можно опре-
делить фазовый состав из соотношения 

 ,i
j ij

ii

NS c
φρ

=∑   

после чего проверяется условие совместности объемов фаз (1). При достижении сходимости по 
фазовым насыщенностям время инкрементируется. 

При решении системы (7) теплопроводность учитывается на отдельном этапе [Шевченко, 
2015]. Перед решением уравнения для давления производится корректировка внутренней энер-
гии по уравнению 

 div ,
ne T T T

T
κ

τ
∂ −

= ∇
∂

 (10) 

где κ — коэффициент температуропроводности. Численное решение уравнения (10) осуществ-
ляется неявным методом на пятиточечном разностном шаблоне, аналогичном тому, который 
использовался для решения уравнения для давления. После определения температуры T  пере-
считывается внутренняя энергия: 

 , , div .n n
l m l me e Tτ κ= + ⋅ ∇  (11) 

Полученное значение энергии ,
n
l me  используется при решении системы (7) методом IMPEC. 

Как было отмечено ранее, для учета нелинейности коэффициентов в уравнении для давле-
ния применен метод Ньютона. Однако его использование налагает ограничения на гладкость 
этих коэффициентов. В частности, реологическая кривая закона фильтрации с предельным гра-
диентом является кусочно-гладкой (а следовательно, и коэффициент αj), в результате чего ме-
тод Ньютона при решении уравнения (6) не сойдется. Поэтому в окрестности точки разрыва 
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производной (при градиенте давления, равном критическому значению) производилось сгла-
живание коэффициента αj, а точнее его производной по давлению. Данный подход является 
разновидностью методов сквозного счета, которые позволяют моделировать многомерные за-
дачи с большим числом точек разрыва производной реологической кривой [Бородин, 2015]. 
В качестве сглаживающей функции использовалась следующая аппроксимация: 

 ( )[ ] ,1
12 −−∇−+= γα pkj e

dp
d

  

где коэффициент k определяет ширину интервала сглаживания. Как результат, сходимость ме-
тода Ньютона сохранится, причем для более быстрой сходимости необходимо сильное сглажи-
вание функции в окрестности точки разрыва производной, что может привести к искажению 
физической картины решения. В частности, при фильтрации вязкопластичной жидкости с пре-
дельным градиентом размер зоны возмущения характеризуется предельным значением, за ко-
торым давление равно начальному пластовому значению. Сглаживание закона фильтрации 
приведет к изменению величины предельного градиента, а потому размер возмущенной зоны 
будет отличаться от истинного размера. Поэтому необходимо разработать алгоритм, позво-
ляющий учесть в законе фильтрации кусочно-линейную реологию без ее существенного иска-
жения. 

В работе предложен метод доопределения коэффициента αj из уравнения 

 
1

1,
k
j k k

fict j j
d

d
α

τ α α
τ

+
+= −  (12) 

где τfict — фиктивное время, k — номер итерации по давлению. Уравнение (12) описывает ре-
лаксацию множителя αj к его значению на предыдущем временном слое при малых шагах ин-
тегрирования τ уравнения для давления, скорость релаксации определяется величиной τfict. Учи-
тывая, что при 0=τ  1 ,k n
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Решение системы (7) на глобальной двумерной сетке производится в течение времени 
пьезпопроводности: 
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где L — характерный масштаб расчетной области, cf,j — сжимаемость фазы j, максимум рассчи-
тывается по всем фазам. 

4. Подход с использованием линий тока 

На сегодняшний день существует ряд работ, посвященных моделированию многофазной 
фильтрации методом линий тока как в изотермической постановке [Beraldo et al., 2009; 
Mallison, 2004; Thiele, 1994], так и неизотермической [Usman, 2007; Zhu, 2011]. Основная идея 
этих методов заключается в последовательном решении уравнения для давления на глобальной 
сетке с последующим определением фазовых насыщенностей и температуры вдоль трубок то-
ка. Расщепление системы уравнений фильтрации (в неизотермическом случае) по физическим 
процессам производится следующим образом (рис. 1). 
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1. Зная распределение неизвестных на предыдущем временном слое, интегрируется 
уравнения для давления в двумерной области с учетом сжимаемости флюидов и ске-
лета (при этом температура и насыщенности зафиксированы). 

2. Определив распределение давления, производится трассировка линий тока, после чего 
рассчитывается поле температур и насыщенностей вдоль линий тока. Этот расчет мо-
жет проводиться как совместно [Zhu, 2011], так и последовательно [Usman, 2007]. 

3. Интерполяция полученных значений температуры и насыщенностей на двумерную 
сетку. 

 
Рис. 1. Схема моделирования методом линий тока, предложенная в работах [Beraldo et al., 2009; Mallison, 
2004; Thiele, 1994]. Согласно этой схеме численное решение уравнения для давления проводится на ис-
ходной двумерной сетке при фиксированной температуре и фазовых насыщенностях, после чего проис-
ходит уточнение температуры и насыщенностей путем решения соответствующих уравнений на сетке из 
линий тока 

Использование такого подхода позволяет получить достоверные результаты в случае изо-
термической фильтрации несжимаемых флюидов, когда объем трубки тока не изменяется во 
времени. В случае фильтрации воды применяется дополнительная методика корректировки 
объема трубки тока [Cheng et al., 2006.], что позволяет получить приемлемые результаты. Од-
нако в случае фильтрации с фазовыми переходами, которые возникают вследствие закачки па-
ра, объем трубки тока изменяется значительно. Поэтому для учета изменения объема трубки 
тока система уравнений одномерной фильтрации решается совместно, т. е. определяется не 
только температура и насыщенности фаз, но и давление [Zhu, 2011]. Во всех рассмотренных 
методах на первом этапе, при решении уравнения для давления, насыщенности фаз и темпера-
тура считаются фиксированными. В работе [Usman, 2007] был также представлен алгоритм, 
в котором уравнения для давления и насыщенностей решаются совместно, на линиях тока рас-
считывается только температура из баланса энергии (остальные переменные фиксированы). 
Использование такого подхода позволило улучшить достоверность результатов, но привело 
к замедлению расчетов. 

Во всех упомянутых работах фильтрация нефти (как и остальных фаз) подчинялась линей-
ному закону Дарси. В случае закона фильтрации с предельным градиентом распределение дав-
ления и насыщенности сильно зависит от величины предельного градиента. Так, в случае од-
нофазной фильтрации возмущение от скважины распространяется на конечное расстояние, 
равное Δ ,p γ  где Δp — разница забойного и начального пластового давлений [Баренблатт 
и др., 1972; Бернадинер, Ентов, 1975]. В случае предельного градиента, зависящего от темпера-
туры, неучет изменения последней приведет к некорректному распределению давления и, как 
следствие, ошибочной геометрии линий тока и их взаимному расположению. Следовательно, 
для корректной трассировки линий тока необходимо полное решение уравнений фильтрации на 
глобальной сетке, в результате чего теряется необходимость в последующем решении уравне-
ний вдоль линий тока. Исходя из этих рассуждений, основной идеей предлагаемого метода яв-
ляется использование линий тока для решения уравнений фильтрации на следующих времен-
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ных шагах, а не для уточнения решения на текущем временном слое. При этом сетка на линиях 
тока должна перестраиваться в случае существенного отличия решения на соседних линиях 
тока. Для этого после нарушения условия сходимости решения между линиями тока выполня-
ется интегрирование уравнений на исходной декартовой сетке в течение времени установления, 
после чего выполняется перестроение линий тока и т. д. Таким образом, интегрирование систе-
мы уравнений фильтрации рассматривается как совокупность квазиравновесных состояний, 
между которыми уравнение решается на сетке из линий тока (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Предлагаемая схема моделирования методом линий тока. В представленной схеме решение пол-
ной системы уравнений фильтрации проводится на глобальной сетке и на линиях тока. Для корректного 
построения линий тока решение системы на глобальной сетке осуществляется в течение времени уста-
новления. При значительном отличии решений между соседними линиями тока расчет на глобальной 
сетке повторяется 

Остановимся на общей схеме моделирования с использованием предлагаемой методики.  
1. Зная распределение неизвестных на предыдущем временном слое, решается система 

уравнений (7) на глобальной сетке в течение времени пьезопроводности.  
2. Рассчитав поле суммарной скорости фильтрации, проводится построение линий тока 

с помощью метода Поллока [Pollock, 1988], определяются геометрические характери-
стики трубок тока. Затем производится интерполяция основных переменных на полу-
чившуюся сетку. 

3. Интегрируются уравнения фильтрации (7) без учета теплопроводности на сетке, ас-
социированной с трубками тока. Процесс прекращается, когда давление между дву-
мя соседними трубками тока, пересекающими одну и ту же ячейку, отличается более 
чем на заданную величину. В случае существенного различия решений расчет на 
трубках тока прекращается, полученное решение интерполируются на двумерную 
сетку. 

4. Учет теплопроводности путем решения уравнений (10)–(11) на двумерной сетке. 
5. Переход к п. 1 для расчета следующего квазиравновесного состояния. 
Выбор метода Поллока для трассировки линий тока обусловлен несколькими причинами. 

Во-первых, положение линии тока определяется аналитически при условии кусочно-линейного 
распределения скорости фильтрации внутри ячейки двумерной сетки, что упрощает реализа-
цию данного метода. Во-вторых, помимо координат линий тока, в процессе трассировки рас-
считывается так называемое время пролета частицы (time of flight — TOF) — время, необходи-
мое частице для преодоления расстояния между двумя сегментами линии тока. По определе-
нию, время пролета вычисляется как 

 ( ) ( )
0

d ,
s
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t
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где s — координата вдоль линии тока. В предположении постоянства потока вдоль трубки тока, 
ассоциированной с линией тока, можно получить выражение для объема трубки тока :slV  

 ( ) ( ) ( ) ( )d ,
out out

in in

s s

sl TOF
s s

V A q dϕ ξ ξ ξ ξ τ ξ ξ= =∫ ∫  (14) 

где ( )A ξ  — площадь поперечного сечения трубки тока на участке от sin до sout, ( )q ξ  — расход 
вдоль трубки тока. Таким образом, рассчитав время пролета частицы вдоль линии тока и рас-
ход вдоль ассоциированной трубки тока, можно вычислить геометрические размеры сетки на 
трубках тока, при этом не требуется определять положение границ последней. 

Построение линий тока начинается от нагнетательных скважин и заканчивается либо на до-
бывающей скважине, либо на границе с нулевой скоростью фильтрации. Если в расчетной области 
присутствует ячейка, в которой скорость не равна нулю и через которую не проходит линия тока, 
то из этой ячейки испускается линия тока по градиенту скорости фильтрации и в противополож-
ном направлении. Предполагается равномерность потока вблизи скважины, поэтому расход вдоль 
трубки тока равен усредненному расходу скважины по испускаемым из нее трубкам тока. 

Получающаяся в результате трассировки сетка является существенно неравномерной, так 
как узлы сетки соответствуют точкам пересечения линии тока с двумерной сеткой. Применение 
такой сетки для численного решения уравнений фильтрации налагает серьезные ограничения 
на величину временного шага. Для улучшения сходимости решения исходная сетка на линиях 
тока заменяется на равномерную, для которой пересчитываются время пролета между сосед-
ними узлами, а также геометрические характеристики новой сетки. Также стоит отметить, что 
предположение линейного распределения скорости фильтрации внутри декартовой ячейки на-
рушается вблизи скважины, в результате чего линии тока отстраиваются от границы ячейки, 
содержащей скважину [Beraldo et al., 2009; Mallison, 2004; Thiele, 1994]. Такой подход вносит 
дополнительную погрешность аппроксимации граничных условий, особенно если принимать 
во внимание размер расчетных ячеек при полномасштабном моделировании (порядка сотни 
метров). Для ячеек одномерной сетки, примыкающих к скважине, ширина 3 2yΔ  рассчитывает-
ся с использованием межблочной проводимости: 
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3 2 2 1 3 2 2 1
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где slq  — суммарный расход фаз на входе в трубку тока, sln  — количество линий тока, выхо-
дящих из ячейки ( ), ,l m  ,l mQ  — дебит всех фаз в скважине, 3 2Xλ  — суммарная подвижность 
на границе расчетной ячейки. Давление p1 соответствует давлению в скважине, давление p2 оп-
ределяется в результате интерполяции с глобальной сетки на трубку тока. Интерполяция гло-
бальных переменных осуществляется по билинейному алгоритму, затем эти значения квадра-
тично интерполируются на равномерную сетку на трубке тока. 

После определения решения на трубках тока проводится интерполяция на исходную нерав-
номерную сетку на трубке тока. Затем для обратной интерполяции решения с трубок тока на гло-
бальную сетку используется алгоритм, описанный в [Bordbar, Faroughi, 2018]. Значение в узле 
двумерной сетки вычисляется как средневзвешенное значение по трубкам тока, проходящим че-
рез рассматриваемую ячейку, где в качестве веса используется объем сегмента трубки тока: 
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где ,l mU  — вектор неизвестных в ячейке ( ), ,l m  суммирование проводится по всем линиям то-
ка, пересекающим эту ячейку. 

Так как направление кондуктивного теплопереноса не совпадает со скоростью фильтра-
ции, учет теплопроводности при решении системы уравнений (7) вдоль линий тока произво-
дится на отдельном этапе, после интерполяции решения на двумерную сетку. Пересчет внут-
ренней энергии и температуры происходит так же, как и в двумерном случае, путем решения 
вспомогательных уравнений (10)–(11) на интервале времени, в течение которого фильтрация 
рассчитывалась на линиях тока. 

5. Результаты моделирования 

Для проверки предложенного численного метода, а также его реализации был проведен 
ряд расчетов. Для проверки реализации многофазной фильтрации рассматривалась задача 
плоскопараллельного вытеснения нефти водой в изотермической постановке (задача Баклея–
Леверетта). В невозмущенном пласте, насыщенном нефтью, включаются нагнетательная и до-
бывающая скважины, расположенные на границах расчетной области. Закачка воды и отбор 
флюидов осуществляются при постоянном забойном давлении. Для ньютоновской фильтрации 
несжимаемых флюидов рассматриваемая задача допускает аналитическое решение. На рис. 3 
представлены распределения водонасыщенности по координате для аналитического решения 
и численного решения, полученного при разных размерах расчетных ячеек. Из представленных 
распределений видно, что область вытеснения разбивается на невозмущенную и возмущенную 
части, между которыми насыщенность меняется скачкообразно. Такое распределение насы-
щенности является следствием гиперболического характера уравнений, получающихся при ре-
шении задачи Баклея–Леверетта в предположении несжимаемости флюидов [Басниев и др., 
1993]. В то же время при сгущении расчетной сетки численное решение сходится к аналитиче-
скому, причем площадь под графиком насыщенности сохраняется, что отражает консерватив-
ность используемой разностной схемы. 

 
Рис. 3. Распределение водонасыщенности при плоскопараллельном вытеснении 

Для тестирования предложенного алгоритма учета негладких коэффициентов была рас-
смотрена задача однофазной прямолинейно-параллельной фильтрации упругой вязкопластич-
ной жидкости. В начальный момент времени в нефтяном пласте включается галерея из добы-
вающих скважин. Контроль скважин осуществляется по постоянному забойному давлению. 
Нефть движется по закону фильтрации с предельным градиентом. После начала работы сква-
жин расчетная область разбивается на зону, охваченную воздействием от скважин, и невозму-
щенный пласт, причем размер этой области при больших временах стремится к величии-
не Δ .p γ   
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На рис. 4 представлены результаты моделирования для различных моментов времени. 
Видно, что в начальный момент времени размер воронки депрессии немного меньше аналити-
ческого решения, однако с увеличением времени результаты моделирования лучше согласуют-
ся с аналитическим решением. Учитывая, что при моделировании вариантов разработки место-
рождений используются временные шаги порядка десятков часов, использование представлен-
ного метода учета негладких коэффициентов актуально для таких задач. 

 
Рис. 4. Распределение давления при однофазной фильтрации упругой вязкопластичной жидкости при 
различных временах. Начальное пластовое давление равно 110 атм. В левом углу расчетной области рас-
положена добывающая скважина, забойное давление которой равно 10 атм. Предельный градиент — 
1.2 атм/м 

Также были проведены тестовые расчеты неизотермического вытеснения в двумерной об-
ласти. Рассматривалась плоская задача фильтрации упругой ньютоновской жидкости. В центре 
пласта располагается нагнетательная скважина, в которой поддерживаются постоянное забой-
ное давление и температура закачиваемой воды. Пласт замкнутый: на границах заданы условия 
непротекания. Сравнение проводилось с результатами расчетов на коммерческом симуляторе. 
На рис. 5–6 представлены соответственно зависимости скорости закачки (приемистости) от 
времени и давления в ячейке со скважиной от времени. Полученные результаты моделирования 
в разработанной программе хорошо согласуются с результатами моделирования в коммер-
ческом пакете. Таким образом, численный метод и его реализация позволяют проводить кор-
ректные расчеты неизотермической двумерной и одномерной фильтрации неньютоновских 
жидкостей. 
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Рис. 5. Зависимость приемистости от времени при моделировании закачки горячей воды в случае пло-
ской неизотермической фильтрации ньютоновских жидкостей. Рассматривается замкнутый пласт, вскры-
тый одиночной скважиной, работающей с постоянным забойным давлением и температурой закачивае-
мой воды 

 
Рис. 6. Зависимость давления в ячейке со скважиной от времени при моделировании закачки горячей 
воды в случае плоской неизотермической фильтрации ньютоновских жидкостей. Рассматривается замк-
нутый пласт, вскрытый одиночной скважиной, работающей с постоянным забойным давлением и темпе-
ратурой закачиваемой воды 

Для проверки реализации метода линий тока были проведены тестовые расчеты на эле-
менте симметрии пятиточечной системы разработки (рис. 7). В левом верхнем углу расчетной 
области располагается нагнетательная скважина, закачивающая горячую воду заданной темпе-
ратуры при постоянном забойном давлении. В правом нижнем углу — добывающая скважина, 
работающая при постоянном забойном давлении. Изначально пласт насыщен водой и нефтью. 
Исследовалась сходимость представленного метода при изменении числа линий тока, сетки на 
линиях тока, соотношения между временем расчета на линиях тока и на глобальной сетке. Ре-
зультаты расчетов сопоставлялись с результатами моделирования в коммерческом пакете с ис-
пользованием пятиточечного и девятиточечного разностных шаблонов. 

На рис. 8–9 приведены результаты расчетов с использованием линий тока при изменении 
числа линий тока. Видно, что во всех расчетах ввиду более раннего прорыва воды (при 
3000 днях) скорость закачки воды превышает результат, полученный на пятиточечном и девя-
титочечном разностных шаблонах без использования линий тока (прорыв воды при 3500 днях). 
Это связано с тем, что фронт вытеснения направлен в диагональном направлении, поэтому при 
расчете на пятиточечном шаблоне фронту вытеснения приходится преодолевать больший путь,  
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Рис. 7. Расчетная область и пример построения линий тока. Рассматривается элемент пятиточечной сис-
темы разработки, в котором нагнетательная скважина располагается в левом верхнем углу, а добываю-
щая скважина располагается в правом нижнем углу 

(а) До 5000 дней (б) С 5000 до 7000 дней 

Рис. 8. Зависимость накопленной закачки воды от времени при моделировании элемента пятиточечной 
системы разработки с различным количеством линий тока nsl 

 
так как перетоки между ячейками в диагональном направлении отсутствуют. В то же время ис-
пользование девятиточечного разностного шаблона значительно не меняет результат модели-
рования, так как доля потока, проходящего в диагональном направлении, в 2 раза меньше доли 
потока в горизонтальном направлении [Shiralkar, Stephenson, 1987]. 

Кроме анализа чувствительности решения к изменению числа линий тока, были проведе-
ны тестовые расчеты при изменении сетки на линиях тока, а также расчеты при различном со-
отношении времени расчета на глобальной сетке (τglobal) и на сетке из линий тока (τstream). На 
рис. 10–13 представлены результаты тестовых расчетов. Анализ полученных результатов пока-
зывает, что для корректного моделирования рассматриваемой задачи необходимо использовать  
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(а) До 5000 дней (б) С 5000 до 7000 дней 

Рис. 9. Зависимость накопленной добычи нефти от времени при моделировании элемента пятиточечной 
системы разработки с различным количеством линий тока nsl 

(а) До 4000 дней (б) С 4000 до 7000 дней 

Рис. 10. Зависимость накопленной закачки воды от времени при моделировании элемента пятиточечной 
системы разработки на различных сетках вдоль линий тока nx 

(а) До 4000 дней (б) С 4000 до 7000 дней 

Рис. 11. Зависимость накопленной добычи нефти от времени при моделировании элемента пятиточечной 
системы разработки на различных сетках вдоль линий тока nx 
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(а) До 5000 дней (б) С 5000 до 7000 дней 

Рис. 12. Зависимость накопленной закачки воды от времени при моделировании элемента пятиточечной 
системы разработки с различным соотношением между временем расчета на глобальной сетке τglobal и на 
линиях тока τstream 

(а) До 5000 дней (б) С 5000 до 7000 дней 

Рис. 13. Зависимость накопленной добычи нефти от времени при моделировании элемента пятиточечной 
системы разработки с различным соотношением между временем расчета на глобальной сетке τglobal и на 
линиях тока τstream 

(а) Без использования линий тока (б) С использованием линий тока 

Рис. 14. Поле температуры, полученное в результате моделирования вытеснения ньютоновской нефти 
горячей водой на элементе пятиточечной системы разработки 
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не менее 20 ячеек на линиях тока. В противном случае из-за большой погрешности в интерпо-
ляции с исходной неравномерной сетки на линиях тока на равномерную сетку закачка воды 
значительно завышается (рис. 10, 11). В то же время изменение соотношения времен τglobal 
и τstream слабо сказывается на результатах расчетов (рис. 12, 13). Полученные в ходе расчетов 
распределения температуры обладают физической достоверностью (рис. 14). Таким образом, 
реализация метода линий тока позволяет проводить многовариантные расчеты неизотермиче-
ской нелинейной фильтрации. 

6. Заключение  

В работе разработан новый метод учета негладких коэффициентов, возникающих при ре-
шении системы уравнений вязкопластичной фильтрации нефти. Проведенные тестовые расче-
ты подтверждают корректность представленного метода. Кроме того, использование разрабо-
танного алгоритма учета нелинейности обеспечивает высокую скорость расчета рассматривае-
мых задач, при этом не изменяя предельную зону возмущения, в результате чего не искажается 
коэффициент охвата разработкой. 

Также в работе предложен метод моделирования задач фильтрации с использованием ли-
ний тока. Отличительной особенностью этого метода является рассмотрение процесса интегри-
рования как совокупности квазиравновесных состояний, между которыми система уравнений 
решается на исходной двумерной сетке. Использование метода линий тока является эффектив-
ным инструментом моделирования, так как допускает эффективное распараллеливание и обес-
печивает физическую достоверность результатов, что было подтверждено тестовыми расчетами. 
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