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Изучение физиологических и патофизиологических процессов, связанных с системой кровообраще-
ния, является на сегодняшний день актуальной темой многих исследований. В данной работе рассмат-
ривается ряд подходов к математическому моделированию кровотока, основанных на пространственном
осреднении и/или использующих стационарное приближение. Обсуждаются допущения и предположе-
ния, ограничивающие область применения моделей такого рода. Приводятся наиболее распространенные
математические постановки задач и кратко описываются методы их численного решения. В первой части
обсуждаются модели, основанные на полном пространственном осреднении и/или использующие стацио-
нарное приближение. Один из наиболее распространенных на сегодняшний день подходов состоит в про-
ведении аналогий между течением вязкой несжимаемой жидкости в эластичных трубках и электрическим
током в цепи. Такие модели используются не только сами по себе, но и как способ постановки граничных
условий в моделях, учитывающих одномерную или трехмерную пространственную зависимость пере-
менных. Динамические, полностью осредненные по пространству модели позволяют описывать динами-
ку кровотока на достаточно больших временных интервалах, равных длительности десятков сердечных
циклов и более. Далее рассмотрены стационарные модели основанные как на полностью осредненном,
так и на двухмерном подходе. Такие модели могут быть использованы для моделирования кровотока
в микроциркуляторном русле. Во второй части обсуждаются модели, основанные на одномерном осред-
нении параметров кровотока. Преимущество данного подхода также состоит в невысоких, по сравнению
с трехмерным моделированием, требованиях к вычислительным ресурсам и возможности охвата всех
достаточно крупных кровеносных сосудов в организме. Модели данного типа позволяют рассчитывать
параметры кровотока в каждом сосуде сосудистой сети, включенной в модель. Структура и параметры
такой сети могут быть заданы как на основе данных литературы, так и с помощью методов сегментации
медицинских данных. Основными и весьма существенными предположениями при выводе одномерных
уравнений из уравнений Навье –Стокса с помощью асимптотического анализа или их интегрирования по
объему являются радиальная симметрия течения и постоянство формы профиля скорости в поперечном
сечении. Существующие в настоящее время работы, посвященные валидации одномерных моделей, их
сравнению между собой и с данными клинических исследований, позволяют говорить об успешности
данного подхода и подтверждают возможность его использования в медицинской практике. Одномерные
модели позволяют описывать такие динамические явления, как распространение пульсовой волны и зву-
ки Короткова. В этом приближении могут быть учтены такие факторы, как действие на кровоток силы
тяжести, действие на стенки сосудов силы сжатия мышц, регуляторные и ауторегуляторные эффекты.
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The study of the physiological and pathophysiological processes in the cardiovascular system is one of
the important contemporary issues, which is addressed in many works. In this work, several approaches to the
mathematical modelling of the blood flow are considered. They are based on the spatial order reduction and/or
use a steady-state approach. Attention is paid to the discussion of the assumptions and suggestions, which are
limiting the scope of such models. Some typical mathematical formulations are considered together with the
brief review of their numerical implementation. In the first part, we discuss the models, which are based on the
full spatial order reduction and/or use a steady-state approach. One of the most popular approaches exploits the
analogy between the flow of the viscous fluid in the elastic tubes and the current in the electrical circuit. Such
models can be used as an individual tool. They also used for the formulation of the boundary conditions in the
models using one dimensional (1D) and three dimensional (3D) spatial coordinates. The use of the dynamical
compartment models allows describing haemodynamics over an extended period (by order of tens of cardiac
cycles and more). Then, the steady-state models are considered. They may use either total spatial reduction or
two dimensional (2D) spatial coordinates. This approach is used for simulation the blood flow in the region of
microcirculation. In the second part, we discuss the models, which are based on the spatial order reduction to the
1D coordinate. The models of this type require relatively small computational power relative to the 3D models.
Within the scope of this approach, it is also possible to include all large vessels of the organism. The 1D models
allow simulation of the haemodynamic parameters in every vessel, which is included in the model network.
The structure and the parameters of such a network can be set according to the literature data. It also exists
methods of medical data segmentation. The 1D models may be derived from the 3D Navier – Stokes equations
either by asymptotic analysis or by integrating them over a volume. The major assumptions are symmetric flow
and constant shape of the velocity profile over a cross-section. These assumptions are somewhat restrictive and
arguable. Some of the current works paying attention to the 1D model’s validation, to the comparing different
1D models and the comparing 1D models with clinical data. The obtained results reveal acceptable accuracy.
It allows concluding, that the 1D approach can be used in medical applications. 1D models allow describing
several dynamical processes, such as pulse wave propagation, Korotkov’s tones. Some physiological conditions
may be included in the 1D models: gravity force, muscles contraction force, regulation and autoregulation.
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Введение

Сердечно-сосудистые заболевания по-прежнему являются лидирующим фактором смерт-
ности во всем мире. Поэтому изучение физиологических и патофизиологических процессов
в сердечно-сосудистой системе (ССС) остается актуальной темой многих современных науч-
ных исследований. Одним из активно развивающихся направлений в этой области является ма-
тематическое моделирование кровотока с помощью моделей, в том числе использующих раз-
личные степени пространственного осреднения. За последние 30 лет сформировалось несколько
ключевых подходов, позволяющих математически описывать локальные и системные процессы,
связанные с течением крови. Разрабатываемые в настоящее время пациентоориентированные
вычислительные технологии делают возможным проведение индивидуализированных виртуаль-
ных исследований для анализа тяжести заболеваний ССС и оценки эффективности различных
способов лечения до начала медикаментозной или хирургической терапии.

В зависимости от прикладной задачи предложены математические модели кровотока, име-
ющие различную степень пространственной детализации. Полностью осредненные по простран-
ству модели (нульмерные модели) оперируют средними характерными значениями кровотока
и давления во всем организме или его частях (компартментах), соответствующих органам, участ-
кам тканей или отдельным частям тела, без детализации параметров кровотока в конкретных
сосудах [Crepeau, Sorine, 2007]. Для создания таких моделей, как правило, используется матема-
тический аппарат, включающий алгебраические и обыкновенные дифференциальные уравнения
(ОДУ) [Quarteroni, Rozza, 2014]. Осредненные модели этого вида содержат небольшое коли-
чество хорошо определяемых для конкретного организма параметров. Они не требовательны
к вычислительным ресурсам и позволяют достаточно точно и быстро воспроизводить общие фи-
зиологические закономерности и процессы с большими характерными временами (около десяти
сердечных циклов и более). Например, динамическая четырехкамерная модель сердца, основан-
ная на жесткой системе обыкновенных дифференциальных уравнений [Холодов, 2001], модель
церебральной гемодинамики, основанная на нелинейном дифференциальном уравнении Ван дер
Поля –Дуффинга [Parshin et al., 2016; Cherevko et al., 2016]. Другим направлением использова-
ния моделей данного класса является описание стационарных и квазистационарных состояний
организма. Например, течение крови в микроциркуляторном русле (двумерная по пространству
стационарная модель) [Isaikin et al., 2005; Kholodov et al., 2005; Kholodov et al., 2006], средние па-
раметры при периодическом функционировании сердца (стационарная модель без детализации
по пространству, то есть фактически параметрическая функциональная зависимость) [Холодов,
Евдокимов, 2001; Симаков и др., 2008].

Детальное описание течения крови в крупных сосудах проводится с помощью уравне-
ний Навье –Стокса в трехмерном или двумерном приближении [Formaggia et al., 2009]. Такой
подход требует применения методов решения нелинейных уравнений в частных производных
в трехмерных областях сложной формы [Blanco, Feijóo, 2010; Xiao et al., 2014]. При этом воз-
никает проблема построения трехмерной геометрии, соответствующей форме сосуда или участ-
ка сосудистого русла. Эта проблема может быть решена методами сегментации медицинских
изображений, полученных с помощью МРТ/КТ [Vassilevski et al., 2015; Danilov et al., 2016].
Использование трехмерных и двумерных моделей требует постановки граничных условий на
границах, через которые происходит течение крови, задания реологических свойств крови, уче-
та подвижности стенки сосудов, упругих свойств стенки, давления окружающих тканей. Все
это делает использование моделей данного класса весьма сложным, трудоемким процессом,
требующим достаточного большого количества вычислительных ресурсов. Характерной обла-
стью применения данных моделей является трехмерный анализ параметров кровотока в аор-
те [Sazonov et al., 2017], в магистральных церебральных сосудах [Liu et al., 2017], в аневриз-
мах [Khe et al., 2016].
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Анализ кровотока в сосудистой сети, включающей сотни сосудистых сегментов, проводит-
ся с помощью одномерных сетевых динамических моделей (см. [Abakumov et al., 1997; Холодов,
2001; Formaggia et al., 2003] и др.). В этих моделях кровоток рассматривается как течение вязкой
несжимаемой жидкости в сети эластичных трубок. Наиболее распространенными предположе-
ниями при их выводе из уравнений Навье –Стокса являются сохранение круглого поперечного
сечения у сосудов и сохранение параболического профиля скорости течения при пульсациях.
Индивидуализация данного класса моделей требует задания сети одномерных прямолинейных
сегментов, имеющих свойства соответствующих сегментов сосудистого русла. Данная проблема
может быть решена при помощи анализа анатомических атласов, опубликованных физиологи-
ческих данных [Caro et al., 2012; Schmidt, Thews, 1989], агрегированных данных лабораторных
исследований и экспериментальных работ [Avolio, 1980; Stergiopulos et al., 1992; Wang, Parker,
2004; Alastruey et al., 2009; Bunicheva et al., 2013; Simakov, Kholodov, 2008], путем использова-
ния детализированных трехмерных анатомических моделей [Blanco et al., 2015] или методами
сегментации медицинских изображений, полученных с помощью МРТ/КТ для построения трех-
мерной структуры сосудистого русла и, затем, процедуры выделения центральных линий и их
спрямления [Gamilov et al., 2014; Vassilevski et al., 2015; Danilov et al., 2016]. Данный класс мо-
делей при объединении с моделью сердца и микроциркуляции позволяет описывать системный
кровоток в рамках всего организма.

Осредненные динамические и стационарные модели

Осредненные по пространству динамические модели кровотока

Осредненные математические модели кровотока устанавливают взаимосвязь между сред-
ними характерными значениями объемного кровотока (Q), давления (P) и объема крови (V)
во всем организме или его частях (компартментах). Такие модели используются для описания
сегмента одного сосуда [Milisic, Quarteroni, 2004], участка сети крупных кровеносных сосу-
дов [Korakianitis, Shi, 2006], для описания параметров кровотока в микроциркуляторном рус-
ле [Kholodov et al., 2006], для описания сердечного выброса в динамике [Холодов, 2001] или
осредненно [Холодов, Евдокимов, 2001], для постановки граничных условий на концах тер-
минальных сосудов в моделях, учитывающих пространственную размерность, для замыкания
таких моделей [Холодов, 2001; Simakov, Kholodov, 2008; Borzov et al., 2012a] и для объедине-
ния моделей, имеющих разные пространственные размерности [Dobroserdova et al., 2016]. Обзор
различных аспектов, связанных с применением осредненных моделей для моделирования кро-
вотока, может быть найден в [Shim et al., 2004; Shi et al., 2011; Kokalari et al., 2013; Quarteroni,
Rozza, 2014; Capoccia, 2015]. В данном разделе обобщены идеи данного подхода и представ-
лено несколько математических постановок задач для осредненного моделирования кровотока
в сосуде, в сердце и в микроциркуляторном русле.

Рассмотрим принципы построения осредненных моделей для участка сосудистой сети.
Модели рассматриваемого класса, как правило, основаны на законе сохранения массы в виде

dV
dt
= Qin − Qout, (1)

где Qin — сумма всех потоков, втекающих в компартмент, Qout — сумма всех потоков, вытекаю-
щих из компартмента, и широко используемого в физиологии закона Пуазейля:

ΔP = RQ, (2)

где ΔP — разность давлений между двумя компартментами, Q — объемный кровоток между
компартментами, R — гидродинамическое сопротивление между компартментами, которое мо-
жет быть постоянным, зависящим от времени или от гемодинамических параметров (например,
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ауторегуляторные изменения сопротивления микроциркуляторной сети в зависимости от крово-
тока). Используя объем компартмента (V) в качестве основной переменной и считая оболочку
линейно растяжимой (V = PC), одно из простейших описаний динамики кровотока может быть
дано в виде [Холодов, 2001]

I
d2V

dt2
+ R

dV
dt
+

V
C
= Pext, (3)

где I — массовая характеристика (инерционность) крови, R — гидродинамическое сопротивление,
C — эластичность, P — давление внутри компартмента, Pext — давление на стенки компартмента
за счет действия внешних сил. Уравнения вида (3) хорошо известны. Они описывают свободные
и вынужденные колебания гармонических осцилляторов различной физической природы. В том
числе, в соответствии со вторым законом Кирхгофа, они описывают колебания переменного тока
в электрической последовательно соединенной RLC цепи

L
dIe

dt
+ ReIe + UC = E, (4)

где Ie — сила тока, L — индуктивность, R — электрическое сопротивление, C — емкость, UC —
напряжение на конденсаторе, E — ЭДС внешнего источника (генератора). Учитывая, что

Ie =
dq
dt
, UC =

q
Ce
, (5)

где q — электрический заряд, (4) может быть переписано в виде

L
d2q

dt2
+ Re

dq
dt
+

q
Ce
= E. (6)

Совпадение (6) и (3), а также схожесть (1) с первым законом Кирхгофа и (2) с законом Ома для
участка цепи позволяют проводить электромеханическую аналогию между кровотоком в участке
сосудистой сети и электрическим током в электрической цепи с набором последовательно и па-
раллельно соединенных элементов. При этом электрический потенциал ассоциируется с гидро-
динамическим давлением (P); электрический заряд (q) — c объемом; электрический ток (Ie) —
с объемным кровотоком (Q); электрическое сопротивление (Re) — с гидродинамическим сопро-
тивлением (R), обусловленным вязкой диссипацией; емкость конденсатора (Ce) — с эластично-
стью компартмента (C); индуктивность (L) — с инерционностью крови (Ie). Этот подход получил
широкое распространение, поскольку математический аппарат для расчета электрических цепей
хорошо развит и не требователен к вычислительным ресурсам, так как он сводится к решению
задачи Коши для системы ОДУ. В [Milisic, Quarteroni, 2004] доказано, что решение, получаемое
при моделировании сосудистой сети с помощью осредненного электромеханического подхода,
аппроксимирует решение, получаемое с помощью линеаризованной одномерной системы урав-
нений гемодинамики с первым порядком по пространству и времени.

Осредненные модели позволяют учитывать ряд физиологических эффектов, таких как
нервная регуляция сосудистого русла [Shim et al., 2004; Štikonienė et al., 2004; Liang, Liu, 2006]
и вязкоэластичность сосудистой стенки [Capoccia, 2015].

Модели функции сердца

Аналогичный подход может быть использован для построения динамической четырехка-
мерной модели сердца, в которой компартментами являются камеры сердца (см. [Холодов, 2001;
Симаков, Холодов, 2008; Симаков и др., 2008] и др.). Эта модель может быть дополнена осредне-
ной моделью функционирования клапанов [Korakianitis, Shi, 2006] и объединена с осредненной,
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одномерной и другими моделями кровотока. Каждая камера сердца рассматривается как сфе-
рический резервуар. Эластичность стенок может меняться во времени в соответствии с потен-
циалом действия, возбуждаемым в миокарде водителем ритма. Камеры соединены в определен-
ной последовательности. Некоторые соединения перекрыты клапанами, обладающими благодаря
своему анатомическому строению односторонней пропускной способностью, что обеспечивает
преимущественно односторонний кровоток (за исключением небольшого обратного кровотока
(регургитации) во время закрытия клапанов). Далее для индексов приняты следующие обозна-
чения: d — фаза диастолы, f r — сила трения, max — максимальное значение, min — минимальное
значение, p — сила давления, pb — начало P-волны, pw — длительность P-волны, r — сила со-
противления, s — систола, s1 — пик систолы, s2 — конец систолы, 0 — начальное значение.

По аналогии с (3) для объема каждой камеры записывается соотношение

I j
d2V j

dt2
+ R j

dV j

dt
+ e j (t)

(
V j − Vd

j

)
= pj, j = 1, . . . , 4, (7)

где e j — коэффициент жесткости, определяемый как

e j (t) = Esyst
j +

Esyst
j + Ediast

j

2
e (t), (8)

где Vd
j — экспериментально определяемая константа, Esyst

j , Ediast
j — константы, определяемые

независимо для каждой камеры сердца, e (t) — периодическая функция активации, определяе-
мая динамикой электрического потенциала в миокарде, возникающего в результате активности
водителя ритма, и обусловленная проводящими свойствами миокарда (может изменяться, напри-
мер, при аритмиях). При таком подходе предполагается, что сокращение миокарда обусловлено
его переменной эластичностью, связанной с распространением потенциала действия [Suga et al.,
1973; Sungawa, Sagawa, 1982]. Аналитический вид e (t) для левого желудочка может быть выбран
в виде

elv (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 − cos

(
t

Ts1
π

)
, 0 � t � Ts1,

1 − cos

(
t − Ts2

Ts1 − Ts2
π

)
, Ts1 < t < Ts2,

0, Ts2 � t � T,

(9)

а для левого предсердия — в виде

ela (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 0 � t � Tpb,

1 − cos

(
t − Tpb

Tpw
2π

)
, Tpb < t < Tpb + Tpw,

0, Tpb + Tpw � t � T.

(10)

Соединение камер между собой, а также с артериальными и венозными компартментами
или другими моделями кровотока в сосудистой сети описывается законом Пуазейля (2) в виде

Qi j =
αi j

ri j

(
P j − Pi

)
, (11)

или [Korakianitis, Shi, 2006]

Qi j =
αi j

ri j

√∣∣∣∣(P j − Pi

)∣∣∣∣, (12)
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где i, j — пара индексов, соответствующая индексам стыкуемых камер или камеры и конца
стыкуемого сосуда, ri j — гидравлическое сопротивление протока между камерами или между
камерой и сосудом, Pi — давление в камере сердца или на конце сосуда, Qi j — объемный кровоток
между камерами или между камерой и сосудом, αi, j — функция угла открытия клапана:

αi j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, −∞ < θ � θmin
i j ,

1 − cos θi j

1 − cos θmax
i j

, θmin
i j < θ � θmax

i j ,

1, θ > θmax
i j ,

(13)

где θ — угол открытия клапана; законом сохранения массы (1) в виде

dVi

dt
=

∑
j

αi jQi j, i = 1, . . . , 4, (14)

где i — индекс камеры сердца, j — индексы соседних камер или концов сосудов.
Движение клапанов описывается углом их открытия [Korakianitis, Shi, 2006] и определяет-

ся приложенными к клапанам силами, что может быть записано в виде

d2θi j

dt2
= K f r dθi j

dt
+ K p

(
P j − Pi

)
ψi j cos θi j + Fr

i j, (15)

где

ψi j =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩0, Pi < P j и θi j < θ
min
i j ,

1, иначе,
(16)

Fr
i j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, θmax
i j θi j < θ

max
i j ,

Kr tg
(
10

(
θi j − θmax

i j

))
, θi j � θmax

i j и
dθi j

dt
> 0,

Kr tg
(
10

(
θi j − θmin

i j

))
, θi j � θmin

i j и
dθi j

dt
< 0,

(17)

где K f r, K p, Kr — константы сил трения, давления и сопротивления.
В отличие от [Korakianitis, Shi, 2006] здесь явно учитываются анатомические особенности

функционирования клапанов: в норме клапаны не могут выворачиваться внутрь после полного
закрытия и удерживаются сухожилиями при полном открытии. В соответствии с этим введены
функция ψ (16) и асимптотический рост силы сопротивления, описываемый (16).

Полученная в итоге модель состоит из четырех нелинейных ОДУ второго порядка, связан-
ных между собой дополнительными алгебраическими соотношениями и дифференциальными
соотношениями первого порядка. Описываемый процесс включает короткие интервалы быстро-
го роста (систола) и падения (дастола) решения. Из чего можно заключить, что система является
жесткой. Для ее численной дискретизации могут быть использованы метод продолженных си-
стем (пары Обрешкова) [Butcher, Sehnalová, 2013] и его реализация в виде A и L устойчивой
схемы третьего порядка аппроксимации [Холодов и др., 1985].

Альтернативные подходы к моделированию функции сердца связаны с заданием сердечно-
го выброса, как функции от времени, с использованием модели сердечного выброса из желудоч-
ков, согласованной с давлением наполнения предсердий [Abakumov et al., 1997; Abakumov et al.,
2000; Ашметков и др., 2001], с заданием физиологических эмпирических закономерностей в ви-
де диаграмм «давление–объем» [Schmidt, Thews, 1989; Холодов, Евдокимов, 2001; Симаков и др.,
2008]. Все эти модели успешно используются для получения замкнутых моделей кровообраще-
ния и консервативного транспорта веществ в ней (см. [Холодов, 2001; Liang, Liu, 2005; Lagana
et al., 2005; Liang, Liu, 2006; Симаков и др., 2008; Borzov et al., 2012a; Borzov et al., 2012b] и др.).
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Интересный подход к моделированию церебральной гемодинамики предложен в [Cherevko
et al., 2016]. Для моделирования динамики параметров церебрального кровотока предлагается
использовать уравнение Ван дер Поля –Дуффинга, описывающее колебания c нелинейным зату-
ханием:

εq′′ + P2 (q) q′ + Q3 (q) = ku(t), (18)

где q — нормализованное давление, u — скорость кровотока, P2 (q) = a0 + a1q+ a2q2, Q3 (q) = b0 +

+b1q+b2q2+b3q3. В данном подходе церебральный кровоток анализируется с помощью диаграмм
«давление–скорость». Параметры модели подбираются путем сопоставления результатов моде-
лирования с данными клинических измерений конкретных пациентов. Некоторые свойства этой
модели также исследованы в [Parshin et al., 2016].

Микроциркуляторное русло

Микрососудистое русло обладает высоким гидродинамическим сопротивлением и неболь-
шой эластичностью. Кровоток в микроциркуляторном русле является практически стационар-
ным. Он обусловлен артериовенозным градиентом давления, действием регуляторных механиз-
мов и реологическими свойствами крови. Одним из простейших подходов к моделированию те-
чения крови в области микроциркуляции состоит в использовании закона Пуазейля (2), в котором
свойства участка микроциркуляторного русла описываются коэффициентом гидродинамического
сопротивления R, а перепад давления рассматривается между концами крупных терминальных
артерий и вен. Такой подход используется при разработке сетевых моделей системного кровото-
ка, включающих артериальный и венозный отделы (см. [Abakumov et al., 1997; Холодов, 2001;
Simakov, Kholodov, 2008] и др.).

Существуют методы детального моделирования кровотока в микроциркуляторном русле.
Рассматривается сеть из артериол, капилляров и венул. Данные о структуре микрососудисто-
го русла могут быть получены путем сегментации данных микроКТ [Stamatelos et al., 2014] или
сгенерированы на основе данных о статистическом распределении длин и диаметров микрососу-
дов [Gorodnova et al., 2016]. Для каждого микрососуда и соединений между ними записываются
соотношения типа (1), (2), считается, что производная объема компартментов от времени в (1)
равна нулю [Stamatelos et al., 2014; Gorodnova et al., 2016]. На рассматриваемых пространствен-
ных масштабах большую роль играют реологические свойства крови и ее насыщение эритро-
цитами (гематокрит). Поэтому основной особенностью данного подхода является нелинейная
обратная зависимость гидродинамического сопротивления от объемного кровотока, которая при
подставноке (2) в (1) качественно может быть выражена как Q = ψ(Q) [Geddes et al., 2010],
например:

Q =
(
1 + ξQ2

)−1 8μl

πr4
ΔP, (19)

где R — коэффициент гидродинамического сопротивления из (2), μ — вязкость, l — длина сосуда,
r — радиус сосуда, ξ — параметр. Также следует учитывать возможность окклюзии микросо-
судов при росте тромбов [Bouchnita et al., 2016] или при чрезмерном замедлении кровотока,
приводящем к росту вязкости. При численном моделировании микроциркуляторного кровотока
с помощью такого подхода требуется решение системы алгебраических нелинейных уравнений
высокого порядка, так как характерное количество капилляров в 1 мм3 тканей тела человека
составляет около 3 · 102–3 · 103. Модели данного класса позволяют проводить численные рас-
четы изменений объемного кровотока в микроциркуляторном русле при опухолевом ангиогене-
зе [Kuznetsov et al., 2016].

Для моделирования кровотока в микроциркуляторной сети отдельного органа или доста-
точно большого участка ткани предложена модель, основанная на процессе фильтрации в пори-
стой среде. В одном из вариантов такой модели область микроциркуляции предложено рассмат-
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ривать как набор из трех и более двумерных пористых слоев, связанных между собой попарно
по третьей координате алгебраическими соотношениями типа (2) [Холодов, Евдокимов, 2001;
Kholodov et al., 2006]. В каждом двумерном слое решается эллиптическое уравнение, описыва-
ющее стационарную фильтрацию. Внутри первой и последней областей распределены точечные
источники и стоки крови, соответствующие соединениям с терминальными сосудами.

Δp = qr, (20)

где p — давление, q — плотность источников/стоков, r — гидродинамическое сопротивление.
На границе области ставятся условия непротекания (задача Неймана):

∂p
∂n
= 0, (21)

где n — внешняя нормаль к границе. Численное решение данной задачи проводилось с помощью
монотонной разностной схемы на нерегулярных сетках для эллиптических уравнений в области
со многими несвязными границами [Kholodov, 1991]. Источники и стоки могут быть заданы на
основе физиологических данных или на основе расчетов кровотока с помощью сетевой вычис-
лительной модели [Isaikin et al., 2005; Kholodov et al., 2005]. Модели данного класса позволяют
проводить достаточно детальные численные расчеты транспорта веществ в организме человека.

Одномерные модели

Модели течения крови в одном сосуде

Детальное численное моделирование кровотока в сосудистой сети, включающей десятки
и более сосудов, с помощью трехмерных моделей затруднительно в силу ряда причин как тех-
нологического, так и практического характера. В частности, требуется учет взаимодействия по-
тока с подвижными стенками сосуда в силу их вязкоупругой деформации; требуется достаточно
точное задание трехмерной области сосудистого русла, упругих свойств материала стенки, гра-
ничных условий др. С другой стороны, модели, использующие полностью осредненное описание
кровотока, не способны описывать такие динамические явления, как распространение пульсовой
волны, звуки Короткова и другие. В качестве компромиссного решения был предложен подход,
основанный на одномерной модели течения вязкой несжимаемой жидкости по сети эластичных
трубок.

Анализ и весьма обширные обзоры различных аспектов, связанных с использованием од-
номерного подхода для моделирования кровотока, могут быть найдены в [Quarteroni, Formaggia,
2004; Formaggia et al., 2009; Van de Vosse, Stergiopulos, 2011; Johnson et al., 2011; Shi et al., 2011;
Ambrosi et al., 2012; Bessonov et al., 2016]. В данном разделе обсуждаются основные допущения
и предположения данного подхода, представлен один из вариантов математической постановки
задачи на основе [Холодов, 2001; Simakov, Kholodov, 2008], обсуждаются альтернативные поста-
новки, рассмотрены модификации модели, позволяющие учесть ряд физиологических эффектов.

Одномерные модели кровотока в большинстве случаев основаны на следующих предполо-
жениях или на их части. Кровь считается ньютоновской вязкой несжимаемой жидкостью. Вяз-
кость крови считается постоянной. Течение крови в сосудах является радиально-симметричным.
Профиль скорости течения в фиксированном поперечном сечении считается постоянным (от по-
чти плоского до пуазейлевского (параболического)). Давление считается постоянным в каждом
сечении. Продольное растяжение (удлинение) сосудов считается пренебрежимо малым. Толщи-
на стенок сосудов считается достаточно малой и постоянной. Силы, действующие на стенку,
направлены по нормали к ней. Форма поперечного сечения сосудов является круговой. Смеще-
ния стенки происходят только в радиальном направлении. Градиент деформации стенки сосуда
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меняется вдоль оси непрерывно. Материал стенки сосуда считается несжимаемым, а деформа-
ции — линейными. Таким образом, модели данного вида наиболее адекватно описывают кровоток
в крупных и средних артериях и поверхностных венах. Однако они иногда используются и для
моделирования кровотока в глубоких венах, поскольку, как правило, в положении стоя глубокие
вены под действием силы тяжести расправлены и имеют круглое сечение. Эллиптическая форма
поперечного сечения сосуда может быть включена в модель путем модификации уравнения, опи-
сывающего эластичность стенки [Simakov et al., 2013; Müller, Toro, 2014; Vassilevski et al., 2015].

С учетом приведенных предположений существует несколько способов получения одно-
мерной модели кровотока. Один из способов состоит в осреднении и асимптотическом анализе
уравнений Навье –Стокса по параметру r/L, где r — радиус и L — длина сосуда [Barnard, 1966;
Amadori et al., 2007]. Другой способ состоит в интегрировании уравнения Навье –Стокса и урав-
нения неразрывности по произвольному поперечному сечению [Quarteroni, Formaggia, 2004].
В [Čanić, Kim, 2003] анализируются свойства начальных и граничных условий для одномерной
квазилинейной системы уравнений гемодинамики, обеспечивающих гиперболичность на глад-
ких решениях, и доказывается, что в рамках данной модели гладкие граничные условия пуль-
сирующего вида на входе в эластичную трубку неизбежно приводят к образованию ударных
волн. Одним из примеров успешного применения такого рода моделей является изучение меха-
низмов генерации звуков Короткова в плечевой артерии [Григорян и др., 1980; Григорян и др.,
1981]. В [Olufsen et al., 2000] исследуется один из вариантов постановки граничных условий
для терминальных артерий, связанный с использованием самоподобных древовидных структур,
имитирующих области микроциркуляции.

Осредненные по поперечному сечению уравнения неразрывности и Навье –Стокса для
течения вязкой несжимаемой жидкости в эластичной трубке могут быть записаны в виде

∂V/∂t + ∂F(V)/∂x = G(V), (22)

где

V =
(

A
u

)
, F =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Au

u2

2
+

p
ρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, G =
(

fA

f f r

)
. (23)

Здесь t — время, x — координата вдоль сосуда, A(t, x) — площадь поперечного сечения сосуда,
u(t, x) и p — усредненные по поперечному сечению линейная скорость и давление, ρ — плотность
крови (считается постоянной), fA — источник или сток массы (например, в случае кровопотери
или переливания крови), fu — ускорение потока под действием различных сил (трение, гравита-
ция и др.).

В большинстве случаев (непроницаемые сосуды и отсутствие внешних притоков крови)
fA = 0. При моделировании кровопотери или переливании крови может быть использован вид

fA = γA, (24)

где γ — интенсивность источника или стока массы. При этом при значительной кровопотере на-
блюдается централизация кровотока [Симаков, 2006]. Действие силы тяжести может быть опи-
сано следующим образом:

f g
u = g sin θk, (25)

где g — ускорение свободного падения, θ — угол между сосудом и направлением приложенного
силового поля (силы тяжести). Такой подход был использован для моделирования влияния гра-
витационных перегрузок на системный кровоток [Bunicheva et al., 2004; Bunicheva et al., 2013].
Сила вязкого трения может быть представлена в виде [Холодов, 2001]

f f r
u = −4πμu

A2
(η + η−1), (26)
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где μ — вязкость крови, η = A/A0, A0 — площадь поперечного сечения сосуда в нерастянутом со-
стоянии. Благодаря данной зависимости сила трения существенно возрастает как при η� 1, так
и при η→ 0. В результате она ограничивает размеры сосуда: препятствует бесконечному увели-
чению поперечного сечения при η � 1 и полному схлопыванию при η −→ 0. Вторым фактором,
лимитирующим размер сосуда, является уравнение, описывающее упругие свойства стенки (30).
Характерным анатомическим отличием некоторых глубоких вен от остальных сосудов являет-
ся наличие клапанов, препятствующих обратному кровотоку. Интенсивность кровотока в таких
венах невелика, поэтому динамика угла открытия венозных клапанов существенно ниже, чем
у клапанов сердца. В связи с этим влияние венозных клапанов на кровоток в одномерном под-
ходе было предложено учитывать следующим образом [Simakov et al., 2013]:

f vl
u =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ f f r
u , u > 0,

f f r
∞ , u < 0,

(27)

где f f r
∞ = 100 f f r — условно бесконечная сила трения, препятствующая обратному кровотоку. Для

венозного кровотока с хорошей точностью выполняется приближение lim
u−→0+0

∂u
∂t
≈ 0. Другие под-

ходы к моделированию функционирования венозных клапанов могут быть найдены, например,
в [Snyder, Rideout, 1969], где предложена осредненная модель, и в [Buxton, Clarke, 2006; Ohashi
et al., 2000], где используются методы трехмерного моделирования. Осредненный объемный кро-
воток может быть выражен как Q = Au, (22) может быть представлено в переменных (A,Q, p)
в неконсервативном виде [Formaggia et al., 2009; Alastruey et al., 2011; Larrabidea et al., 2012;
Müller et al., 2013]:

∂A/∂t + ∂Q/∂x = fA, (28)

∂Q/∂t + ∂
(
αQ2/A

)
∂x + A/ρ ∂p/∂x + KRQ/A = fQ, (29)

где KR — коэффициент вязкого трения на единицу длины сосуда, α — коэффициент коррекции
профиля потока (для пуазейлевского профиля α = 1). Эта формулировка одномерных уравне-
ний гемодинамики является довольно распространенной. Она использовалась, например, в ра-
ботах [Olufsen et al., 2000; Čanić et al., 2006; Mynard, Nithiarasu, 2008; Van de Vosse, Stergiopulos,
2011; Pan et al., 2014]. Более детальный анализ течения вязкой несжимаемой жидкости в сосудах
со слабо нелинейно-упругими стенками в длинноволновом приближении позволяет получить со-
литонные решения для колебаний давления с помощью уравнения Кортевега – де Фриза [Crepeau,
Sorine, 2007; Gaik, Demiray, 2008; Elgarayhi et al., 2013]. Однако обобщения этого подхода на кро-
воток в сосудистой сети, по всей видимости, отсутствуют.

Уравнения (22) или (28), (29) содержат три переменных: A, u, p или A, Q, p. Они допол-
няются соотношением вида p = p(A), устанавливающим зависимость давления от поперечного
сечения в зависимости от упругих свойств стенок сосуда. Эта зависимость может быть измере-
на экспериментально, в том числе in vivo [Armentano et al., 1995; Studinger et al., 2003]. Такая
процедура требует использования дорогостоящих ультразвуковых датчиков и инвазивного внут-
рисосудистого исследования для всех сосудов, включаемых в модель. Это делает невозможным
использование данной технологии для настройки параметров модели по данным пациента, по-
лучаемым при регулярном обследовании. Вместо этого зависимость p(A) в одномерных моделях
задается в аналитическом виде и параметризуется либо строится на основе предварительного
моделирования с помощью моделей упругости.

Качественный анализ экспериментальных физических [Pedley, Luo, 1998] и клиниче-
ских [Armentano et al., 1995; Studinger et al., 2003] данных позволяет заключить, что зависи-
мость p (A) должна иметь вид монотонной S -образной кривой. Такой подход позволяет удовле-
творительно описать эластичность сосудов, имеющих круговое, эллиптическое, гантелеобразное
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сечения и другие [Григорян и др., 1980; Григорян и др., 1981; Pedley, Luo, 1998; Caro et al., 2012;
Müller, Toro, 2014]. Один из вариантов S -образной зависимости представлен в [Холодов, 2001]:

p(A) = ρc2
0 f (A/A0), f (η) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩exp (η − 1) − 1, η > 1,

ln (η), η � 1,
(30)

где c0 — скорость распространения малых возмущений в материале стенки сосуда. Величина c0

характеризует эластичность стенки сосуда: большие значния c0 соответствуют сосудам с боль-
шей эластичностью. Другой вариант данной зависимости представлен в [Müller et al., 2013;
Müller, Toro, 2014]:

f (η) ∼ ηm − ηn, m > 0, n ∈ (−2, 0). (31)

Некоторые формы S -образных зависимостей и их линеаризованные версии представлены
в [Bunicheva et al., 2004]. Зависимости, основанные на приближении линейно-упругой оболочки,
также дают удовлетворительный результат для осредненной линейной скорости кровотока в ар-
териях [Formaggia et al., 2009; Olufsen et al., 2000; Larrabidea et al., 2012; Alastruey et al., 2011;
Low et al., 2012].

Один из наиболее развитых подходов к моделированию упругих свойств стенок сосудов
основан на комплексной волоконно-упругой модели [Holzapfel et al., 2000; Mori, Peskin, 2009].
В работах [Ozawa et al., 2001; Čanić et al., 2006; Alastruey et al., 2011; Blanco, Feijóo, 2010] учи-
тываются вязкоэластичные эффекты. В такого рода моделях зависимость давления от площади

поперечного сечения принимает вид p(A) = F

(
A,
∂A
∂t

)
. Учет изгибов и продольных удлинений

приводит к зависимостям типа p(A) = F

(
A,
∂A
∂t
,
∂2A

∂t2
,
∂2A

∂x2

)
. Модели такого рода позволяют объ-

яснить происхождение звуков Короткова [Григорян и др., 1980; Григорян и др., 1981]. Описание
основных физиологических факторов, влияющих на эластичность стенок сосудов, а также об-
зор наиболее распространенных видов p (A) и их влияния на распространение пульсовой волны
в одном сосуде представлены в [Vassilevski et al., 2015]. При этом отмечается, что важен не
только вид p (A), позволяющий во многих случаях подобрать параметризацию, позволяющую
правильно воспроизвести среднюю линейную скорость кровотока в сосудах даже в линейном

по радиусу приближении, но и вид производной
∂p
∂A
, влияющий на скорость распространения

пульсовой волны и ее форму — параметры, которые анализируются гораздо реже.

Во всех упомянутых выше случаях зависимость p (A) характеризует пассивную эластич-
ность сосудистой стенки. Однако на давление в сосуде также оказывают влияние: сокращение
и расслабление окружающих мышц и тканей; такие физиологические факторы, как барорецеп-
торная регуляция в ответ на изменение среднего центрального артериального давления в орга-
низме; ауторегуляция в ответ на локальные средние изменения механических параметров кро-
вотока, влияющих на проницаемость стенки для некоторых химических веществ (касательное
напряжение на стенке); хеморецепторная регуляция в ответ на изменение концентрации кисло-
рода и углекислого газа в крови; такие сосудистые патологии, как атеросклероз и аневризмы.
Перечисленные выше факторы могут оказывать существенное влияние при моделировании пе-
реходных и динамических процессов в кровеносной системе.

В [Chernyavsky, Kudryashov, 2008] представлена модель ауторегуляции сосуда в ответ на
изменение касательного напряжения на его стенке. Изменение касательного напряжения изме-
няет проницаемость эндотелия для оксида азота NO и в результате влияет на биохимические
реакции в тканях стенки сосуда, влияющие на концентрацию ионов кальция Ca2+ и фосфори-
лированного миозина, что в результате приводит к изменению мышечного тонуса и упругих
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свойств стенки [Chernyavsky, Kudryashov, 2008]. Аналогичная модель использовалась для моде-
лирования ауторегуляции церебральных сосудов [David et al., 2009].

Решение уравнений химической кинетики для каждого сосуда одновременно с расчетом
гемодинамических параметров в нем является отдельной задачей и требует значительных вычис-
лительных ресурсов и специальных численных методов из-за жесткости и нелинейности систе-
мы ОДУ. Для моделирования аутроегулятроной функции в большой сосудистой сети в [Simakov
et al., 2013] было предложено производить пересчет параметра c0 из (30):

cn+1
0

cn
0

=

√
pn

pn−1
, (32)

где pn — среднее давление за сердечный цикл n. В соответствии с (32) эластичность стенки
остается постоянной при квазистационарном пульсационном режиме течения. В переходных ре-
жимах эластичность возрастает с уменьшением среднего за период давления. Эта зависимость
может быть получена путем усреднения (30) в предположении, что f (η) описывает упругий
отклик стенки, связанный с ее анатомическим строением, которое не изменяется. Модель баро-
рецепторной регуляции сосудистого тонуса предложена в [Koshelev et al., 2007]. В ней изменения
зависимостей p (A) для периферических сосудов связаны с изменением среднего артериального
давления. Регуляторные механизмы в церебральных сосудах, обусловленные изменением кон-
центрации кислорода O2, описывались в [Alastruey et al., 2009] путем адаптации периферическо-
го гидродинамического сопротивления. Модель регуляции, позволяющая поддерживать дозвуко-
вой режим течения крови при гравитационных перегрузках, была предложена в [Bunicheva et al.,
2013]. В [Kim et al., 2004] также предложена модель ауторегуляции в церебральных сосудах при
изменении силы тяжести. Ряд моделей ауторегуляции и нейрорегуляции в одномерных моделях
кровотока рассматривается в [Shi et al., 2011].

Результаты моделирования изменений эластичности сосудистой стенки при атеросклеро-
зе представлены в [Vassilevski et al., 2011c]. Эта математическая модель разработана на осно-
ве волоконно-упругого представления произвольного несжимаемого линейно-упругого материа-
ла [Mori, Peskin, 2009]. Модель эластичности стенок сосуда с аневризмой представлена в [Low
et al., 2012]. Она основана на параметризации p (A) вдоль пораженного сосуда.

Граничные условия

Одномерная модель пульсирующего течения вязкой несжимаемой жидкости в одной эла-
стичной трубке, например в виде (22), (30), обобщается на поток в сети путем постановки
граничных условий на входах и выходах из сети (терминальные сосуды или соединения со
входами в предсердия и выходами из желудочков сердца), в точках стыковки сосудов (бифур-
кации артерий, слияния вен, анастамозы, артериовенозные соединения). Поскольку рассматри-
вается гиперболическая система, то граничные условия должны включать уравнения совмест-
ности вдоль характеристик, покидающих область. Во многих работах [Abakumov et al., 2000;
Formaggia et al., 2003; Sherwin et al., 2003; Simakov, Kholodov, 2008; Müller et al., 2013; Van
de Vosse, Stergiopulos, 2011] отмечено, что в большинстве физиологических режимов выполня-

ется условие |u| <
√

A
ρ

∂p
∂A
; соответственно, в граничных точках всех сосудов существует две

характеристики, одна из которых направлена внутрь области интегрирования, а вторая покидает
ее. Таким образом, на концах каждого сосуда требуется учет одного уравнения совместности
для (22):

wki ·
(
∂Vk

∂t
+ λki

∂Vk

∂x

)
= 0, k = k1, k2, . . . , kMl , (33)
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и еще одного граничного условия. Здесь {k1, . . . , kMl } — индексы сосудов в точке стыковки; Ml —
количество сосудов в области стыковки с номером l; λ, w — собственное значение и соответству-

ющий левый собственный вектор матрицы Якоби
∂F
∂V

(в соответствии с обозначениями (23)),

i = 1, 2. Выбор значения i производится в соответствии с наклоном характеристики и типом
концевой точки сосуда (начало или конец). В начале сосуда λki < 0, в конце сосуда λki > 0.
Выражения для λki, wki найдены, например, в [Simakov, Kholodov, 2008].

В каждой точке стыковки сосудов предполагается выполнение закона сохранения массы
в виде ∑

k=k1 ,k2,...,kMl

εkAk(t, x̃k) uk(t, x̃k) = 0, (34)

где εk = 1, x̃k = 0 для исходящего из точки стыковки сосуда, εk = −1, x̃k = Lk для входящего
в точку стыковки сосуда.

В зависимости от предположения о характере течения в области стыковки рассматривают-
ся еще несколько вариантов граничных условий. Предполагая стационарность потока в области
стыковки сосудов, пренебрегая в (22) производными по времени и продолжая результат на гра-
ницу области интегрирования, получаем Ml соотношений, выражающих мгновенное сохранение
интеграла Бернулли или сохранение полного давления в точке стыковки [Formaggia et al., 2003;
Alastruey et al., 2009; Olufsen et al., 2000; Sherwin et al., 2003; Ozawa et al., 2001; Blanco, Feijóo,
2010; Müller et al., 2013; Low et al., 2012]:

u2
k(t, x̃k)

2
+

pk(Ak(t, x̃k))
ρ

= Il, k = k1, k2, . . . , kMl . (35)

Это условие может быть модифицировано с учетом углов между стыкующимися сосуда-
ми [Sherwin et al., 2003].

Пренебрегая изменением кинетической энергии при протекании через область стыковки,
(35) может быть переписано в виде Ml условий:

pk (Ak (t, x̃k)) = ρIl, k = k1, k2, . . . , kMl . (36)

В случае сложной формы течения в точке стыковки могут быть использованы Ml условий
на перепады давлений, известные в физиологии как закон Пуазейля [Холодов, 2001; Simakov,
Kholodov, 2008]:

pk (Ak (t, x̃k)) − pl (t) = εkRl
kAk (t, x̃k) uk (t, x̃k) , k = k1, k2, . . . , kMl . (37)

Эти соотношения определяют потери давления при прохождении кровотока через точку стыков-
ки, обусловленные гидродинамическим сопротивлением узла Rl

k.
Комбинации (33), (34), (35), или (33), (34), (36), или (33), (34), (37) являются системами,

содержащими 2Ml + 1 алгебраических и дифференциальных уравнений. Дискретизация (33) поз-
воляет записать линейно соотношение между значениями сеточных функций в начальных или
конечных точках Akm и ukm на верхнем временном слое (сеточные индексы опущены):

ukm = αkm Akm + βkm , m = 1, 2, . . . , Ml. (38)

В результате каждая из упомянутых выше систем может быть сведена к системе из Ml нелиней-
ных уравнений A =

{
Akm

}Ml
m=1 относительно вектора неизвестных A =

{
Akm

}Ml
m=1. В общем для всех

трех случаев виде эта система может быть представлена в виде

Q (A) = CAII + BA + RP (A) + D = 0, (39)
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где C, B, R — матрицы размерности Ml на Ml,

AII =
{
A2

km

}Ml

m=1
, P =

{
pkm

(
Akm

)}Ml
m=1 .

Для системы (33), (34), (35) коэффициенты имеют вид

Cmm = δαkm , Cmn = 0, m � n,

Bmm =
βkm

2αkm

(
δ − εkm

2αkm

)
, Bmn = −εknβkn , m � n,

Rmm = 2

(
δ − 1

αkm

)
, Rmn = − 2

αkn

, m � n,

Dm = β
2
km

(
δ − εkm

αkm

)
, δ =

Ml∑
m=1

εkm

αkm

, m, n = 1, . . . , Ml.

(40)

Поскольку зависимость p (A) является монотонной (например, (30) или (31)), то уравне-
ния (36) могут быть однозначно разрешены относительно Akm :

Akm = p̃km

(
pl

node

)
, (41)

где p̃ (p) — функция, обратная к p (A). Подстановка (41) и (38) в (34) позволяет получить одно
нелинейное уравнение относительно неизвестной pl

node:∑
k=k1 ,k2,...,kMl

εk

(
αk p̃2

k

(
pl

node

)
+ βk p̃k

(
pl

node

))
= 0. (42)

Система (33), (34), (37) может быть представлена в виде [Vassilevski et al., 2011a]

Cmm = Δεkmαkm , Cmn = 0, m � n,

Bmm = Δεkmβkm , Bmn = 0, m � n,

Rmm = −
Ml∑

n=1
j�m

Ml∏
p=1
p�m
p�n

Rl
kp
, Rmn =

Ml∏
p=1
p�m
p�n

Rl
kp
,

Dmn = 0, Δ =

Ml∑
i=1

Ml∏
j=1
j�i

Rl
k j
, m, n = 1, . . . , Ml.

(43)

Система (39) и, в частности, уравнение (42) могут быть численно решены методом Нью-
тона. Для (39) он имеет вид

Ar+1 = Ar − J
(
Ar)−1Q(Ar), J =

{
∂Qi

∂A j

}
. (44)

Начальное приближение A0 для итераций на текущем временном слое может быть выбрано
равным соответствующему значению на предыдущем временном слое. Это позволяет надеяться
на сходимость метода в случае, если шаг по времени достаточно мал.

Различные варианты постановки граничных условий в областях стыковки сосудов и камер
сердца, а также в терминальных сосудах и в областях артериовенозных стыковок обсуждались
в разделе, посвященном осредненным моделям. Отметим еще раз работы, содержащие основные
модели [Abakumov et al., 2000; Холодов, 2001; Formaggia et al., 2006; Kholodov et al., 2006;
Simakov, Kholodov, 2008; Larrabidea et al., 2012; Müller, Toro, 2014; Shi et al., 2011; Van de Vosse,
Stergiopulos, 2011; Pan et al., 2014].
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Численные методы и валидация моделей

Математические формулировки одномерных сетевых моделей кровотока представляют со-
бой системы алгебродиференциальных уравнений, состоящие, как правило, из подсистемы нели-
нейных гиперболических уравнений, описывающей кровоток в каждом сосуде, и системы нели-
нейных уравнений, описывающих граничные условия в областях стыковок сосудов. Численные
методы, используемые для решения такой задачи, весьма разнообразны: разрывный метод Га-
лёркина и метод Тэйлора – Галёркина [Formaggia et al., 2003], локально-консервативный метод
Галёркина второго порядка [Mynard, Nithiarasu, 2008; Low et al., 2012], метод конечных объемов
высокого порядка [Müller et al., 2013; Müller, Toro, 2014], метод конечных разностей с искус-
ственной вязкостью [Abakumov et al., 2000], упрощенный метод трапеций [Kroon et al., 2012],
метод ортогональной прогонки [Бибердорф, Попова, 2009], сеточно-характеристический метод
и аналоги [Холодов, 2001; Simakov, Kholodov, 2008; Vassilevski et al., 2011a; Sherwin et al., 2003;
Sherwin et al., 2003].

Одномерные и многомасштабные модели кровотока основаны на ряде весьма существен-
ных предположений и допущений. Проверка адекватности таких моделей включает сравнение
с экспериментальными и лабораторными данными, с результатами моделирования с помощью
различных методов, с результатами трехмерного моделирования с учетом эластичности и по-
движности стенок (FSI). Сравнение с данными in vitro приведены в [Alastruey et al., 2011]. Тести-
рование одномерной модели на клинических данных выполнено, например, в [Sughimoto et al.,
2013]. Результаты сравнения нескольких одномерных подходов на тестовых задачах приведены
в [Boileau et al., 2015]. Те же тестовые случаи рассматривались в [Dobroserdova et al., 2016] для
модели типа [Холодов, 2001; Simakov, Kholodov, 2008]. Сравнение влияния постановки различ-
ных граничных условий для одномерной модели с помощью модели Виндкесселя и структу-
рированных деревьев представлено в [Guan et al., 2016]. Сравнение результатов моделирования
с помощью одномерной и трехмерной модели приведено в [Xiao et al., 2014]. Несмотря на по-
рой весьма существенные различия в математических постановках и используемых численных
методах, в большинстве случаев удается достичь удовлетворительного совпадения результатов,
полученных с помощью разных подходов. Это говорит о том, что в целом данный подход верно
описывает кровоток в сердечно-сосудистой системе и его использование вполне оправданно для
решения прикладных задач в области физиологии и медицины.

Заключение

Анализ современных работ по моделированию кровотока с использованием различных
способов осреднения показывает, что такие методы способны дать адекватное математическое
описание гемодинамики в определенном приближении. Полностью осредненные по простран-
ству модели позволяют адекватно описывать динамику сердечного выброса и интегральные
параметры кровотока во всем организме. Стационарные распределенные модели позволяют
описывать квазистационарные распределения давления в микрососудистом русле. Одномерные
динамические модели успешно справляются с описанием процессов в сетях крупных и сред-
них сосудов. Их интеграция с осредненными и трехмерными моделями позволяет моделиро-
вать кровоток в замкнутой кровеносной сети, включающей сотни и тысячи сосудистых сег-
ментов.

Сравнение результатов моделирования с экспериментальными и лабораторными данными,
как правило, дает удовлетворительное совпадение. Таким образом, параметры моделей могут
быть корректно подобраны, хотя они не всегда имеют прямые физиологические аналоги или мо-
гут быть измерены прямыми методами. Дальнейшее развитие данной области связано с разработ-
кой математических моделей и методов численного моделирования кровотока для конкретных
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пациентов. В связи с этим крайне важным является требование использования параметров, изме-
ряемых регулярными методами диагностики. Существующие пациентоориентированные модели
вполне успешно справляются с такими задачами, как моделирование церебрального кровото-
ка [Alastruey et al., 2008; Liang et al., 2011; Spronck et al., 2012], коронарного кровотока [Zhang
et al., 2015; Boileau, Nithiarasu, 2015; Vassilevski et al., 2015], в том числе фракционированного
резерва кровотока (ФРК) [Gamilov et al., 2015; Gognieva et al., 2018]. Численное моделирование
ФРК на основе неинвазивно измеряемых данных имеет большое практическое значение в кар-
диологии при анализе показаний к стентированию коронарных артерий, поскольку позволяет
избежать дорогостоящего внутрисосудистого вмешательства и дает принципиально новые воз-
можности для виртуального анализа многососудистого поражения и интенсивного кровотока,
недоступные при традиционном клиническом обследовании.
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Blanco P. J., Feijóo R. A. A 3D-1D-0D Computational model for the entire cardiovascular system. —
Computational Mechanics, eds. E. Dvorking, M.Goldschmit, M. Storti, 2010. — Vol. XXIX. —
P. 5887–5911.

Blanco P. J., Watanabe S.M., Passos M.A. R. F., Lemos P. A., Feijóo R. A. An anatomically detailed
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