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В работе представлена модель тепловых пристеночных функций FlowVision (WFFV), позволяющая 
моделировать неизотермические течения жидкости и газа около твердых поверхностей на относительно 
грубых сетках с использованием различных моделей турбулентности. Настоящая работа продолжает ис-
следование по разработке модели пристеночных функций, применимой в широком диапазоне значений 
величины y+. Модель WFFV предполагает гладкие профили касательной составляющей скорости, турбу-
лентной вязкости, температуры и турбулентной теплопроводности около твердой поверхности. В работе 
исследуется возможность использования простой алгебраической модели для вычисления переменного 
турбулентного числа Прандтля, входящего в модель WFFV в качестве параметра. Результаты удовлетво-
рительные. Обсуждаются особенности реализации модели WFFV в программном комплексе FlowVision. 
В частности, обсуждается граничное условие для уравнения энергии, используемое в высокорейнольд-
совых расчетах неизотермических течений. Граничное условие выводится для уравнения энергии, запи-
санного через термодинамическую энтальпию, и для уравнения энергии, записанного через полную эн-
тальпию. Возможности модели демонстрируются на двух тестовых задачах: течение несжимаемой жид-
кости около пластины и сверхзвуковое течение газа около пластины (M = 3). 

Анализ литературы показывает, что в экспериментальных данных и, как следствие, в эмпирических 
корреляциях для числа Стэнтона (безразмерного теплового потока) присутствует существенная неопре-
деленность. Результаты расчетов дают основание полагать, что значения параметров модели WFFV, ав-
томатически задаваемые в программе по умолчанию, позволяют рассчитывать тепловые потоки на твер-
дых протяженных поверхностях с инженерной погрешностью. В то же время очевидно, что невозможно 
изобрести универсальные пристеночные функции. По этой причине управляющие параметры модели 
WFFV выведены в интерфейс FlowVision. При необходимости пользователь может настраивать модель 
на нужный класс течений. 

Предлагаемая модель пристеночных функций совместима со всеми реализованными в программном 
комплексе FlowVision моделями турбулентности: Смагоринского, Спаларта–Аллмараса, SST k–ω,  
k–ε стандартной, k–ε Abe Kondoh Nagano, k–ε квадратичной и k–ε FlowVision. 
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This work presents the model of heat wall functions FlowVision (WFFV), which allows simulation of non-

isothermal flows of fluid and gas near solid surfaces on relatively coarse grids with use of turbulence models. 
The work follows the research on the development of wall functions applicable in wide range of the values of 
quantity y+. Model WFFV assumes smooth profiles of the tangential component of velocity, turbulent viscosity, 
temperature, and turbulent heat conductivity near a solid surface. Possibility of using a simple algebraic model 
for calculation of variable turbulent Prandtl number is investigated in this study (the turbulent Prandtl number 
enters model WFFV as parameter). The results are satisfactory. The details of implementation of model WFFV 
in the FlowVision software are explained. In particular, the boundary condition for the energy equation used in 
high-Reynolds number calculations of non-isothermal flows is considered. The boundary condition is deduced 
for the energy equation written via thermodynamic enthalpy and via full enthalpy. The capability of the model is 
demonstrated on two test problems: flow of incompressible fluid past a plate and supersonic flow of gas past 
a plate (M = 3). 

Analysis of literature shows that there exists essential ambiguity in experimental data and, as 
a consequence, in empirical correlations for the Stanton number (that being a dimensionless heat flux). The cal-
culations suggest that the default values of the model parameters, automatically specified in the program, allow 
calculations of heat fluxes at extended solid surfaces with engineering accuracy. At the same time, it is obvious 
that one cannot invent universal wall functions. For this reason, the controls of model WFFV are made accessi-
ble from the FlowVision interface. When it is necessary, a user can tune the model for simulation of the required 
type of flow. 

The proposed model of wall functions is compatible with all the turbulence models implemented in the 
FlowVision software: the algebraic model of Smagorinsky, the Spalart-Allmaras model, the SST k–ω model, the 
standard k–ε model, the k–ε model of Abe, Kondoh, Nagano, the quadratic k–ε model, and k–ε model 
FlowVision. 
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Введение 

В работах [Жлуктов и др., 2010; Жлуктов, Аксенов, 2015] была представлена модель при-
стеночных функций FlowVision (WFFV). В этих работах рассматриваются изотермические те-
чения. В них обсуждаются граничное условие для уравнения импульсов на твердой поверхно-
сти в турбулентном потоке и алгебраические вычисления, необходимые для его задания в про-
грамме вычислительной гидродинамики (ВГД). В настоящей работе рассматривается граничное 
условие для уравнения энергии, используемое в высокорейнольдсовых расчетах неизотермиче-
ских течений. Напомним, что пристеночные функции (ПФ) — это предопределенные профили 
скорости, коэффициента турбулентной вязкости, коэффициента турбулентной теплопроводности, 
температуры, турбулентной энергии и скорости диссипации турбулентной энергии в части по-
граничного слоя, непосредственно примыкающей к твердой непроницаемой поверхности (к стен-
ке). ПФ позволяют не разрешать сеткой эту часть пограничного слоя. В модели WFFV профили 
указанных величин гладкие. 

Пристеночные функции калибруются с использованием экспериментальных данных или 
обобщенных экспериментальных данных (эмпирических корреляций). При этом калибровка 
ПФ на простых объектах типа пластины часто позволяет получать удовлетворительные резуль-
таты для более сложных объектов — см. [Жлуктов, Аксенов, 2015]. Очевидно (по физике), что 
результаты будут удовлетворительными там, где имеется плоская (или почти плоская) поверх-
ность с развитым турбулентным пограничным слоем (плоскость крыла, корпус корабля и даже 
винт корабля). Об этом свидетельствуют многочисленные задачи, решенные пользователями 
FlowVision, — см., например, [Печенюк, 2014; Печенюк, 2017; Aksenov et al., 2017]. В указан-
ных работах моделируются изотермические течения. В настоящей работе решаются две неизо-
термические задачи: течение несжимаемой воды около пластины и сверхзвуковое течение воз-
духа около пластины (M = 3). 

ПК FlowVision используется во многих организациях. В одних организациях проводятся 
систематические инженерные расчеты. Этим организациям нужна возможность получать ре-
зультаты с приемлемой точностью, ничего не меняя в интерфейсе FlowVision. В других органи-
зациях решаются исследовательские задачи. Специалистам этих организаций нужен макси-
мальный доступ к параметрам моделей — даже к константам стандартной k–ε модели турбу-
лентности. FlowVision предоставляет пользователям доступ к параметрам реализованных 
моделей турбулентности и пристеночных функций. В то же время результаты проведенного 
исследования дают основание полагать, что параметры по умолчанию не дадут абсурдных ре-
зультатов при моделировании турбулентных пограничных слоев, развивающихся на твердых 
протяженных поверхностях. 

В программном комплексе (ПК) FlowVision реализовано 7 моделей турбулентности: ал-
гебраическая модель Смагоринского (см. [Гарбарук и др., 2012]), модель Спаларта–Аллма-
раса (см. [Wilcox, 1994] и [Гарбарук и др., 2012]), модель Shear Stress Transport k–ω 
(см. [Menter et al., 2003]) и четыре k–ε модели — стандартная (см. [Wilcox, 1994 ]), AKN [Abe 
et al., 1994], квадратичная [Lien et al., 1996] и FlowVision [Жлуктов и др., 2014; Жлуктов и др., 
2016]. Предлагаемая в настоящей работе модель тепловых ПФ совместима со всеми этими 
моделями. 

ПК FlowVision [Aksenov et al., 1998] основан на конечно-объемном подходе к аппроксима-
ции уравнений, описывающих движение жидкости и газа. Используется автоматическое по-
строение расчетной сетки. Реализованный в ПК метод подсеточного разрешения геометрии по-
зволяет моделировать течения в расчетных областях произвольной формы. Обзор технологий 
FlowVision представлен в работе [Аксёнов, 2017]. 
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1. Граничное условие для уравнения энергии 

В ПК FlowVision реализованы две формы уравнения энергии: уравнение энергии, записан-
ное через термодинамическую энтальпию h  (по сути, дифференциальная форма 1-го начала 
термодинамики) 

 ( ) ( )
3

, 1
q ij ij

i j

h ph p S
t t
ρ

ρ τ ρε
=

∂ ∂
+∇ = + ⋅∇ −∇ ⋅ + +

∂ ∂ ∑V V J  (1) 

и уравнение энергии, записанное через полную энтальпию H  

 ( ) ( ) ( ) ( )2ˆ ˆ2 .
3q t

H pH
t t
ρ

ρ ρ μ μ
∂ ⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞+∇ = + ⋅ −∇ ⋅ +∇ ⋅ + − ∇ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

V V g J S V I V  (2) 

Здесь ρ  — плотность, V  — скорость, p  — статическое давление, qJ  — тепловой поток, τ̂  — 

тензор вязких напряжений, Ŝ  — тензор скоростей деформации, g  — ускорение, определяю-
щее все действующие на жидкость/газ внешние объемные силы (в частном случае, ускорение 
свободного падения), μ  — динамический коэффициент молекулярной вязкости, tμ  — дина-
мический коэффициент турбулентной вязкости, Î  — метрический тензор. Пользователь выби-
рает нужную форму уравнения энергии соответственно решаемой задаче. 

Выберем локальную (связанную со стенкой в данной точке) систему координат (СК) сле-
дующим образом: ось y направим по нормали к стенке, ось x направим вдоль касательной со-
ставляющей скорости в центре примыкающей к стенке ячейки (далее будем говорить центр 
пристенной ячейки), ось z образует правую локальную СК. Расстояние от стенки до центра 
пристенной ячейки будем обозначать .cy  Запишем стационарное уравнение энергии через тер-
модинамическую энтальпию: 
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Пренебрежем конвективными членами и касательными составляющими теплового потока: 
3

,

, 1

,q y
ij ij
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J
S
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Здесь ih  — энтальпия i-го компонента жидкости/газа, ,i yJ  — нормальная составляющая диф-
фузионного потока i-го компонента, λ  — коэффициент молекулярной теплопроводности, 

tλ  — коэффициент турбулентной теплопроводности. Введем обозначение 

3
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i j

R Sτ ρε
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Тогда имеем: 

 ( ) , .t i i y h
i species

T h J R
y y

λ λ
=

⎡ ⎤∂ ∂
− + + =⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  (5) 

Интегрирование уравнения (5) от 0 до cy  дает: 

 ( ) , , , .t i i y q y w h
i species c

T h J J R y
y

λ λ
=

⎡ ⎤∂
− + + − =⎢ ⎥
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Здесь , ,q y wJ  — значение теплового потока на стенке, hR  — интегральное среднее величи-
ны hR  на интервале [0, ].cy  Выразим производную температуры: 

 , , ,
1 1 .q y w h i i y

t t t i species

T yJ R h J
y λ λ λ λ λ λ =

∂
= − − +

∂ + + + ∑  (6) 

Интегрирование уравнения (6) от 0 до cy  дает 

 , , ,
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.
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λ λ λ λ λ λ=

− = − − +
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Здесь ,i i y
i species

h J
=
∑  — интегральное среднее диффузионной составляющей теплового потока 

на интервале [0, ].cy  Введя обозначения 

 1
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,
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T
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dyJ
λ λ

=
+∫      2

0

,
yc

T
t

ydyJ
λ λ

=
+∫  (8) 

получаем более компактную запись соотношения (7): 

 , , , 1 2.c w q y w i i y T h T
i species

T T J h J J R J
=

⎡ ⎤
− = − + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
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Соотношение (9) определяет профиль температуры на интервале [0, ].cy  Из него следует тре-
бующееся выражение для теплового потока: 

 ( ) 2
, , ,

1 1

1 .T
q y w w c h i i y

T T i species

JJ T T R h J
J J =

= − − + ∑  (10) 

Для получения граничного условия для уравнения энергии выражаем температуру в центре 
пристенной ячейки через термодинамическую энтальпию: 

 
( ) ( )1 .c c c c

p c

T T h h
C T

= + −  (11) 

Здесь cT  и ,ch  соответственно, температура и термодинамическая энтальпия с предыдущего 
шага по времени или с предыдущей итерации. В случае однокомпонентной жидкости и в слу-
чае химически нейтральной стенки последнее слагаемое выражения (10) равно нулю. Если до-
полнительно пренебречь вязкой диссипацией на интервале [0, ],cy  получим наиболее простое 
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граничное условие для уравнения энергии, решаемого относительно термодинамической эн-
тальпии: 

 
( ) ( ), ,

11

1 1 .c
q y w c w c

Tp c T p c

hJ h T T
JC T J C T

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (12) 

При использовании неявного метода для решения уравнения энергии коэффициент 

( )( ) 1

1p c TC T J
−

 участвует в формировании матричного коэффициента при термодинамической 

энтальпии в центре пристенной ячейки. 
Запишем стационарное уравнение энергии через полную энтальпию: 
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Пренебрежем конвективными членами и касательными составляющими потока энергии: 
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∂
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Нормальная составляющая теплового потока ,q yJ  определена выражением (4). Введем обозна-
чение 

.H x x y y z zR V g V g V gρ ρ ρ= + +  

Имеем: 
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Интегрирование уравнения (14) от 0 до cy  дает: 
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Выразим производную температуры: 
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, , ,
1 1 1 .

2
t x

q y w H i i y
t t t ti species

VT yJ R h J
y y

μ μ
λ λ λ λ λ λ λ λ=

+ ∂∂
= − − + −

∂ + + + + ∂∑  (15) 

Интегрирование уравнения (15) от 0 до cy  дает 

 2
, , , , 1 2 ,

1 .
2

t
w q y w i i y w T H T x c

ti species

T T J h J J R J Vμ μ
λ λ=

⎡ ⎤ +
− = − + − −⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  (16) 

В случае движущейся стенки последний член имеет вид: 

( )2 2
, ,

1 .
2

t
x c x w

t
V V

μ μ
λ λ
+

− −
+
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Интегралы 1TJ  и 2TJ  определены соотношениями (8). Треугольными скобками обозначены ин-
тегральные средние значения соответствующих величин на интервале [0, ].cy  Выразим тепло-
вой поток из соотношения (16): 

 ( ) 22
, , , , ,

1 1 1

1 1 1 .
2

tT
q y w w c H x c i i y w

T T t T i species

JJ T T R V h J
J J J

μ μ
λ λ =

+
= − − − +

+ ∑  (17) 

Для получения граничного условия для уравнения энергии нужно выразить температуру в цен-
тре пристенной ячейки через полную энтальпию. Если скорость в центре ячейки фиксирована 
(при интегрировании уравнения энергии в рамках метода расщепления по физическим процес-
сам), то 

 
( ) ( )1 .c c c c

p c

T T H H
C T

= + −  (18) 

Здесь cT  и ,cH  соответственно, температура и полная энтальпия с предыдущего шага по вре-
мени или с предыдущей итерации. Наиболее простое граничное условие для уравнения энер-
гии, решаемого относительно полной энтальпии, имеет вид: 

 
( ) ( )

2
, , ,

1 11

1 1 1 1 .
2

c t
q y w c w c x c

T t Tp c T p c

HJ H T T V
J JC T J C T

μ μ
λ λ

⎛ ⎞ +⎜ ⎟= − + − + −
⎜ ⎟ +⎝ ⎠

 (19) 

В нем не учитывается диффузионная составляющая потока энергии и работа объемной силы на 
интервале [0, ].cy  

Таким образом, если известен профиль турбулентной теплопроводности ( ) ,t yλ  то, вычис-
ляя интегралы (8), получаем связь между тепловым потоком на стенке и энтальпией в центре 
пристенной ячейки. Эта связь используется в качестве граничного условия на стенке для урав-
нения энергии (1) или (2). 

В ПК FlowVision исходное (записанное через температуру) граничное условие для уравне-
ния энергии реализовано в следующем формате: 

 ( ), .q y T w c TJ a T T b= − −  (20) 

При решении уравнения энергии, записанного через термодинамическую энтальпию, 

 
1

1 ,T
T

a
J

=  (21) 

 
3

2
, 1

.T T ij ij c c
i j

b J Sτ ρ ε
=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (22) 

При решении уравнения энергии, записанного через полную энтальпию, 

 
1

1 ,T
T

a
J

=  (23) 

 ( ) ( )2 2
, , 2 , , , ,

1 .
2

t
T x c x w T c x c x c c y c y c

t
b V V J V g V gμ μ

ρ ρ
λ λ
+

= − − +
+

 (24) 

В ПК FlowVision также реализованы другие (известные из литературы) способы задания 
граничного условия для уравнения энергии. Все они записываются в формате (20) с использо-
ванием величины 

( )
,

.p w c

q y

C u T T
T

J
τρ+ −

=  
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Здесь /wxuτ τ ρ=  — динамическая скорость, wxτ  — удельная сила вязкого трения, дейст-
вующая на стенку. При решении уравнения энергии, записанного через термодинамическую 
энтальпию, 

 ,p
T

C u
a

T
τρ

+=  (25) 

 0.Tb =  (26) 

При решении уравнения энергии, записанного через полную энтальпию, 

 ,p
T

C u
a

T
τρ

+=  (27) 

 ( )
, ,2 2

, ,
,

,
,

1
1 2 .
2 1

2 Pr

c t c wx x w
T x c x w

p c T
c t c

t c

V
b V V C a

μ μ τ

λ μ

+
= − −

+
 (28) 

В ПК FlowVision величина T + вычисляется двумя способами: 

 ( )min ,vis turbT T T+ + +=    или   ( ) 1exp Γ exp .
Γvis turbT T T+ + +⎛ ⎞= ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (29) 

Здесь [Kader, 1981] 

( )4

3

0.01 Pr
Γ ,

1 5 Pr

y

y
τ

τ

+

+

⋅ ⋅
= −

+ ⋅
 

Pr /pCμ λ=  — молекулярное число Прандтля. Величина visT +  определяет линейный профиль 
температуры в вязком подслое, непосредственно примыкающем к стенке: 

Pr .visT yτ
+ +=  

Величина turbT +  определяет логарифмический профиль температуры в логарифмической части 
пограничного слоя. В интерфейсе FlowVision пользователь может выбрать один из двух спосо-
бов вычисления этой величины. Первый взят из [ANSYS Fluent Theory Guide, 2013] (со ссылкой 
на [Jayatilleka, 1969]): 

 1Pr ln( ) ,turb t fitT E y Pτκ
+ +⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (30) 

3/4
Pr Pr9.24 1 1 0.28exp 0.007 ,
Pr Prfit

t t
P

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦

 

0.419,κ =      9.E =  

Параметры (константы) κ  и E  выведены в интерфейс FlowVision. При необходимости их 
можно менять. Второй способ взят из [ANSYS CFX-Solver Theory Guide] (со ссылкой на [Kader, 
1981]): 

 ( ) 21/32.12 ln Pr 3.85 Pr 1.3 .turbT yτ
+ + ⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ −⎣ ⎦  (31) 

Переходя к термодинамической энтальпии с помощью соотношения (11), для всех реали-
зованных граничных условий получаем: 

 
( ) ( ) ( )

1 1
,

1 1 .n n n n
q y T c w c c Tn n

p c p c

J a h T t T h b
C T C T

+ +
⎡ ⎤
⎢ ⎥= + − + −
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (32) 
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Переходя к полной энтальпии с помощью соотношения (18), для всех реализованных гранич-
ных условий получаем: 

 
( ) ( ) ( )

1 1
,

1 1 .n n n n
q y T c w c c Tn n

p c p c

J a H T t T H b
C T C T

+ +
⎡ ⎤
⎢ ⎥= + − + −
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (33) 

В выражениях (32) и (33) индексами n и n + 1 обозначены два соседних временных слоя. Срав-
нение выражений для величин Ta  и Tb  (21)–(24) с выражениями (25)–(31) показывает отличие 
модели ПФ FlowVision от других моделей. 

2. Модель пристеночных функций FlowVision 
2.1. Базовая модель 

Модель ПФ FlowVision предполагает наличие двух «путей перемешивания». Первый обу-
словлен пульсациями скорости: 

1 1
1

11 exp ,l y y
Aτκ +⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⋅ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

,u yy τ
τ

ρ
μ

+ =      
1/2

,wxuτ
τ
ρ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 0.41,κ =      1 25.A =  

Второй «путь перемешивания» обусловлен пульсациями давления  

2 2
2

11 exp ,p pl y y y
A

κ + +⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⋅ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

,p
p

u y
y

ρ
μ

+ =      

1/3

2 ,p

p
xu

μ

ρ

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 0.2,κ =      2 13.6.A =  

Константы 1,κ  2 ,κ  1,A  2A  выведены в интерфейс FlowVision. 
В области положительного градиента давления общий путь перемешивания определяется 

соотношением: 
2 2 2

1 2 .l l l= +  

В области отрицательного градиента давления общий путь перемешивания определяется 
соотношением: 

( )2 2 2
1 2max , 0 .l l l= −  

2.2. Турбулентная теплопроводность 
Коэффициент турбулентной теплопроводности определяется соотношением [Cebeci, 2004] 

.
Pr

h t
t p h p t p

x

t

dV lC l l C C
dy l

μ
λ ρ μ= = =  

Здесь hl  — тепловой путь перемешивания, Prt  — турбулентное число Прандтля: 

Pr .t p
t

t h

C l
l

μ
λ

= =  
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Динамический коэффициент турбулентной вязкости определяется соотношением [Жлуктов, 
Аксенов, 2015] 

2
2

2
1 41 .
2

x
t wx

V l pl y
y x

ρμ ρ μ μ τ
μ

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞⎜ ⎟= = − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Турбулентное число Прандтля является параметром модели. Существуют различные спо-
собы его определения. Можно обозначить три уровня сложности в определении турбулентного 
числа Прандтля: 1) константа, 2) функция турбулентного числа Рейнольдса и молекулярного 
числа Прандтля, 3) алгебраическое соотношение, использующее молекулярное число Прандтля. 
турбулентную энергию, скорость диссипации турбулентной энергии, дисперсию температуры и 
скорость диссипации дисперсии температуры. В последнем случае для дисперсии температуры 
и скорости ее диссипации решаются дополнительные конвективно-диффузионные уравнения. 
Следует отметить, что существуют еще более сложные модели, в которых для трех компонент 
турбулентного теплового потока решаются отдельные конвективно-диффузионные уравнения. 
В данной работе мы ограничимся первыми двумя уровнями сложности в определении турбу-
лентного числа Прандтля и, как следствие, вычисления турбулентного теплового потока в при-
стенных ячейках. 

2.3. Турбулентное число Прандтля 
В работе [Cebeci, 2004] предлагается вычислять турбулентное число Прандтля следующим 

образом:  
(1 exp( / ))Pr .
(1 exp( / ))t

h w

y A
y B

κ
κ

+ +

+ +

− −
=

− −
 

Здесь ,κ  ,hκ  ,A+  wB+  — модельные константы: 

 0.4,κ =      0.44,hκ =      26.A+ =   

На основе анализа экспериментальных данных для различных жидкостей (0.02 < Pr  < 15) 
в работе [Na, Habib, 1973] была получена следующая эмпирическая корреляция для величии-
ны :wB+  

,
Pr
w

w
BB
++

+ =      
5

1

1

(lg Pr) ,i
w i

i

B C++ −

=

=∑  

1 2 3 4 534.96, 28.79, 33.95, 6.33, 1.186.C C C C C= = = = = −  

Утверждается, что применимость модели ограничена несжимаемой жидкостью. 
В работе [Myong et al., 1989] для турбулентного числа Прандтля предлагается следующее 

выражение: 
1.63Pr 0.75 .

ln(1 Pr/ 0.0015)t = +
+

 

Утверждается, что модель хорошо воспроизводит экспериментальные данные для труб с пол-
ностью развитой турбулентностью при 

 2 410 Pr 5 10− < < ⋅      и     4 510 Re 10 .< <   
Отмечается, что для других геометрий модель может давать худшее соответствие с экспери-
ментом. 

В работе [Kays, 1994] предлагается выражение 

 0.7Pr 0.85 ,t
tPe

= +      Pr.t
tPe μ

μ
= ⋅  (34) 
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В этой же работе предлагается модификация выражения (34), расширяющая диапазон его при-
менимости. Модель не рекомендуется использовать при моделировании ламинарно-турбулент-
ного перехода и для жидкостей с Pr > 10–20. 

Из литературы известны и другие алгебраические модели для переменного турбулентного 
числа Прандтля (см. [Jisha, Rieke, 1979; Yakhot, Orszag, 1987; Lin et al., 2000; Kays, Crawford, 
1993]).  

В настоящей работе рассматривается возможность использования выражения (34) для во-
ды (Pr 7)=  и для воздуха (Pr 0.71).=  

3. Обзор известных корреляций 

В данном разделе обсуждаются известные эмпирические выражения для числа Стэнтона 

 
( )
( )

,

,

q y
x

p w

J x
St

C T Tρ∞ ∞ ∞ ∞

=
−V

 (35) 

и коэффициента трения 

 
( )

, 2

2
.wx

f x

x
C

τ

ρ∞ ∞

=
V

 (36) 

Здесь индексом «∞» обозначены значения величин в набегающем потоке, индексом «w» — зна-
чения на стенке. В эмпирических корреляциях для xSt  и f xC  в качестве аргумента использует-
ся локальное число Рейнольдса 

Re /x V xρ μ∞ ∞ ∞=  

и число Прандтля 

,Pr / .pCμ λ∞ ∞ ∞=  

В литературе можно встретить различные выражения ( )Re ,Prx xSt  для турбулентного те-
чения около пластины, характеризуемого пренебрежимо малым градиентом давления. В учеб-
нике [Lienhard, 2003] дается выражение  

 
( )

,
0.68

,

/ 2
.

1 12.8 Pr 1 / 2
f x

x
f x

C
St

C
=

+ −
 (37) 

В книге [Исаченко и др., 1975] приводятся вариации соотношения (37): 

 
( )

,
2/3

,

/ 2
,

1 12 Pr 1 / 2
f x

x
f x

C
St

C
=

+ −
 (38) 

 
( )

,
2/3

,

/ 2
.

0.93 12.5 Pr 1 / 2
f x

x
f x

C
St

C
=

+ −
 (39) 

В этой книге говорится, что выражение (38) характеризует тепловой поток к пластине при 
Pr 1,t =  а выражение (39) — при Pr 0.8.t =  Приведем также корреляцию из книги [Шлихтинг, 
1974] для Pr 1t =  

 
( )

,

,

/ 2
51 5 Pr 1 ln 1 Pr 1 / 2
6

f x
x

f x

C
St

C
=

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − + + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 (40) 
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и корреляцию из той же книги для переменного турбулентного числа Прандтля: 

 
( ) ( )

,

,

/ 2
.

1 Pr Pr 4 1 Pr / 2
f x

x
t t f x

C
St

a C
=

⎡ ⎤+ − + −⎣ ⎦
 (41) 

Функция ( )Pr/ Prta  в этой книге приводится в табличном виде: 
 

Pr/ Prt  a  Pr/ Prt  a  
0.5 10.22 20 4.10 

0.72 9.55 30 3.61 
1.44 8.25 100 2.47 
2.0 7.66 200 1.98 
5 6.04 1000 1.17 

10 5.05   
 
Для воды Pr 7.=  Если принять ,Pr Pr 0.9t t w≈ ≈  [Шлихтинг, 1974], то в результате интерполяции 
табличных данных получаем 5.49a =  и 

 
[ ]

,

,

/ 2
.

1 5.49Pr 4.54 / 2
f x

x
f x

C
St

C
=

+ −
 (42) 

Приведем известные выражения ( )Ref xC  для турбулентного безградиентного течения 
около пластины: 
 1/7

, 0.027 Re ,f x xC −= ⋅  (43) 

 
( )

, 2
0.455 ,

ln 0.06Re
f x

x

C =
⎡ ⎤⎣ ⎦

 (44) 

 0.2
, 0.0592 Re ,f x xC −= ⋅  (45) 

 ( ) 2.450.288 lg Re .f x xC −= ⋅  (46) 

Выражения (43) и (44) приводятся в книге [Lienhard, 2003], выражение (45) — в книге [Шлих-
тинг, 1974], выражение (46) — в работе [Crabtree et al., 1970]. Отметим, что в книге [Семёнов, 
2013] корреляция (43) приводится с коэффициентом 0.0263. Также в литературе эта корреляция 
встречается с коэффициентом 0.0277.  

На рис. 1 приведены значения коэффициента трения, определяемые выражениями (43)–(46). 
На рис. 2 приведены значения числа Стэнтона для воды, определяемые выражениями (37), 

(38), (40) с фиксированным выражением для коэффициента трения. 
Рис. 3 демонстрирует разброс значений числа Стэнтона, обусловленный неопределенно-

стью коэффициента трения. 
Рис. 4 демонстрирует разброс значений числа Стэнтона для Pr 1.t ≠  
Приведем также корреляцию для сжимаемого течения воздуха из работы [Crabtree et al., 

1970]: 
 ( ) 2.450.176 lg Re .x xSt −=  (47) 

В работе [DeChant, Smith, 2016] (со ссылкой на [Holman, 1986]) приводится похожая корреля-
ция с разбивкой на 3 диапазона значений локального числа Рейнольдса Re :x  

( )
( )
( )

1/2 2/3 5

1/5 2/3 5 7

2.584 7 9

0.332 Re Pr , Re 5 10 ,

0.0296 Re Pr , 5 10 Re 10 ,

0.185 lg Re , 10 Re 10 .

x x

x x x

x x

St

− −

− −

−

⎧ < ⋅
⎪
⎪= ⋅ < <⎨
⎪

< <⎪⎩

 



Высокорейнольдсовые расчеты турбулентного теплопереноса… 

 ______________________________________ 2018, Т. 10, № 4, С. 461–481 _____________________________________  

473

Таким образом, в эмпирических корреляциях для коэффициента трения и числа Стэнтона 
присутствует существенная неопределенность. 

 
Рис. 1. Известные корреляции для коэффициента трения: «Корр. 1» определена выражением (43), 
«Корр. 2» — выражением (44), «Корр. 3» — выражением (45), «Корр. 4» — выражением (46) 

 

Рис. 2. Известные корреляции для числа Стэнтона (вода), Pr 1:t =  «Корр. 1» определена выражением (40), 
«Корр. 2» — выражением (38), «Корр. 3» — выражением (37). Коэффициент трения определен выраже-
нием (44) 
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Рис. 3. Известные корреляции для числа Стэнтона (вода), Pr 1:t =  «Корр. 1» определена выражением (37), 
коэффициент трения определен выражением (43); «Корр. 2» определена выражением (37), коэффициент 
трения определен выражением (44); «Корр. 3» определена выражением (37), коэффициент трения опре-
делен выражением (45); «Корр. 4» определена выражением (37), коэффициент трения определен выра-
жением (46) 

 

Рис. 4. Известные корреляции для числа Стэнтона (вода), Pr 1:t ≠  «Корр. 1» определена выражением (42), 
коэффициент трения определен выражением (45); «Корр. 2» определена выражением (42), коэффициент 
трения определен выражением (44); «Корр. 3» определена выражением (39), коэффициент трения опре-
делен выражением (45); «Корр. 4» определена выражением (39), коэффициент трения определен выра-
жением (44) 
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4. Расчеты 

4.1. Течение несжимаемой жидкости 
Рассматривается турбулентное течение воды около пластины. Длина пластины — 2 м, 

скорость потока на входе — 1 м · с–1, абсолютная температура потока на входе — 298.15 K, 
абсолютная температура поверхности пластины — 318.15 K, абсолютное давление на внеш-
ней границе и на выходе — 101 325 Па, интенсивность турбулентности и масштаб турбулент-
ности на входе полагаются равными нулю. Плотность воды — 1000 кг · м–3, динамическая  
вязкость — 310−  кг · м–1 · с–1, теплопроводность — 0.6 Вт · м–1 · К–1, удельная теплоемкость — 
4200 Дж · кг–1 · К–1. 

Расчеты проводятся на 4-х сетках. Все сетки равномерно сгущаются к поверхности пла-
стины, к передней и задней кромкам. Сетки характеризуются средним значением величины 

, /c x c cy u Vτ τρ μ+ =  на третьей четверти пластины следующим образом: 
 

 Сетка 1 Сетка 2 Сетка 3 Сетка 4 

yτ
+  105.9 52.4 26.6 13.1 

 
В расчетах используется k–ε модель турбулентности FlowVision, представленная в работах 
[Жлуктов и др., 2014] и [Жлуктов и др., 2016]. 

На рис. 5 представлены 2 корреляции для числа Стэнтона и результаты расчетов на  
4-х сетках с постоянным турбулентным числом Прандтля. Нумерация корреляций такая же, как 
на рис. 2. Наблюдается хорошая сеточная сходимость. Результаты расчетов оказываются внут-
ри полосы неопределенности экспериментальных данных. 

На рис. 6 представлены 2 корреляции для числа Стэнтона и результаты расчетов на  
4-х сетках с турбулентным числом Прандтля, вычисляемым по формуле (34). Нумерация кор-
реляций такая же, как на рис. 4. Наблюдается хорошая сеточная сходимость. На второй поло-
вине пластины все представленные на рисунке данные укладываются в полосу шириной 9 %. 
Дополнительные расчеты показали, что, варьируя (в интерфейсе FlowVision) две константы, 
входящие в выражение (34), можно приблизить результаты к эмпирическим корреляциям. 
Рис. 6 показывает, как «работает» оригинальная модель [Kays, 1994]. 

4.2. Течение сжимаемого газа 
Рассматривается турбулентное течение воздуха около пластины. Длина пластины — 1 м, 

скорость потока на входе — 1044 м · с–1, абсолютная температура потока на входе — 300 K, 
абсолютная температура поверхности пластины — 300 K, абсолютное давление на внешней 
границе и на выходе — 101 325 Па, интенсивность турбулентности и масштаб турбулентно-
сти на входе полагаются равными нулю. Плотность воздуха вычисляется по закону идеально-
го газа, другие свойства воздуха представлены в табличном виде ( , ).T p  Шаг таблиц по тем-
пературе — 10 K. 

Для течений сжимаемых жидкостей/газов с переменными свойствами определение и кор-
реляции для числа Стэнтона модифицируются [Crabtree et al., 1970]: 

 
( )

( )
, ,q y

x
r w

J x
St

h hρ∞ ∞

=
−V

    ( )* *
, *Re ,Pr .x x i x

TSt St
T
∞=   

Здесь ,x iSt  — корреляция для несжимаемой жидкости (см. раздел 3), 

( ) ( )* * *Re / ,x T x Tρ μ∞= V      ( ) ( ) ( )* ** *Pr / .pT C T Tμ λ=  
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Рис. 5. Корреляции для числа Стэнтона и результаты расчетов (вода), Pr 1:t =  «Корр. 1» определена вы-
ражением (40), коэффициент трения определен выражением (44); «Корр. 2» определена выражением (38), 
коэффициент трения определен выражением (44) 

  

Рис. 6. Корреляции для числа Стэнтона и результаты расчетов (вода), Pr 1:t ≠  «Корр. 1» определена вы-
ражением (42), коэффициент трения определен выражением (45); «Корр. 4» определена выражением (39), 
коэффициент трения определен выражением (44) 
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«Промежуточная» (intermediate) температура определяется соотношением: 

( ) ( ) ( )* 0.5 0.22 ,w rh T h h h h h∞ ∞ ∞= + − + −  

( ) ,w wh h T=      ( ) ,h h T∞ ∞=  

 
2

1/3Pr .
2rh h ∞

∞ ∞= +
V  (48) 

Отметим, что для ламинарных течений выражение (48) принимает вид [Crabtree et al., 1970]: 
2

1/2Pr .
2rh h ∞

∞ ∞= +
V  

Расчеты проводятся на 4-х сетках. Все сетки равномерно сгущаются к поверхности пла-
стины, к передней и задней кромкам. Сетки характеризуются средним значением величины 

, /c x c cy u Vτ τρ μ+ =  на второй половине пластины следующим образом: 
 

 Сетка 1 Сетка 2 Сетка 3 Сетка 4 

y+  133.3 65.9 32.9 16.8 
 
В расчетах используется k–ε модель турбулентности FlowVision, представленная в работах 

[Жлуктов и др., 2014; Жлуктов и др., 2016]. 
На рис. 7 представлены 3 корреляции для числа Стэнтона и результаты расчетов на  

4-х сетках с турбулентным числом Прандтля, вычисляемым по формуле (34). На второй поло-
вине пластины все представленные на рисунке данные укладываются в полосу шириной 5 %.  

 

Рис. 7. Корреляции для числа Стэнтона и результаты расчетов (воздух), Pr 1:t ≠  «Корр. 1» определена вы-
ражением (47); «Корр. 2» определена выражением (39), коэффициент трения определен выражением (46); 
«Корр. 3» определена выражением (39), коэффициент трения определен выражением (45) 
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Выводы 

В экспериментальных данных и, как следствие, в эмпирических корреляциях для числа 
Стэнтона (безразмерного теплового потока) присутствует существенная неопределенность. По 
этой причине невозможно изобрести универсальные тепловые пристеночные функции (ПФ), 
позволяющие проводить высокорейнольдсовые расчеты неизотермических течений жидкостей 
и газов около твердых поверхностей. «Подгоняя» модель ПФ под одни экспериментальные 
данные, мы увеличиваем расхождение результатов расчетов с другими экспериментальными 
данными. Очевидно, что современная ВГД программа должна предоставлять пользователю 
возможность настраивать модель ПФ на определенный класс течений. В ПК FlowVision управ-
ляющие параметры (константы) моделей ПФ выведены в интерфейс. В то же время, результаты 
проведенного в настоящей работе исследования дают основание полагать, что значения пара-
метров модели ПФ FlowVision (WFFV), автоматически задаваемые в программе по умолчанию, 
позволяют рассчитывать тепловые потоки на твердых протяженных поверхностях с инженер-
ной погрешностью. 

Модель WFFV предполагает гладкие профили касательной составляющей скорости, тур-
булентной вязкости, температуры и турбулентной теплопроводности около твердой поверхно-
сти. Поэтому использование этой модели дает хорошие результаты в «буферной» зоне 
3 30.yτ

+< <  
Особенность реализации модели WFFV состоит в том, что, как таковой, профиль темпера-

туры в расчетах не используется. Вместо этого перед решением уравнения энергии в каждой 
пристенной ячейке численно вычисляются интегралы (8). В этой же процедуре вычисляется 
среднее отношение эффективной вязкости к эффективной теплопроводности. Найденные вели-
чины определяют коэффициенты (21)–(24), которые подставляются в выражение для теплового 
потока (20). Сам тепловой поток вычисляется после решения уравнения энергии. Если тепло-
вой поток задан, то соотношения (20)–(24) используются для вычисления температуры поверх-
ности. 

Следует отметить, что модели ПФ «работают» там, где имеется твердая поверхность дос-
таточно большая для того, чтобы на ней мог развиться турбулентный пограничный слой. Фор-
мальное использование ПФ на малых неровностях твердой поверхности (каверны, выступы) не 
всегда правомерно. 

В настоящей работе была исследована возможность использования простой алгебраиче-
ской модели для вычисления переменного турбулентного числа Прандтля, входящего в модель 
ПФ в качестве параметра. Результаты удовлетворительные. Однако надо иметь в виду, что для 
предсказания распределения температуры около твердой поверхности с неоднородными гра-
ничными условиями (например, когда изотермические участки чередуются с адиабатическими) 
с большой вероятностью потребуется более сложная модель для вычисления турбулентного 
числа Прандтля (см. [Рогожкин и др., 2014; Аксёнов и др., 2017]). 
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