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Работа принадлежит направлению экспериментальной математики, исследующей свойства мате-
матических объектов вычислительными средствами компьютера. Базовым отображением служит экс-
поненциальное, топологические свойства (букеты Кантора) которого отличаются от свойств полино-
миальных и рациональных функций на комплексной плоскости. Предметом исследования являются 
характер и особенности множеств Фату и Жюлиа, а также точек равновесия и орбит нуля трех ите-
рированных комплекснозначных отображений: ( ) ( ): 1 exp ,f z izμ→ +  ( ) ( )*: 1 exp ,g z z z izμ→ + −  

( )( ) ( )*: 1 exp ,h z z z izμ→ + −  где , ,z μ ∈^  ( )* * *: exp .z iz z=  Для квазилинейного отображения g, 

не обладающего свойством аналитичности, было обнаружено два бифуркационных перехода: рождение 
новой точки равновесия (для него было найдено критическое значение параметра, а сама бифуркация 
представляет собой смешанный случай «вилки» и седлоузельного перехода) и переход к радикальной 
трансформации множества Фату. Выявлен нетривиальный характер сходимости к фиксированной точке, 
связанный с появлением «долин» на графике скоростей сходимости. Для двух других отображений  
существенна монопериодичность режимов, отмечен феномен «удвоения периода» (в одном случае по 
пути 39 3,→  в другом — по пути 17 2),→  причем обнаружено совпадение кратности периода и числа 
рукавов спирали множества Жюлиа в окрестности фиксированной точки. Приведен богатый иллюстра-
тивный материал, численные результаты экспериментов и сводные таблицы, отражающие параметриче-
скую зависимость отображений. Сформулированы вопросы для дальнейшего исследования средствами 
традиционной математики. 
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The work belongs to the direction of experimental mathematics, which investigates the properties  

of mathematical objects by the computing facilities of a computer. The base is an exponential map, its topo-
logical properties (Cantor's bouquets) differ from properties of polynomial and rational complex-valued func-
tions. The subject of the study are the character and features of the Fatou and Julia sets, as well as the equilib-
rium points and orbits of the zero of three iterated complex-valued mappings: ( ) ( ): 1 exp ,f z izμ→ +  

( ) ( )*: 1 exp ,g z z z izμ→ + −  ( )( ) ( )*: 1 exph z z z izμ→ + −  with , ,z μ ∈^  ( )* * *: exp .z iz z=  For 

a quasilinear map g having no analyticity characteristic, two bifurcation transitions were discovered: the creation 
of a new equilibrium point (for which the critical value of the linear parameter was found and the bifurcation 
consists of “fork” type and “saddle”-node transition) and the transition to the radical transformation of the Fatou 
set. A nontrivial character of convergence to a fixed point is revealed, which is associated with the appearance 
of “valleys” on the graph of convergence rates. For two other maps, the monoperiodicity of regimes is signifi-
cant, the phenomenon of “period doubling” is noted (in one case along the path 39 3,→  in the other along the 
path 17 2),→  and the coincidence of the period multiplicity and the number of sleeves of the Julia spiral in 
a neighborhood of a fixed point is found. A rich illustrative material, numerical results of experiments and sum-
mary tables reflecting the parametric dependence of maps are given. Some questions are formulated in the paper 
for further research using traditional mathematics methods. 
 

Keywords: experimental mathematics, bifurcation, fractal, holomorphic dynamics, complex maps, nonline-
ar dynamics, Julia set, Fatou set, complex-valued exponent 
 
 
 
 
 
 
 
 
Citation: Computer Research and Modeling, 2018, vol. 10, no. 4, pp. 383–405 (Russian). 
 
 

© 2018 Igor V. Matyushkin, Maria A. Zapletina 



Компьютерное исследование голоморфной динамики экспоненциального… 

 ______________________________________ 2018, Т. 10, № 4, С. 383–405 _____________________________________  

385

1. Введение 

Фракталы, часто определяемые как самоподобные множества, до сих пор являются попу-
лярным объектом исследования. Их исследование аналитическими методами, как правило, за-
труднено, поэтому на первый план выходят компьютерные методы. Для построения фракталов 
обычно применяют некоторую динамическую процедуру, например, в виде алгоритма «чере-
пашьей» графики.  

В нашем случае инструментальным средством выступает итерированное комплекснознач-
ное отображение. Его можно рассматривать как дискретизованную по времени форму динами-
ки механической системы с двумя степенями свободы: 

( )1 1

2

/ ( , ) ,
, .

/ ( , ) 1
t tdx dt F x y z x iy

z F z z
dy dt F x y dt

+= = +⎧ ⎛ ⎞
⇒ ⇒ = ∈⎨ ⎜ ⎟= =⎝ ⎠⎩

^  

Однако и, наоборот, само отображение может исследоваться через ассоциированные с ним 
фрактальные образы; как мы увидим, характер устойчивости положений равновесия (чаще 
применяется синоним «фиксированная точка», equilibrium = fixed point = fixpoint) находит от-
ражение в топологии множеств Жюлиа и Фату. Данная работа принадлежит направлению экс-
периментальной математики [Uludag, Ayral, 2017], исследующей средствами компьютера свой-
ства математических объектов, чтобы помочь в постановке задач для математиков-классиков. 
Феноменологическое описание служит цели привлечь внимание к незамеченным ранее особен-
ностям экспоненциальных отображений и, по-видимому, впервые изучаемым линейно-экспо-
ненциальным отображениям. 

В конце 70-х гг. прошлого века стала ясной связь динамики комплекснозначных отобра-
жений и сложных топологических объектов, прежде всего фракталов [Пайтген, Рихтер, 1993; 
Schleicher, 2008]. Для итерированного квадратичного отображения 2 ,z z λ→ +  ,z λ∈^  были 
визуализированы множества Мандельброта [Mandelbrot, 1977] в виде т.н. «пряничного челове-
ка», или «черного карлика» и Фату с характерными элементами вида дракона Хартера-Хейтуэя. 
Конструкции множеств Фату — также дополнительного к нему на римановой сфере множества 
Жюлиа — и Мандельброта легко обобщить на любое комплекснозначное отображение. К нача-
лу 2000-х гг. уже [Devaney, 1991, 1999] исследовались отображения: поворота на рациональный 
угол, полиномиальные, дробно-линейные, рациональные (например, одно из популярных 

2 2 )z z z−→ +  и, наконец, экспоненциальные [Ghys et al., 1985] вида { },z zae be−+  ( ) 2, .a b ∈^  

К последним относится [Kapoor, Prasad, 1998, 1999; Prasad, 2005] и первый объект  
нашего исследования — однопараметрическое семейство отображений ( )1 ,t tz f z+ =  

( ) ( )( ) 1 exp ,f z izμ= +  .μ∈^  Наличие мнимой единицы i в показателе несущественно и удобно 
лишь для визуализации. Следует сказать, что первые работы по итерированной динамике ком-
плексной экспоненты относятся к концу 1980-х гг. [Ghys et al., 1985; Baker, Rippon, 1989; Geluk, 
1996; Petek, Kirchgraber, 1998; Romera et al., 2000]. 

Кроме того, из более общей задачи исследования равновесий ансамбля однородных экспо-
ненциальных отображений с локальной линейной связью следует актуальность исследования 
линейно-экспоненциального отображения в двух вариантах — квазилинейном и линейном: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
*

* * *
*

( ) exp , 1
, , : exp .

( ) exp , 1

g z z iz z z
z z iz

h z z iz z z

λ λ μ
μ

λ λ μ

= = + −
∈ =

= = + −
^  (1) 

Ансамбль таких отображений представляет собой клеточный автомат (КА) с непрерывны-
ми комплексными значениями — или, как указывается в [Garcia-Morales, 2016], получается 
в результате предельного перехода последовательности классических КА. Параметр μ  харак-
теризует силу связи соседних «осцилляторов», ячеек автомата. 
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Как известно, топология множеств Мандельброта и Жюлиа экспоненциальных отображе-
ний типа ,z zae be−+  , ,a b z∈^  [Devaney, 1999; Urbánski, Zdunik, 2004] существенно отличается 
от классического случая квадратичных 2 ,z c+  ,c∈]  демонстрируя элементы букета Кантора 
[Devaney, 1999; Aarts, Oversteegen, 1993; Kotus, 2009; Rocha, 2002a, 2002b], аналога канторовой 
пыли для двух измерений. Для экспоненциальных отображений [Mihaljević-Brandt, 2009; 
Rempe-Gillen, Sixsmith, 2016] zf eλ λ=  был получен ряд теоретических результатов, один из 
которых [Ghys et al., 1985; Goldberg, Keen, 1986] выделяет особо точку (0,0): 1) если существует 
аттрактор, то орбита точки 0 стремится к нему; 2) если орбита нуля уходит в бесконечность, 
то множеством Жюлиа является вся комплексная плоскость. 

Ранее мы исследовали базовое отображение z exp( )iz6  [Matyushkin, 2016], заменой легко 
сводимое к стандартному виду, и: 

• нашли единственное устойчивое равновесие * 0.576 + 0.375i,z ≈  * 0.687z ≈  и неустой-
чивые кратные циклы; 

• убедились, что точка 0 действительно является скрытым равновесием (окрестность нуля 
переходит в малую окрестность *z  примерно за 15–20 итераций); 

• построили множества Жюлиа и Фату, в структуре последнего обратили внимание на 
области локального повышения скорости сходимости; 

• построили множество Мандельброта для семейства ,izeλ  λ∈^  (стартовая точка — 
нуль). 

Как и раньше, предметом исследования будут множества Фату и Жюлиа, а также равнове-
сия и орбита нуля. Раскраска этих множеств в ряде случаев выявляет нетривиальный характер 
их внутренней структуры. 

Дадим некоторые определения. Орбитой ( )0
forb z  точки 0z ∈^  называется последова-

тельность 0 1, , , , ,nz z z… …  ( ) ( )1 ( 1) 0 ,n n nz f z f z+ +≡ ≡  .n∈`  Строгое определение множества 

Жюлиа ( )J f  итерированного комплексного отображения :f →^ ^  (иногда вводят расширен-
ную плоскость { },= ∪ ∞

�
^ ^  изоморфную сфере Римана) можно найти, например, в моногра-

фии [Милнор, 2000]. Дополнительное к нему множество Фату ( )F f  всегда является открытым 
и состоит из точек z, таких, что в достаточно малой окрестности U( )z  последовательность ите-
раций ( )nf  образует нормальное семейство в (метрическом) смысле Монтеля. Важным при-
ближением к множеству Жюлиа является множество точек убегания (escaping set) 

( ) ( ) ,escJ f J f⊆  т. е. ( ){ }( ): .n
escJ z f z= →∞  В менее строгой, но более понятной формулиров-

ке: точка принадлежит множеству Жюлиа тогда и только тогда, когда среди орбит точек ее ок-
рестности найдутся две существенно различные (т. е. метрически близкие точки дают качест-
венно или количественно разную динамику). Поэтому иногда говорят о границе множества 
Жюлиа ,J∂  в окрестности точек которой есть как убегающие точки, так и точки множества Фа-
ту с ограниченным носителем орбиты; тогда к множеству Жюлиа ( )J f  добавляется эпитет 
«заполненное» (filled).  

2. Методика эксперимента 

В эксперименте орбитой точки z для отображения f будем считать конечный кортеж 

( ) ( )0 1 1, , , .T Tz z z f z z f z −≡ = =…  Множество Жюлиа считалось нами заполненным и эквива-

лентным множеству точек убегания, т. е. ( ) ( )( ){ }0: Inf .t
escJ J z z z t T z= = ⇒ ∃ ≤ =�  Использо-
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вался стандартный прием визуализации: цвет точки ставился в соответствие скорости сходимо-
сти. Множество Жюлиа отображается в серой цветовой гамме, малым значениям t отвечают 
темные тона, а медленному уходу в бесконечность — светлые тона. 

Расчеты проводились в среде MATLAB с двойной точностью (double, 64 бита, см. прило-
жение). Специальных мер повышения точности не предпринималось; переход к алгебраиче-
ским вычислениям (команда vpa) привел бы к существенному замедлению вычислений на два 
порядка и более. Как только значение ( )z t  достигало константы 1.7976Inf 9 308,e +=  счита-
лось, что орбита уходит на бесконечность, и расчет переходил к следующей точке. Заметим, 
что истинность вычислений ставится под сомнение гораздо раньше — при достижении 1510 ,�  
т. к. для корректного расчета выражения exp( )iz  требуется сохранять по крайней мере второй 
знак после запятой большого числа (ошибка в 0.1 дает ошибку в фазе на 360). С учетом итери-
рованности требования к точности, вероятно, еще жестче. Мы полагаем, однако, что на качест-
венный характер динамики особенности машинного вычисления не влияют. 

По умолчанию глубина итераций (время) составляла 1000,T =  а пространственная сетка 
при построении множества Жюлиа — 1000 1000X Y× = ×  на размер исходной области. Стан-
дартное «окно» для нее: 2[ 5;5] ,−  т. е. 5 Re( ) 5, 5 Im( ) 5.z z− ≤ ≤ − ≤ ≤  

Для множества Фату выделялись два случая F1 и F2: 1) бассейн точечного аттрактора, фо-
куса или узла; 2) остальные случаи: периодическая, квазипериодическая или хаотическая орби-
та. Условие останова в первом случае: либо 1 5

1 10 ,t tz z ε+ −− < =  либо, если сходимость мед-

ленная, 1 2
2 10 .T Tz z ε+ −− < =  Если последнее условие не выполняется, то точка из F2. По умол-

чанию точки F1 маркируются цветами от синего (быстрая сходимость) до зеленого, а точ-
ки F2 — в желто-красной гамме (в этом случае цветовой тон не существенен). 

Код MATLAB вынесен в Приложение и легко может быть адаптирован для любой функ-
ции ( )1t tz f z+ =  добавлением соответствующей анонимной функции и опции case в оператор 

switch в первых строчках скрипта. Скрипт работает в трех режимах: 1) построение орбиты од-
ной точки («выход» в переменную tr); 2) построение множеств Жюлиа и Фату; 3) построение 
орбиты нуля и множеств Жюлиа/Фату. Использовался принцип векторизации посредством кон-
струкции arrayfun. Основная тяжесть программирования связана с отображением нестандарт-
ной цветовой карты colormap, состоящей из трех стандартных. Помимо расчета количества 
цветов скрипт вычисляет агрегированную характеристику для орбит разного типа, сохраняя ее 
в структуре dest и выводя в консоль. При визуализации использовалась команда MATLAB 
pcolor вместо стандартной contourf, чтобы подавить нежелательные эффекты интерполяции 
цвета. Ромбовидные фигуры на рис. 1 относим на дискретность сетки, где цвет приписывается 
всему патчу, исходя из цвета одной вычисленной точки. 

3. Отображение ( ) ( ): 1 expf z izμ→ +   

При 0μ =  имеем базовое отображение с простой динамикой: точки либо уходят на 
бесконечность, либо притягиваются точкой ( )0,0 ,  а затем уже — равновесием * ,z  либо, минуя 0, 

непосредственно попадают в окрестность *.z  Для этого случая множества Жюлиа и Фату уже 
известны (и, очевидно, 2π-периодичны по Re ,z  рис. 1). Орбита нуля представляет собой 
вершины концентрических треугольников, слегка поворачивающиеся вокруг центра (т. е. за три 
итерации поворот почти на 2π). Визуализируемые небольшими областями повышенной 
сходимости подмножества множества Фату трактуются как мультиплицирование, возможно, 
с поворотом, одного широкого подмножества возле равновесия. 
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Рис. 1. Топология букетов Кантора на множестве Жюлиа отображения , 0f μ =  на итерации 1000,t =  

размер вычислительной сетки 1000 1000.×  Показана единственная притягивающая точка *.z  Образ 
повернут на 90° по сравнению со стандартным случаем exp( ),z z→  что облегчает визуализацию. 
Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала 

Множество Мандельброта для ( )expf izλ λ=  показывает наличие возле нуля бассейна 
притяжения, ограниченного кривой, напоминающей повернутую на 90°  кардиоиду [Matyush-
kin, 2016]. За пределами него лежат области периодических циклов и сеть регионов с хаотиче-
ским режимом. Границы этого бассейна на прямой Re 1λ =  лежат в приближенных пределах 

0.9 Im 2.5.μ− ≤ ≤  
Будем двигаться в направлении Re 0, Im 0, .μ μ μ= > /  
Для 1.5iμ =  качественного изменения динамики (по сравнению с базовым) не наблюдает-

ся: 1) сдвигаются лишь влево «кусты», сохраняя дистанцию между собой в π; 2) изменяются 
координаты равновесия; 3) замедляется сходимость (в худшем случае: с 30 до 80 итераций). 
При 2.0iμ =  и 2.25iμ =  эти изменения нарастают, при этом орбита нуля приобретает характер 
двухрукавной спирали, т. е. равновесие есть фокус, а число итераций до сходимости возрастает 
до 192 и 384 соответственно. Заметим, что при * 2.475iμ μ= ≈  мультипликатор ( )( )*,f zμ μ′  

становится равным 1. 

Таблица 1. Кратности цикла после бифуркации 

Параметр *Im Imμ μ>  Кратность цикла n Бифуркационное значение 
2.48 49 *Imμ = 2.474440 

( )* *z μ = 0.191436735086597 + 

0.981615010858628i 

2.49 51 
2.50 17 
2.51 17 

Примечание: значение положения равновесия дано с повышенной точностью для облегчения верифи-
кации, так как само равновесие является нейтральным.  
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Рис. 2. Орбита точки ( )0,0  при 2.5i,μ =  1000,T =  квазипериод состоит из 17 точек. Весь 
диапазон орбиты [0; ]t T∈  разбит на несколько частей по цветам радуги, а размер окружности 
маркера уменьшается с ростом номера точки t. На периоде орбиты выделяются два почти 
линейных участка. Различия z(971) и z(988) говорят о том, что сходимость еще не достигнута; 
возможно, это случай квазипериодичности. Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала 

 

Для 2.5iμ =  режим сходимости заменяется на кратно-периодический. На рис. 2 рассмот-
рена орбита нуля ( )0 0,0 ,z =  характеризующаяся циклом с периодом 17. Похожа на нее орбита 
точки ( )0, 2−  или ( )2, 2−  — период тоже 17 (или кратен 17). При этом множество Жюлиа име-
ет более сложную структуру (рис. 3): последовательности букетов Кантора, тянущихся с каж-
дого «куста», соединяются и переходят в скручивающуюся многорукавную спираль. В ее цен-
тре — равновесие *,2.5 0.1902 0.9862iz ≈ +  (мультипликатор ( )*,2.5f z′  равен 1.0045, т. е. точка 

почти нейтральная — центр), вокруг которого компонента множества Фату в виде небольшого 
диска, идентифицированного нами как диск Зигеля. Экспериментально невозможно отличить 
принадлежность диску Зигеля от чрезвычайно медленного ухода на бесконечность, как в случае 
орбиты равновесия *,2.5 ,z  вернее, точки в его малой окрестности (рис. 3, b). Визуально на 
внешней окружности диска Зигеля начинаются 17 спиральных рукавов, компонентов множест-
ва Жюлиа, причем у ближних к диску точек уход в бесконечность происходит медленнее, чем 
у удаленных.  

При 2.7iμ =  характер множества Жюлиа вновь меняется, спираль становится двухрукав-
ной (рис. 4), и кратность периода точек множества Фату становится равной 2 (такова орбита 
нуля). В качестве примера приведем орбиту точки 0 :i+  первые 60 итераций имеет место ква-
зипериодический режим кратности 2, но орбита точки постепенно удаляется от квазиравнове-
сий, затем на 62-й итерации 62 2000,z >  и на 63-й точка уходит в бесконечность. 
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(а) на итерации 
1000,t =  размер 

вычислительной 
сетки 

1000 1000,×  
Re [ 5;5]

Im [ 5;5]

z

z

∈ −

∈ −
  

 

(б) на итерации 
1000,t =  размер 

вычислительной 
сетки 

1000 1000,×  
Re [0;0.4]

Im [0.8;1.2]

z

z

∈

∈
 

 

(в) 

Рис. 3. Множества Жюлиа и Фату (а, б) для случая 2.5iμ =  на итерации 1000t = в двух «окнах», а также 

(в) орбита точки 0.1902 0.9862i+  в окрестности *,2.5z  — в центре 17 спиральных рукавов находится, по-
видимому, диск Зигеля диаметра не более 0.05 и неподвижная точка *,2.5 0.1902 0.9862i.z ≈ +  
Фиолетовый цвет соответствует бóльшим временам (до T = 1000). Цветная версия рисунка доступна на 
сайте журнала 
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Рис. 4. Множества Жюлиа и Фату для случая 2.7iμ =  на итерации 1000,t =  размер вычислительной 
сетки 1000 1000×  в окне квадратной формы вблизи равновесия. Цветная версия рисунка доступна на сай-
те журнала 

 

При 3iμ =  портрет множеств Жюлиа и Фату упрощается: для большинства точек, включая 
ноль, наблюдается двухпериодический режим с устойчивыми равновесиями 

0.262 0.073iaz = − +  и 1.621 2.452i.bz = +  Формальное равновесие ( )*,3 0.1634,1.0702z ≈  с муль-
типликатором 1.08 довольно быстро — за 200 итераций — переходит в периодический режим. 
При 6iμ =  орбита формального равновесия сходится к циклу примерно за 20 итераций. Инте-
ресно, что характер множества Жюлиа около равновесия по сути повторяет характер самого 
равновесия — фокус или узел. 

Утверждение 1. Отображение ( )exp ,z izλ→  Re 1,λ =  если и имеет периодический ре-
жим, то для всех таких точек плоскости его краткость n однозначно определяется параметром, 
т. е. ( ) .n n λ= < ∞  Параметр n принимает только некоторые значения (2, 17, кратные 17 и др.). 

Примечание: ограниченная точность вычислений и возможность существования узкого 
диапазона значений параметра, где ( )n λ  меняется плавно (с шагом 1) повышают ценность тео-
ретического исследования. По нашему мнению, переход 17 → 2 скорее всего скачкообразен, 
а вот ∞ → 17, вероятно, непрерывен (см. таблицу 1). Отметим нарушение монотонности, что 
отличается от традиционного перехода периодического режима в хаос. Происхождение чис-
ла 17 отчасти подсказывает рис. 2 — топологически выделяются три аттрактора: две похожие 
на «ладонь» группы по 8 точек и удаленная точка, т. е. 17 1 2 8.= + ⋅  

4. Отображение ( )*: 1 expg z z z izμ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→ + −  

Знак модуля вместо скобок в выражении ( , )g z μ  выводит функцию из класса аналитиче-
ских, что делает задачу интереснее. В таблице 2 для выбранных значений μ  перечислены не-
которые, ближние к *,z  равновесия; они все неустойчивы, кроме случая *32.5i, .zμ =  Обсудим 
появление такого равновесия подробнее. 
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Таблица 2. Некоторые равновесия отображения ( , )g z μ  при разных μ   

μ  0 (база) 0.25 0.25i – 0.9i 2.5i 

*1z  
–2.76636 
–1.08965i 

–2.98998  
–0.45682i 

–3.74118 
–0.93942i 

–2.07187  
+0.21721i 

–4.84608  
+1.01677i 

*2z  
–9.18489  
–2.24661i 

–9.319401  
–0.98569i 

–10.53346  
–1.26968i 

–7.97970  
–0.02618i 

–11.04836  
+0.96522i 

*3z  
5.98583  

–1.83427i 
6.13132  

–0.93833i 
5.16985  

–1.21627i 
7.67724  

–0.16871i 
0.37322  

+0.58097i 
 
 
Пусть при некотором : Re 0doubleμ μ μ= =  одновременно существуют два равновесия *,z  

*z ε+  рядом друг с другом, и, условно говоря, корень трансцендентного уравнения ( ),z g zμ=  

имеет кратность 2: ( )* *, ,z g zμ=  ( )* *, ,z g zε μ ε+ = +  0.ε →  Пренебрегая членами второго 

порядка, получим: 

 

( )( )

( )

* *
*

* *Re 0,
exp

11 1 i i ,

1 1 ,
2

 2.1682, 2.5442 146°.

double

i

double

z z z
z

i angle i
z zμ

ε ε θ

ε μ δ ε ε μ ε

ε πμ θ
ε

μ θ

=
=

⎛ ⎞+ ≈ + + ⇒ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⇒ = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = ≈

 (2) 

Нетрудно видеть, что Im doubleμ μ=  мультипликатор ( )*,g zμ′  становится равным 1. 

По сравнению с базовым отображением при iμ =  множество Фату устроено более сложно: 
куст множества Жюлиа более асимметричен относительно своей центральной оси, выделяются 
три линейчатых области, сходящиеся в точке z*, где скорость сходимости повышена, а также 
несколько областей в виде венчиков букетов Кантора, где сходимость локально понижена 
(рис. 5, рис. 6). Этот «трехдолинный» эффект отсутствует для квадратичных отображений 
и наблюдается нами впервые. При 1.5iμ =  изменения более разительны, при этом, несмотря на 
наличие двух максимумов сходимости вместо «долины» (в сочетании с еще двумя максимума-
ми правее) внутри множества Фату, тем не менее, равновесие z* остается единственным, в то 
время как вторая точка есть равновесие ложное. Три «долины» исчезают, но одна из них пре-
вращается в гантелеобразную фигуру. Обращает внимание деформированность и «завихрен-
ность» крайних левого и правого букетов куста (рис. 7).  

Вблизи бифуркации Im 2.16 doubleμ μ= <  помимо существенного замедления сходимости 

(300–400 итераций) отчетливо наблюдаются два равновесия (рис. 8): истинное z* и ложное 
*, 0.765 1.875 ,z iμ ≈ − +  ( )*, *g , ,z zμμ =  переходящее в истинное на следующей итерации. Сама 

бифуркация аналогична седлоузловому переходу, поскольку наблюдается раздвоение и удале-
ние друг от друга равновесий в направлении угла 135 ,≈ °  как предполагалось при выво-
де (2) — однако при обратном движении равновесие не исчезает. Седлоузловой переход на-
блюдался ранее [Devaney, 1991; Goldberg, Keen, 1986] и в ситуации exp( ),z zλ→  1.eλ −=  
Здесь мы имеем дело скорее со случаем, промежуточным между «транскритической» 
(т. к. точки «обмениваются» устойчивостью) и «вилочной» (т. к. из одного равновесия рожда-
ются два) бифуркациями. 
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Рис. 5. Окрестность равновесия *1,z  0.25μ =  (таблица 2) на итерации 1000,t =  размер вычислительной 
сетки 1000 1000.×  Существуют даже точки, не успевающие сойтись ни к бесконечности, ни к z*. Это еще 
раз доказывает фрактальность множеств Жюлиа и Фату. Эффект пискелизации связан с ограниченным 
числом знаков при вычислениях, а не с визуализацией или величиной шага сетки. Цветная версия рисун-
ка доступна на сайте журнала 

 
Рис. 6. Множества Жюлиа и Фату для случая 1iμ =  на итерации 1000,t =  размер вычислительной сетки 
1000 1000.×  Видна характерная «долинная» структура в макроскопической области равновесия. Цветная 
версия рисунка доступна на сайте журнала 
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Рис. 7. Фрагмент множества Жюлиа и Фату для случая 1.5iμ =  на итерации 1000,t =  размер 
вычислительной сетки 1000 1000.×  Видна деформированность букетов Кантора. Цветная версия рисунка 
доступна на сайте журнала 

 

 
Рис. 8. Множества Жюлиа (монохром) и Фату (цветное) до бифуркации при 2.16iμ =  на итерации 

1000,t =  размер вычислительной сетки 1000 1000.×  Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала 
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(а) (б) 

Рис. 9. Множество Фату после бифуркации 2.20iμ =  на итерации 1000,t =  размер вычислительной 
сетки 1000 1000×  вблизи ложного (а) и истинного (б) равновесия. Истинное равновесие имеет новые 
координаты *Re( ) 0.545,z ≈  *Im( ) 0.398z ≈  и находится рядом с z*. Синим цветом закрашены точки, об-
ладающие наиболее быстрой сходимостью. Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала 

Рассмотрим окрестности равновесий сразу после бифуркации Im 2.2 doubleμ μ= >  через 

множество Фату (рис. 9). Благодаря членам второго порядка, старое равновесие z* сохраняет 
устойчивость в очень малой окрестности; для ( )0 * 410 1 iz z −= + +  орбита стремится к z*, но для 

( )0 * 310 1 iz z −= + +  орбита сходится к новому равновесию, причем непосредственно по прямой 
линии, соединяющей оба равновесия, т. е. это равновесие есть узел. Изолинии числа итераций 
выглядят достаточно необычно (рис. 9): для быстрой сходимости она имеет форму неправиль-
ного кольца, причем сам аттрактор расположен в его окрестности, а не в его центре. 

Для Im 2.5 doubleμ μ= >  переход окрестностей ( ) ( )* *3U z U z→  требует примерно 200 ите-

раций, орбита нуля уходит в бесконечность. Однако сами множества Фату и Жюлиа сущест-
венно различаются (рис. 10) даже по сравнению с предыдущим случаем 2.2i.μ =  Область ме-
жду двумя «кустами» стала преимущественно принадлежать множеству Жюлиа. Множество 
Фату теряет односвязность и напоминает «головастиков»; некоторые компоненты множества 
Жюлиа демонстрируют вариации канторовой пыли в виде «луночек». На выделенной области 
(рис. 10, а) площади этих множеств составляют примерно 80 % (Жюлиа) и 20 % (Фату). Оче-
видно, что произошла еще одна бифуркация, но конкретное значение Imμ  мы затрудняемся  
указать. 

В частности, при Im 2.4μ =  орбита нуля имеет интересный 14-периодический режим, ко-
торый состоит из 7 колебаний растущей амплитуды, последнее из которых переводит точку 

983.25 268.05i− +  в окрестность нуля. Точки 0 2i−  и 3 i− +  также имеют 14-периодический 
режим. Эти же точки при Im 2.6μ =  давали 11-ти периодический режим, но если предпослед-
няя точка периода показывала второй порядок величины, то последняя точка была ~1049 — 
чтобы начать новый период от (0,0). Такой порядок величины ставит под сомнение компьютер-
ный расчет. При Im 3μ =  орбита нуля 8-периодична, а в целом во множестве Фату доля перио-
дических режимов доминирует над долей сходимости к равновесию. При этом внутри «голова-
стиков» возвращается долинный режим, хотя долина и одна (не три, как ранее). При Im 4μ =  
орбита нуля 32-периодична, компонента множества Фату со сходимостью к равновесию («го-
ловастики») исчезает, а на ее месте возникает хаотическое смешение точек убегания и точек 
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с периодической орбитой. По краям этой области еще наблюдается чередование полос перио-
дичности и, вероятно, деформированных букетов Кантора для точек убегания, но ближе к цен-
тру мы не находим признаков какой-то упорядоченности. 

Утверждение 2. Пусть для фиксированного : Re 0μ μ =  задано отображение 

( ) ( )*( ) 1 exp .g z z z izμ= + −  Тогда: 1) если орбита нуля уходит в бесконечность, то n-периоди-

ческих режимов с 1n >  не существует; 2) если орбита какой-либо точки ζ выходит на n-перио-
дический режим, то точка ( )0,0  принадлежит этому периоду, т. е. ( )( )( )0 .ttε ζ ε∀ < ∃ ∈ <`  

(а) на итерации 
500,t =  размер 

вычислительной 
сетки 

2000 2000×  

 

(б) на итерации 
1000,t =  размер 

вычислительной 
сетки 

1000 1000×  

Рис. 10. Множества Жюлиа и Фату для ( ) ( )*: 1 expg z z z izμ→ + −  при 2.5i:μ =  общий вид (а) и укруп-

ненный (б). Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала 
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Как мы видим, результаты Кин–Голдберг [Goldberg, Keen, 1986] в несколько ослабленной 
форме справедливы и для нашего отображения. Их можно обобщить, вероятно, либо на линейно-
экспоненциальные отображения ( ) ( )0 exp ,z z zμ μ→ +  либо на квазимногочлены ( )exp( ).P z z  

5. Отображение ( ) ( )*: 1 exph z z z izμ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→ + −  

Это отображение по динамике проще, чем предыдущее, и больше похоже на классическую 
экспоненту ( ).f z  Но в отличие от экспоненты множества Фату и Жюлиа теряют периодич-
ность по вещественной оси, и соседние «кусты» как бы вытягиваются и начинают нависать над 
ближним к нулю «кустом». Их структуру в макромасштабе, например, выше линии Im 10,z >  
мы не исследовали. В таблице 3 суммированы основные черты динамики и множеств Жю-
лиа/Фату при вариации параметра, преимущественно по мнимой оси, т. е. Re 0,μ =  Im 0.μ >  
Для этого отображения в целом имеет значение число 3, а не 2 или 17. Кроме того, при некото-
рых значениях параметра множество Жюлиа занимало всю плоскость. 

Таблица 3. Сводная таблица по отображению ( )h z   

Im(μ) Качественное описание 
При движении по мнимой оси 
0.1 Сходимость по схеме трилистника (аналог рис. 11, а), равновесие есть фокус.  
0.25 То же. 
0.5 Трехпериодический цикл (равновесия удалены от нуля), каждое равновесие — фокус 

(однорукавная спираль), множество Жюлиа: трехрукавная спираль вблизи — два рука-
ва от одного «куста», один — от другого. 

0.75 Трехпериодический цикл (одно из равновесий на ~ 0.1 смещено от нуля), сходимость 
к каждой точке быстрая по типу узла; касание трех рукавов (рис. 11, а). 

1 То же. 
1.5 Трехпериодический цикл, одно равновесие в окрестности нуля; три «куста» сходятся 

в одной точке равновесия (рис. 11, б). 
2 Трехпериодический цикл, одно на расстоянии не более 2·10–4 от нуля. 
3 То же самое, причем две точки равновесия — 0 и «большая» по модулю. 
6 Очень быстрый уход в бесконечность, нет визуализации обоих множеств. 
9 Множество Жюлиа занимает всю плоскость, быстрый уход в бесконечность через 0. 
12 То же. 
20 Трехпериодический режим на грани потери точности, т. е. уход в него из бесконеч-

ности: 
–27394509.8784864 + 9868306.50217099i; 
0.00000000000000 + 0.00000000000000i; 
8.49398041474234 – 11.5282544606287i. 

Вблизи бифуркационного значения 
0.33 Сходимость по схеме трилистника. 
0.45 Медленная сходимость (более 3800) итераций, но сходимость достигается (10 000). 
0.46 39-кратный цикл — два элемента удалены, остальные сливаются в одну полосу, ноль 

принадлежит циклу; 
орбита точки в окрестности равновесия + 0.05(1 + i) сначала показывает квазиперио-
дичность с периодом 3, затем на 720-й итерации срывается бесконечность; если же 
сдвиг на 0.01 (1 + i), то на 1156-й итерации 10128 и далее в ноль и 39-членный цикл; ха-
ос возле равновесия, образуемый периодическими и убегающими точками. 

bfμ = 
0.454553558
270876 

Орбита нуля — аттрактор в форме (полу)замкнутой ленты, не встречается больших 
значений, периода не обнаружено (рис. 12), ноль входит в аттрактор; 
орбита z* + s(1 + i) — аттрактор в виде кольца размера 2÷3*s, период не обнару-
живается, s = 0.001, 0.01, 0.1; при сдвиге на 0.01 похожая картина, размер кольца 
(2÷3)·0.01; при s = 1 кольцо напоминает ленту для орбиты нуля; 
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Продолжение таблицы 3 

Im(μ) Качественное описание 
 орбита критической точки: аттрактор, нет периода, окрестность нуля входит в аттрак-

тор, часть аттрактора (южная) плотная, часть содержит разрывы (северная). 
Множество Жюлиа: спирали проходят на расстоянии от равновесия. 

0.47 3-цикл, 0 не входит в цикл. 
0.465 39-цикл для орбиты нуля, причем равновесия кластеризуются на три самоподобных 

группы: в каждой группе есть «лидер», стоящий на отдалении от полукруга его 
12 собратьев; все равновесия сосредоточены на «окне» [–1.5..2; –1..4] точка (0,0) рядом 
с циклом на расстоянии 0.01; 3-рукавная спираль на множестве Жюлиа. 

0.4675 3-цикл, к каждому равновесию тянутся 13 рукавов, т. е. сходимость по 13-листнику 
(рис. 13); нетрудно видеть происхождение прежнего 39-кратного цикла, т. к. 39 = 3·13. 

0.4545 Орбита нуля — сходимость к нулю по сложной замкнутой фигуре, за 323 422 итерации. 
0.4546 Орбита нуля — орбита возвращается в ноль после ухода к большим значениям поряд-

ка 1012; первый раз это происходит на 2149-й итерации, т. е. 2149-й цикл. 
При движении по вещественной оси Im μ = 0. 

*1 / z   Множество Жюлиа — вся плоскость (рис. 15). 

1 Форма множества Фату — «коза-на-ножках», нет периодических режимов, медленная 
сходимость около 500 (Фату) и 100 (Жюлиа) итераций (рис. 14). 

Примечание: Мы используем термины «фокус» и «узел» как визуальные характеристики множества Жю-
лиа из-за близости к их стандартным графическим определениям. Однако траектории сходимости в дей-
ствительности могут быть противоположными: «фокусу» может соответствовать узел-равновесие, и на-
оборот. 

 

(а) Im 0.75μ =  (б) Im 1.5μ =  

Рис. 11. Множества Жюлиа и Фату для Im 0.75 1.5μ = →  на итерации 1000,t =  размер вычислительной 
сетки 1000 1000.×  Образование формы трилистника вблизи равновесия. Цветная версия рисунка доступ-
на на сайте журнала 

Анализ формальных критических точек ( ) 0h z′ =  не дает полезной информации; их 
значения равны: 

( ) ( )* , *
*

1 , 3.2000 .
1

cr cr bf cr bf
cr

i z z i z z z i
i z z

μ μ
μ

⎛ ⎞−
= ⇔ = + − ≡ = +⎜ ⎟

+ − ⎝ ⎠
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Рис. 12. Орбита нуля при бифуркационном значении параметра. Обозначения осей, цветов и размеров 
маркера те же, что на рис. 2. Глубина расчёта 3000T =  итераций. Цветная версия рисунка доступна на 
сайте журнала 

 
Рис. 13. Вырождение 39-кратного цикла в тройной с 13-ю рукавами возле бифуркации, 0.4546i:μ =  
орбита точки (0,0) — трехкратный цикл, каждый узел с 13-ю рукавами. Цветная версия рисунка доступна 
на сайте журнала 

Интерес представляет нахождение такого значения Im ,bfμ μ=  когда мультипликатор 
обращается в единицу в самой точке равновесия. Нетрудно получить, что: 

1* 1 0.454553558270876.bf zμ
−

= − =  

6. Заключение  

Основное содержание статьи представлено на рисунках, что составляет особенность экспе-
риментальной математики в приложении к нелинейной динамике. Ее целью было еще раз при-
влечь внимание к итерированной экспоненте (и ее модификациях) на комплексной плоскости.  
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Рис. 14. Множества Жюлиа и Фату при вещественном 1,μ =  Re( ( )),z t  Im( ( )) [ 10,10].z t ∈ −  Цветная вер-
сия рисунка доступна на сайте журнала 

 

Рис. 15. Фрагмент множества Жюлиа при вещественном *1 / ,zμ =  Re( ( )) [ 3,0],z t ∈ − Im( ( )) [0,3].z t ∈  

Видна его сложная внутренняя структура. Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала 
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Динамика квазилинейного отображения ( ) ( )*: 1 expg z z z izμ→ + −  более интересна, чем 

простой экспоненты. Мы увидели по крайней мере два бифуркационных перехода. Для перво-
го, рождения нового равновесия, было найдено критическое значение параметра, а для второго, 
суть которого в радикальной трансформации множества Фату — нет. Первый переход класси-
фицируется нами как специальный случай «вилочной» бифуркации. Отмечается нестандартный 
«долинный» характер окрестности равновесия: она неизотропна, и есть направления, где ско-
рость сходимости остается прежней. 

Другие два близкие отображения демонстрируют разную динамику в периодических  
режимах, основанную для классической экспоненты на переходах 17,∞→  17 2,→  а для  
линейно-экспоненциального — на переходе 39 3.→  Для последнего отображения орбита  
точки ( )0,0  сохраняет свою важность, но уже не абсолютную в определении сходимости. Сам 
феномен «удвоения периода» известен уже с исследований Фейгенбаума, однако интересна са-
ма последовательность кратностей периода при изменении параметра в узкой полосе. Также 
обращает на себя внимание совпадение кратности периода и числа рукавов спирали множества 
Жюлиа в окрестности неподвижной точки * ,z  что, по-видимому, является оригинальным ре-
зультатом. 

Фиксированное максимальное число значащих цифр в машинной записи числа, наличие 
в орбите точки «больших чисел» ограничивает применение экспериментальных методов для 
данных отображений — например, при решении вопроса о дискретности изменения кратности 
периода по натуральному ряду.  

В заключение мы сформулируем вопросы, нуждающиеся в решении математиками-
теоретиками: 
1. Внутри множества Фату обнаруживаются локальные области повышенной скорости сходи-

мости в форме небольших пятен (рис. 2), долин (рис. 6) или колец (рис. 9). Этот феномен 
мы называем эффектом «желтых пятен», и он отсутствует для квадратичных отображений. 
Можно ли дать ему строгое формальное определение без обращения к количественным ве-
личинам? 

2. Действительно ли имеется диск Зигеля при некоторых значениях параметра в каждом из 
трех вариантов отображений (рис. 3, б заставляет нас сомневаться)? 

3. Доказать первую часть утверждения 1 о том, что для данных отображений имеет место мо-
нопериодичность. 

4. Доказать вторую часть утверждения 1 о том, что у каждого из данных отображений крат-
ность цикла пробегает особые значения при изменении параметра вблизи бифуркционного-
го. Так, для семейства f это (…), 51, 17, 2. С чем связаны эти числа? 

5. Доказать Утверждение 2 для отображений g, h: если орбита нуля содержит цикл, то сущест-
вует периодическая компонента множества Фату ненулевой меры, а если цикла нет, то та-
кая компонента отсутствует или ее мера равна нулю. 

6. Возможен ли квазипериодический режим? Экспериментально сложно дифференцировать 
его от двух случаев: а) периодический режим наступает спустя большое число итераций; 
б) длина периода очень велика (таблица 3, для значения 0.4546). В наиболее общем виде 
квазипериодические колебания представляют собой колебания с двумя и более компонен-
тами, характеризующимися несоизмеримыми частотами.  

7. Доказать или опровергнуть для h-cемейства, что при значении параметра, строго равного 
бифуркационному, аттрактор стремится к форме замкнутой кривой без самоперечесечений 
и содержит не всюду плотные подмножества (участки, рис. 12). Утвердительный ответ, по-
видимому, будет коррелировать с отрицанием п. 6. 

8. Доказать для рассмотренных отображений, что длина периода точек множества Фату сов-
падает с числом рукавов множества Жюлиа в окрестности неподвижной точки *.z  
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Приложение  

function [tr, fin] = Julia(flag, choice, mu0, Depth, Region, Point)  
%% Построение множеств Жюлиа и Фату. 
% Формат вызова [tr, FJ] = Julia(2, 3, 1+2i, [200 400 600], [-5 5;-5 5], [0 0]); 
% tr – вектор-орбита точки, координаты х и у которой задаются Point; 
% fin – судьбы орбит, в 3-м измерении – 1й слой – код завершения,  
% 2й – номер хода, 3й – последнее значение орбиты. 
% Код завершения: 0 – уход в бесконечность, 1 – сходимость к равновесию,  
% 2 – медленное схождение к равновесию, когда число итераций больше глубины расчета,  
% 3 – хаотическая или квазипериодическая орбита. 
% flag: если аргумент равен 0, то просчитывается только орбита, рисуется ее график; если равен 1,  
% то просчитывается только множество Жюлиа; если равен 2, то выполняются обе операции. 
% сhoice – выбор функции (map) из трех, зависящей от параметра mu0. 
% Depth – глубина расчета трехэлментным вектором: 1 – число точек по х, 2 – по y, 3 – максимальная  
% длина орбиты (шагов по t). 
%% 
 
%constants 
eq=0.576412723031435+1i*0.374699020737117; %eq2 = 0.373217667547526 +  1i*0.580971149430551; 
eps1=1e-5; eps2=1e-3; ColorOrbit=[1 0 0; 1 0.5 0; 1 1 0; 0 1 0; 0 0 1; 1 0 1]; orbita=zeros(Depth(3)+1,1); 
%functions 
func1 = @(z)(1+ mu0*abs(z-eq))*exp(1i*z); func2 = @(z) exp(1i*z);  func3 = @(z) mu0*exp(1i*z); 
switch(choice) 
    case 1  
        func=func1; 
    case 2  
        func=func2; 
    case 3  
        func=func3; 
    otherwise 
        func=@(z) z.^2+mu0; 
end 
 
switch (flag) 
    case 0 
        ViewOrbit(); tr=orbita; fin=0; 
    case 1 
        tr=0;  FatouJulia(1); 
    case 2 
        ViewOrbit(); tr=orbita; FatouJulia(2); 
    otherwise 
        tr=0; fin=0; error('Первый аргумент: 0-1-2 ?'); 
end 
 
    function [dest,num,last] = Orbit (z0) 
       orbita(1)=z0; step = 0; 
       while(1) 
           step = step + 1; orbita(step+1) = func(orbita(step)); 
           if (~isfinite(orbita(step+1))) 
               dest=0; num=step; last=orbita(step);  
               break 
           end; 
           if (abs(orbita(step+1)-orbita(step))<eps1) 
               dest=1; num=step; last=orbita(step);  
               break 
           end; 
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           if (step > Depth(3)) 
               num=step;  last=orbita(step); 
               if (abs(orbita(step+1)-orbita(step))<eps2) 
                dest=2; 
               else dest=3; 
               end 
             break; 
           end;  end;  end 
     
    function ViewOrbit () 
        [c1,c2,last] = Orbit(Point(1)+1i*Point(2)); N=size(ColorOrbit,1); len=ceil(c2/N);  base=1:N; 
        base=ones(len,1)*base;  radius=round(100./base(1:c2)); color_orbita=ColorOrbit(base(:),:);  figure(1); 
        color_orbita = color_orbita(1:c2,:); scatter(real(orbita(1:c2)),imag(orbita(1:c2)), radius(1:c2), color_orbita); 
        grid on;   title('Orbit of z=(0,0)'); 
    end 
 
    function FatouJulia(way) 
       tic;  [X,Y]=meshgrid(linspace(Region(1,1),Region(1,2),Depth(1)+1), linspace(Region(2,1),Region(2,2),… 
      Depth(2)+1));  Z=X+i*Y;  temp=zeros(size(Z));  fin=cat(3,temp,temp,temp);    clear('temp');   
      [fin(:,:,1),fin(:,:,2),fin(:,:,3)]=arrayfun(@Orbit,Z);  toc;  ViewFJ(way); 
        
       function ViewFJ(way) 
           ncolor=128; 
        switch(way) 
            case 1 
                temp=(fin(:,:,1)==0);   temp1=(1-2*temp).*fin(:,:,2);  
                nc_inf=ceil(ncolor*abs(min(temp1(:)))/max(temp1(:)));  figure(2); 
                colormap([flipud(gray(nc_inf));flipud(parula(ncolor))]); 
                contourf(X,Y,temp1,'LineStyle', 'none');  grid('on');  colorbar; 
                 
            case 2 
                info_dest=zeros(5,4); sfin=size(fin);  sf=sfin(1)*sfin(2);  
                shift_fin=zeros(sfin(1),sfin(2)); temp=ones(1,sf); 
                for dest=0:3 
                   temp=find((fin(1:sf)==dest)); 
                   if (~isempty(temp)) 
                      info_dest(1,dest+1)=max(fin(sf+temp))+1; info_dest(2,dest+1)=min(fin(sf+temp)); 
                   else 
                      info_dest(1,dest+1)=1;info_dest(2,dest+1)=0;  
                   end 
                   info_dest(5,dest+1)=nnz(temp);  shift_fin(temp)=dest; 
                end 
                info_dest(3,:)=[0 cumsum(info_dest(1:3))];   info_dest(4,:)=info_dest(1,:)-info_dest(2,:); 
                temp=sum(info_dest(4,:));   info_dest(4,:)=ceil(ncolor/temp*info_dest(4,:)); 
                Cnames={'gray','winter','hot','autumn'};  Cmap=[]; 
                for dest=(0:3)+1 
                   eval(strcat('temp=',Cnames{dest},'(',num2str(info_dest(4,dest)),');'));   Cmap=[Cmap;temp]; 
                end 
                % Суммарно по полю: по столбцам - коды, по строкам 
                % max, min элементы, сдвиг элемента, число цветов, общее число  элементов такого рода. 
                info_dest,  figure(3);  colormap(jet(4));   title(gca,'faceted');   shading flat;   pha=pcolor(X,Y,shift_fin); 
                set(pha, 'EdgeColor', 'none');   grid on;  colorbar;  ffin=@(a) info_dest(3,a+1); 
                shift_fin=fin(:,:,2)+arrayfun(ffin,shift_fin);   figure(4);   title(gca,'FatouJuliaSets'); colormap(Cmap);   
                ph=pcolor(X,Y,shift_fin);   set(ph, 'EdgeColor', 'none');   shading flat;  colorbar;    grid on; 
        end; end;  end;  end 



 

 


