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В статье проводится краткий анализ разработанных робастных методов управления, а также иссле-
дование практических аспектов их использования для управления экономическими системами с неопре-
деленными параметрами. Рассматриваются особенности использования разработанных методов управле-
ния системами при наличии структурированной неопределенности применительно к задачам стабилиза-
ции цены на мировом рынке нефти, а также инфляции в макроэкономических системах. В первом случае 
с использованием специально разработанной модели ставится задача определения такого управления, 
которое обеспечивает минимальное отклонение цены нефти от желаемого уровня. Во втором случае ре-
шается задача формирования стабилизирующего управления, обеспечивающего в среднесрочной пер-
спективе минимальное отклонение инфляции от желаемого уровня (на основе агрегированной макроэко-
номической модели среднесрочного развития США). 

В результате вычислительных экспериментов найдены предельные уровни неопределенности пара-
метров и законы обратной связи, при которых используемый в работе подход обеспечивает стабилизи-
руемость реальных экономических систем. Проведенные расчеты показывают, что полученные оценки 
предельных уровней неопределенности параметров являются достаточно консервативными. С помощью 
метода статистических испытаний исследуется динамика цены на нефть, а также показателя инфляции 
в условиях найденных предельных уровней неопределенности параметров при использовании рассчи-
танных робастных законов управления, в случае наихудшего и наилучшего сценариев. Полученные ре-
зультаты показывают, что рассчитанные робастные законы управления могут быть успешно применены 
и при большей степени неопределенности параметров исследуемых моделей, чем гарантируется при 
найденных предельных уровнях неопределенности. 
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Analysis and practical aspects of implementing developed in the control theory robust control methods in 
studying economic systems is carried out. The main emphasis is placed on studying results obtained for dynam-
ical systems with structured uncertainty. Practical aspects of implementing such results in control of economic 
systems on the basis of dynamical models with uncertain parameters and perturbations (stabilization of price on 
the oil market and inflation in macroeconomic systems) are discussed. With the help of specially constructed 
aggregate model of oil price dynamics studied the problem of finding control which provides minimal deviation 
of price from desired levels over middle range period. The second real problem considered in the article consists 
in determination of stabilizing control providing minimal deviation of inflation from desired levels (on the basis 
of constructed aggregate macroeconomic model of the USA over middle range period). 

Upper levels of parameters uncertainty and control laws guaranteeing stabilizability of the real considered 
economic systems have been found using the robust method of control with structured uncertainty. At the same 
time we have come to the conclusion that received estimates of parameters uncertainty upper levels are con-
servative. Monte-Carlo experiments carried out for the article made it possible to analyze dynamics of oil price 
and inflation under received limit levels of models parameters uncertainty and under implementing found robust 
control laws for the worst and the best scenarios. Results of these experiments show that received robust control 
laws may be successfully used under less stringent uncertainty constraints than it is guaranteed by sufficient 
conditions of stabilization. 
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1. Введение 

Одна из главных принципиальных проблем управления развитием экономических систем 
связана с наличием неопределенности как о свойствах самих систем, так и о действующих на 
них возмущений. Фактор неопределенности в полной мере присутствует при использовании 
эконометрических моделей для управления и прогнозирования таких систем. Ориентация на 
использование эконометрических моделей с усредненными оценками параметров при проведе-
нии прогнозных исследований и выработке стратегий может приводить к нежелательной дина-
мике экономических показателей (например, к галопирующей инфляции вследствие неустой-
чивости возмущенной системы). 

Следует, однако, отметить, что для решения практических задач управления и прогнози-
рования динамики экономических систем обычно используются модели, описываемые, как 
многие технические системы управления с дискретным временем, линейными разностными 
уравнениями. Применительно к исследованию технических систем в последние 30–40 лет были 
разработаны робастные методы, позволяющие обеспечить приемлемое качество управления 
при неполной информации о системах и действующих на них возмущениях. Эти методы и под-
ходы могут быть в ряде случаев адаптированы к исследованию динамики экономических сис-
тем, характеризующихся, однако, большей изменчивостью во времени.  

В настоящей статье проводится краткий анализ разработанных робастных методов, а так-
же исследование практических аспектов их использования для управления экономическими 
системами с неопределенными параметрами. Рассматриваются особенности использования 
разработанных методов управления системами при наличии структурированной неопределен-
ности применительно к задачам стабилизации цены на мировом рынке нефти, а также уровня 
инфляции в экономике развитых стран. 

2. Стабилизация систем с неопределенными коэффициентами 

К настоящему времени опубликовано значительное число работ, посвященных робастному 
управлению систем с неопределенными параметрами и возмущениями, которые опираются на 
метод функций Ляпунова и идейно близки к теории систем с переменной структурой [Емелья-
нов, 1967] или теории динамических игр [Basar , Bernhard, 1995]. Для линейных систем с неоп-
ределенными параметрами 

 t 1 t t t t t( ( )) ( ( )) ,X A A X B B u Eσ Δ σ ξ+ = + Δ + ++  (1) 

где Xt — вектор переменных, ut — управление, ξt — вектор внешних возмущений, A и B — мат-
рицы соответствующей размерности, связанные с номинальной системой, t( )A σΔ  и t( )B σΔ  — 
матрицы, связанные с неопределенными параметрами системы t(σ  характеризует неопре-
деленность), рассматривались случаи неструктурированной и структурированной неопределен-
ности. 

2a. Системы с неструктурированной неопределенностью 

При этом варианте неопределенности, который рассматривался в серии работ 1970-х –
начала 1990-х гг., неопределенность характеризуется в самом общем виде, например в виде ог-
раничения на нормы матриц t( )A σΔ  и t( )B σΔ  (см., например, [Shen, Kung, 1990]). В большом 
числе этой серии работ предполагалось выполнение условия стабилизируемости номинальной 
системы и так называемого условия согласованности (matching condition; см., в частности, 
[Gutman, 1979; Corless., Leitmann, 1981; Zak, 1988]), т. е. 

 t tΔ ( ) ( ),  ,A BC E BDσ σ= =  (2) 
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где t( )C σ  и D — некоторые матрицы соответствующей размерности. С учетом (2) исходное 
соотношение (1) можно переписать в виде 

 t 1 t t t t ( ( , )),X AX B u e X σ+ = + +  (1a) 
где 
 t t t t t ttΔ ( ) ( ( ) ) ( , ).A E B C X D Be Xσ ξ σ ξ σ+ = + =  (3) 

При условии ограничения на норму возмущения t t( , ),e X σ  

 t t 1 t 2 t ( , ) ,e X X Xσ γ γ γ≤ + =  (4) 

показано, что стабилизирующее управление с обратной связью имеет релейный вид. Частным 
видом такого управления является следующее [Chen, 2000]: 

 

t
t t

t
t

t
t t

( ),    если 
  ,  

( ),    если 

B PAX X B PAX
B PAX

u
B PAX X B PAX

αγ ε

αγ ε
ε

′−⎧ ⎫′ >⎪ ⎪′⎪ ⎪= ⎨ ⎬
′−⎪ ⎪′ ≤⎪ ⎪⎩ ⎭

 (5) 

где 0P >  — стабилизирующая матрица для номинальной системы, т. е. 

 0,APA P Q− = − <  (6) 

матрица 0,Q >  0 1α≤ ≤  и 0ε >  — подбираемые параметры (выше под нормами векторов 
и матриц понимаются соответственно евклидова и спектральная нормы). 

Следует, однако, отметить, что условие согласованности (2) во многих практически важ-
ных случаях не выполняется. Кроме того, часто закон управления (5) приводит к резким изме-
нениям управляющей переменной (возникает так называемый эффект дребезжания (chattering)), 
что ограничивает его использование на практике. 

2b. Системы со структурированной неопределенностью 

При структурированной неопределенности матрицы, связанные с неопределенными пара-
метрами системы, представимы в виде произведения других матриц: 

 1 2 1 2 (Δ ,Δ ) ( , ) ( , ),A B E E F D D=  (7) 

где ,F F I′ ≤  I — единичная матрица. В частном случае, когда 1 1, ,D D E E= =  а 2D  — нулевая 
матрица 2( 0),D =  в [Garcia et al.,1994] показано, что система (1) с неопределенностью (7) квад-
ратично стабилизируема линейной обратной связью t tu Kx= − 1 тогда и только тогда, когда су-
ществуют 0ε >  и положительно-определенная матрица 0,P >  удовлетворяющие алгебраиче-
скому уравнению Риккати 

 ( ) 11 1 1 0A P BR B DD A P E E Qε ε
−− − −′ ′ ′ ′+ − − + + =  (8) 

и ограничению 
 1 0, 0, 0.I D PD R Qε − ′− > > >       (9) 

                                                      
1 Система (1) является квадратично-стабилизируемой, если существуют закон управления в форме линейной обратной 
связи t t ,u Kx= −  положительно-определенная матрица 0P >  и константа α2 такие, что для всех Xt и t, а также неоп-

ределенностей F, удовлетворяющих (7) и ,F F I′ ≤  выполняется неравенство t t( Δ ) ( Δ )X A A BK P A A BK X′ ′+ + + + −  
2

t t t|| ||X PX Xα′− ≤ −  (см. [Garcia et al., 1994]). 
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При этом матрица обратной связи K  имеет следующий вид: 

 1 1 1 1 ( ) .K R B P BR B DD Aε− − − −′ ′ ′= + −  (10) 

Можно также показать (см. [Garcia et al.,1994]), что для системы с неопределенностью (7) 
справедлива следующая оценка сверху на величину квадратичной целевой функции с весовыми 
матрицами 0Q >  и 0,R >  входящими в (8): 

 [ ]
t

t t t 0 0
0

t
1 min  .
2u t

X Q X u Ru X PX
∞

=

′ ′ ′+ ≤∑  (11) 

В упомянутой работе показано также, что если при некоторых 0,Q >  0R >  и * 0ε >  суще-
ствует положительное решение уравнения Риккати (8), то для любых положительно-определен-
ных матриц 1 0Q >  и 1 0R >  существует такое 1 0,ε >  что уравнение Риккати (8), в котором 

0Q >  и 0R >  заменены на 1 0Q >  и 1 0,R >  имеет положительно-определенное решение для 
всех 1(0, ].ε ε∈  

Там же предложен алгоритм определения стабилизирующего управления, состоящий из 
3 этапов. На первом этапе подбираются матрицы 0Q >  и 0,R >  а также начальное значе-
ние 0.ε  На втором этапе исследуется существование решения уравнения Риккати (8), удовле-
творяющего неравенству (9). При положительном исходе может быть использован закон 
управления (10). В противном случае следует перейти к третьему этапу, состоящему в последо-
вательном уменьшении 0 ,ε  например в 2 раза, и возвращении к этапу 2 (в случае неуспеха). 
В случае когда значение 0 * 2 i

iε ε −=  достигнет предельной точности компьютера, расчеты сле-
дует прекратить и признать безрезультатными. 

Для решения алгебраического уравнения Риккати может быть применен метод, основан-
ный на применении преобразования Шура к матрице Гамильтона расширенной системы [Laub, 
1979]: 

 
1 1 1

1 1 1

( )
   

( 1 / * ) ( 1 / * ) ( )
A A BR B DD

H
Q E E A A Q E E A BR B DD

ε
ε ε ε

− − −

− − −

′ ′⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′+ + + −⎝ ⎠

 (12) 

и далее на использовании собственных векторов преобразованной матрицы для вычисления 
решения уравнения Риккати (8). 

Другой способ основан на использовании итерационной процедуры для получения устано-
вившегося решения 0P >  разностного уравнения Риккати: 

 1 1 1
t 1 t( ) .P A P BR B DD A E E Qε ε− − −
+ ′ ′ ′ ′= + − + +  (8a) 

В случае стабилизируемой невозмущенной (номинальной) системы (1), т. е. при A BΔ = Δ =  
1 1 0,D E= = =  а также при выполнении некоторых других необременительных условий, в работе 

[Stoorvogel, Weeren, 1994, p. 691] рекомендована следующая последовательность расчетов: на 
первом этапе вычисляется решение уравнения Риккати для линейного квадратичного регулято-
ра LQRP  (т. е. при отсутствии возмущений), на втором этапе определяется установившееся ре-
шение уравнения (8a) 0P >  при начальном значении 0 .LQRP P=  

3. Практические аспекты стабилизации систем  
с неопределенными коэффициентами 

Опыт использования рассмотренного выше подхода к учету структурированной неопреде-
ленности вида (7) показывает высокую чувствительность матриц K  в (10), определяющих за-
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кон управления, к выбору начального значения параметра 0.ε  Во многих случаях при исполь-
зовании метода Шура [Laub,1979] уменьшение iε  приводит к тому, что собственные значения 
матрицы Гамильтона (12) оказываются лежащими на единичной окружности в комплексной 
плоскости, что, как правило, не позволяет далее проводить вычисления. Поэтому более пред-
почтительным представляется использовать итерационную процедуру поиска положительно-
определенного решения уравнения Риккати (8) или неравенства 

 1 1 1 1 ( ) 0,A P BR B DD A P E E Qε ε− − − −′ ′ ′ ′+ − − + + ≤  (8b) 

выполнение которого, наряду с (9), является достаточным условием стабилизируемости систе-
мы (1) с неопределенностью (7) (см., например, [Коган, 1999]). При этом матрица Q  может 
быть и положительно-полуопределенной, т. е. достаточно положить 0.Q ≥   

Изложенный подход к управлению системами при наличии структурированной неопреде-
ленности рассматривается ниже применительно к задачам стабилизации цены на мировом рын-
ке нефти, а также уровня инфляции в экономике развитых стран (на примере экономики США). 

4. Модель стабилизации цены на мировом рынке нефти 

В связи со значительной волатильностью цены на нефть на мировом рынке члены нефтя-
ного картеля ОПЕК предпринимают попытки стабилизации цены путем согласованного сокра-
щения объемов добычи нефти и вводимых мощностей. Стабильные и достаточно высокие цены 
на нефть, являющуюся одним из главным источником дохода для стран, входящих в картель, 
могли бы повысить эффективность управления экономикой этих стран и тем самым способст-
вовать их успешному экономическому развитию. Одно из успешных соглашений по ограниче-
нию добычи нефти в странах-членах ОПЕК с целью стабилизации цены вступило в силу в кон-
це 2016 г. (к нему присоединились и ряд других стран, в том числе и Россия).  

Следует отметить, что одним из непременных условий успешной разработки и реализации 
планов согласованного сокращения объемов добычи нефти с целью стабилизации ее цены яв-
ляется наличие адекватной модели динамики показателей мирового рынка нефти. Вместе с тем 
при построении и использовании такой модели следует учитывать следующие факторы неоп-
ределенности, которые влияют на качество прогнозов показателей рынка нефти [Варшавский, 
2003; Варшавский, 2011]: 

• неполнота информации о показателях рынка нефти, в частности об объемах добычи 
нефти и величине добывающих мощностей в ОПЕК; 

• наличие большого числа «шумовых» и шоковых возмущений, связанных с действием 
плохо предсказуемых факторов (биржевое ценообразование, политические события, не-
соблюдение дисциплины нефтедобычи в ОПЕК, действия крупных нефтяных компаний, 
природно-климатические изменения и т. д.); 

• изменение режимов функционирования рынка и, как следствие, изменение во времени 
параметров модели. 

Рассмотренный в подпараграфе 2b подход к учету неопределенности может быть полезен 
при разработке стратегии стабилизации цены на рынке товарных продуктов, и, в частности, на 
рынке нефти. С целью демонстрации возможности его применения в настоящей статье на осно-
ве данных компании «Бритиш Петролеум» (сокр. BP) за 2005–2016 гг. разработана агрегиро-
ванная модель, которая может быть использована доминирующим участником рынка нефти, 
ОПЕК, для стабилизации цены. 

Первый блок модели описывает соотношение между ценой нефти марки WTI tPwti  и при-
ростом соотношения между индексом высокотехнологичных компаний NASDAQ Composite 
(IXIC) и индексом S&P500 — tΔ(Nasdaq/S&P500) ,  а также приростом мировой добычи неф-
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ти tΔQ  (в отчетах BP содержатся данные об объемах добычи нефти вместе с газовым конден-
сатом и фракциями сжиженных газов — NGL): 
 1 1 t 0 t 1tt t 1= Δ Δ(Nasdaq/S&P500) + .P Pwti wti b Q aλ ζ  − + +  (13) 

Значения параметров полученных регрессионных зависимостей следующие: 1 1.180,λ =  

1 4.4547,b = −  0 185.765a = −  (коэффициент детерминации зависимости (13) составляет 
2 0.970,R =  а t-статистики параметров 1 1 0, ,b aλ   — 11.569, –1.054 и –3.413 соответственно). 

Второй блок описывает динамику зависимости объема добычи нефти QnonOPEC t (в млн бар-
рель/сут) в странах, не входящих в ОПЕК, и цены нефти марки WTI (в долл. за баррель) с по-
мощью модели распределенного запаздывания Паскаля 2-го порядка: 

 2
nonOPEC t 2t2

2
t

 ,
( )

Pwti
b zQ

z
ζ

λ  = +
−

 (14) 

где z — оператор сдвига: zxt = xt + 1, ζ1it, ζ2t — случайные возмущения. 
Значения параметров распределенного запаздывания (14) следующие: 2 0.836,λ =  

2  0.0194,b =  а коэффициент вариации имеет весьма низкое значение (v = 0.008), что свидетель-
ствует о близком соответствии расчетных и фактических данных. 

В наибольшей степени волатильность характерна для неустойчивого соотношения (13), 
в котором 1 1.180 1λ = >  и один из коэффициентов статистически малозначим. Данный результат 
отражает значительное влияние на цену отмеченных в начале настоящего параграфа факторов. 

При найденых значениях параметров построенную модель можно представить в простран-
стве состояний в виде 

 t t 1 t t

t t

1.094 3.113 2.993 4.455 0.000 185.765
0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000

 ,
0.019 0.699 1.672 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000

(1 0 0 0) ,

X X u

y X

ξ−

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=     

 (15) 

где 

t

nonOPEC t 1 nonOPEC
t

nonOPEC t nonOPEC

OPECt OPEC  

P Pwti wti d

d

d

d

Q Q
X

Q Q
Q Q

  

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟Δ − Δ⎝ ⎠

 — вектор отклонений исследуемых показателей от значений, 

соответствующих желаемому уровню цены Pwti d  и связанному с ним через (14) объему добычи 
нефти в странах, не входящих в ОПЕК nonOPEC dQ  (в работе принято, что P 60wti d =  долл. за бар-
рель: в 2016 г. именно на этот уровень цены ориентировался ОПЕК на среднесрочную перспек-
тиву, так как его увеличение повлекло бы за собой рост добычи сланцевой нефти в США 
и связанные с этим негативные последствия, в частности потерю рыночной доли), tu  — вторая 
разность отклонения прироста добычи нефти в ОПЕК OPECtΔQ  от уровня OPECΔ ,dQ  соответ-
ствующего задаваемым уровням Pwti d  и Δ(Nasdaq S&P500)/ ,d  а t tΔ(Nasdaq S&P500 )/ξ = −  
Δ(Nasdaq S&P500)/ ,d−  причем принятое значение Δ(Nasdaq S&P500)/ d  составляет 0.065, что равно 

среднему значению этого показателя за последние 10–15 лет. 
Нами ставилась задача определения такого управления ut, которое обеспечивает мини-

мальное отклонение цены от желаемого уровня t t( P P )wti wti dy  = −  в соответствии с критерием 

 
t

2 2
t t

0

1 ( ) min
2 ut

y Ru
∞

=

+ →∑  (16) 
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при наличии неопределенности в значениях параметров в виде (7), где 

 

1 2

1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0

 , 0,
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0

(1) *1.1800 0 0 0
(2)*0.0864 (2) *3.1134 (2) * 2.9936 (2)* 4.4547
(3) *0.0864 0 0 0

0 (4) *6.2267 (4) *7.4483 0
(3) *0.0194 0 0 0

0 (4) *1.3978

m

m m m m

m

m m

m

m

p
p p p p
p

p p
p

p

D D D

E

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Δ
−Δ Δ −Δ −Δ
−Δ

=
Δ −Δ

Δ
−Δ Δ

= = =

 

(4) *1.6720 0mp

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (17) 

max (1), (2), (3), (4)( [ ]m m m mp p p pdp Δ Δ Δ Δ=  — вектор максимальных по модулю относительных откло-
нений от номинальных значений для 4-х параметров модели 1 1 2 2( , , , ),b bλ λ   определяющих ди-
намику системы; maxdp  соответствует предельному уровню неопределенности). 

В результате расчетов, проведенных в соответствии с изложенной в подпараграфе 2b про-
цедурой, получено, что при 100.5,R =  0 0.001ε =  максимальные значения компонентов векто-
ра max ,dp  при которых удовлетворяются условия (8b) и (9), составляют Δ (1) 0.0250,mp =  
Δ (2) 0.0631,mp =  Δ (3) 0.0950,mp =  Δ (4) 0.01251.mp =  При этом вектор обратной связи, опреде-
ляемый в соответствии с (10), имеет вид Κoil = [–0.0983, –0.7109, 0.6625, 1.3115]. 

Расчеты с использованием найденного закона обратной связи показали, что полученные 
значения компонентов вектора maxdp  являются весьма консервативными. 

На рис. 1–2 приведены графики, характеризующие возможную динамику цены нефти WTI, 
а также добычи нефти в ОПЕК, при использовании найденного закона управления Κoil, когда 
значения возмущений параметров системы (15) изменяются следующим образом: 

  ( , ) ( ) * ( ),* i mdp i t t dp iηγ=  (18) 

где ( )i tη  — процесс типа «белый шум» с равномерным распределением внутри интервала  
[–1; +1], а ( )mdp i  — компоненты вектора max ,dp  i = 1, 2, 3, 4. 

В результате 10 000 испытаний определялись траектории с максимальным и минимальным 
отклонением цены нефти от желаемого уровня P 60 долл/баррельwti =  (в соответствии с евкли-
довой нормой за 10-летний период). На рис. 1, 2 представлены траектории цены нефти, а также 
объемов добычи нефти в ОПЕК, соответствующие наихудшему t( P )wtiW   и наилучшему 

t( P )wtiB   сценариям при 1γ =  и 2.γ =  Как видно из графиков, увеличение в 2 раза отклонений 
параметров модели по сравнению с теми отклонениями, при которых удовлетворяются усло-
вия (8b) и (9), практически не влияет на динамику и величину данных показателей. 

Во всех рассмотренных вариантах (включая вариант отсутствия изменений параметров 
при 0)γ =  использование полученного регулятора приводит к стабильным уровням цены 
максимум через 6–7 лет. В то же время при принятых предположениях о неизменности дина-
мики соотношения между фондовыми индексами tξ  через 5 лет потребуется сократить су-
точный объем добычи нефти в ОПЕК (включая NGL) примерно на 1.5–2 млн баррелей, после 
чего начнется постепенное возвращение этого показателя на начальный уровень (рис. 1 и 2). 
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Рис. 1. Динамика цены нефти WTI в долл./баррель tPwti  при ее стабилизации с помощью регулятора 

t oil t=u K X−  в случае наихудшего t( P )wtiW  и наилучшего t( P )wtiB  сценариев изменения параметров мо-
дели (15) 

 
Рис. 2. Динамика объемов добычи нефти для стран ОПЕК при стабилизации цены на нефть с помощью 
регулятора t oil t=u K X−  в случае наихудшего t( P )wtiW  и наилучшего t( P )wtiB  сценариев изменения па-
раметров модели (15) 

Кроме того, исследовалось влияние весьма вероятных в ближайшей перспективе шоков 
экзогенной переменной, прироста соотношения между индексом высокотехнологичных ком-
паний tΔ(Nasdaq/S&P500)  на цену на нефть при законе управления oil K  (рис. 3, 4). В результа-
те 10 000 испытаний определялись траектории с максимальным t( P )wtiW   и минимальным 

t( P )wtiB   отклонением цены нефти от уровня P 100 долл/баррельwti =  (также в соответствии 
с евклидовой нормой за 10-летний период) при случайном изменении параметров в соответст-
вии с (18) при 2.γ =  

Расчеты показывают, что после резкого спада показателя tΔ(Nasdaq/S&P500)  цена повы-
сится примерно до 80 долл./баррель, после чего будет происходить постепенное увеличение 
разницы между максимальным и минимальным вариантами до 7 долл./баррель к концу рас-
сматриваемого периода (рис. 4). 
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Рис. 3. Условная динамика показателя / tΔ(Nasdaq S&P500)  

 
Рис. 4. Реакция цены на нефть tPwti  (в долл./баррель) на шоковое изменение / tΔ(Nasdaq S&P500)  в соот-
ветствии с рис. 3 при использовании закона управления oilK  в случае наихудшего t( P )wtiW   и наилучшего 

t( P )wtiB   сценариев 

5. Макроэкономическая модель среднесрочного развития США 

Рассмотренный в подпараграфе 2b подход может быть использован и в макроэкономиче-
ских исследованиях, в частности в задачах стабилизации уровня инфляции. Актуальность по-
добных задач связана с наметившимся интересом к таргетированию инфляции со стороны как 
нашего Центробанка, так и Центробанков многих других стран. 

Для исследования применимости изложенного в подпараграфе 2b подхода при формиро-
вании макроэкономической динамики ниже рассматривается агрегированная эконометрическая 
макроэкономическая модель среднесрочного развития США, разработанная на основе данных 
официальной американской статистики и имеющая структуру, соответствующую монетарист-
ским моделям (см., например, [Blanchard, 2006; Debelle,1999; Варшавский, 2013; Варшавский, 
2016]). Разработанная модель включает следующие блоки: 
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• блок оценки темпов прироста ВВП, gdpt, связывающий темпы прироста этого показа-
теля со ставкой рефинансирования t 1fed −  и с темпами прироста значений индекса 

tS&P500 :  

 1t
1

  t t 1 t
1

 b    gdp = fed   + a S&P500 + ; 
z

ζ
λ−

 (19) 

• блок оценки уровня безработицы U6t: 

 2t t 2 t 1 2 t 2   U6 U6 +b gdp +a + ;λ ζ−=   (20) 

• блок оценки инфляции, представляющий динамический вариант уравнения Филипса, 
связывающего уровни безработицы в соответствии с показателями tU6 ,  с показателем 
инфляции tπ  (в качестве показателя инфляции в данной статье взят темп прироста ин-
декса цен затрат на личное потребление, PCE): 

 3t
3

t 4 t 32
3

    U6 ,
( )

b z b a
z

π ζ
λ

⎡ ⎤
= + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (21) 

причем ζ1it, ζ2t, ζ3t — случайные возмущения, i = 1, 2, 3. Значения параметров получен-
ных зависимостей следующие: 1 1.274,λ =  1 0.230,b = −  2 0.768,λ =  2 1.030,b = −  

3 0.848,λ =  3 0.0262,b = −  4 0.267,b = −  1 0.070,a =  2 4.509,a = 3 14.647.a =  При проведе-
нии расчетов исследовалась возможность достижения 2-процентного уровня инфляции 
πd = 2.0 % (в соответствии с индексом PCE) и желаемого уровня безработицы U6d = 9 % 
(отметим, что зависимость (21) построена так, что принятые равновесные уровни ин-
фляции и безработицы согласованы между собой). 

Построенную модель можно представить в пространстве состояний в виде 

 

t tt 1

1.274 0.000 0.000 0.000 0.230 0.000 0.
1.311 0.768 0.000 0.000 0.237 0.000

 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000
0.000 0.026 0.719 1.696 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 1.000

X X u−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + + t

t t

,

,

000
0.072
0.000
0.000
0.000

( 0.000 0.267 0.000 1.000 0.000)y X

ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −
 (22) 

где tX  — отклонения исследуемых показателей от значений, соответствующих желаемому 
уровню инфляции πd = 2 %, t t dy π π= −  — выходная переменная (отклонение инфляции от же-
лаемого уровня), t t t 1u = fed fed −−  — прирост ставки рефинансирования, tξ  — отклонение темпа 
прироста индекса S&P 500 от вероятной величины (принято, что она составит 8 %, как и сред-
няя величина S&P 500 после кризиса 2008–2009 гг.).  

При формировании критерия оптимальности для рассмотренной модели следует учиты-
вать, что основными провозглашаемыми задачами Федеральной резервной системы США 
(ФРС) является обеспечение максимальной занятости и стабильных цен ([Blanchard, 2006; 
Варшавский, 2016]). Однако ввиду того, что в настоящее время считается, что в США достиг-
нута полная занятость, но инфляция находится на недопустимо низком уровне, в качестве кри-
терия оптимальности модели в настоящей работе принят критерий минимума суммы квадратов 
отклонений инфляции от желаемого уровня на среднесрочную перспективу, имеющий такой же 
формальный вид критерия, как и в предыдущем примере (см. (16)). 
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Управляющей переменной в модели (22) с критерием (16) является прирост ставки рефи-
нансирования t ,u  а экзогенной — t .ξ  Неопределенность вида (7) моделировалась с помощью 
следующих матриц: 

 1 2

1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0

    0,0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
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,   (23a) 
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 (23b) 

где ( )mdp i  — максимальное по модулю относительное изменение i-го параметра модели (19)–(21), 
i = 1, 2, …, 6, входящего в матрицу A системы (22). 

В результате компьютерных расчетов, проведенных в соответствии с изложенной в подпа-
раграфе 2b методикой, при 7R =  найдена оценка maxdp  ― вектора максимальных по модулю 
значений возмущений 6 параметров: 1 1 2 2 3 3, , , ,b b bλ λ λ,     (эти параметры входят в матрицу A 
и определяют динамику системы), при которой удовлетворяются условия (8b) и (9) для 0.P >  
Она составляет max [0.025, 0.11, 0.05, 0.025, 0.125, 0.04].dp =  

Кроме того, следует отметить чувствительность матрицы ,P  удовлетворяющей (8b) и (9), 
а также вектора K  к начальным значениям параметра 0.ε  В таблице 1 приведены значения ко-
эффициентов векторов обратной связи 0( ),K K ε=  а также величина показателя ,H∞  характери-
зующего в настоящем исследовании влияние изменения темпов прироста индекса tS&P500  на 
уровень инфляции tπ  при изменении начального значения параметра 0ε  в пределах 0.11–0.13. 
Однако ввиду того, что найденным векторам обратной связи соответствуют близкие значения 
максимальных собственных чисел матрицы замкнутой системы 1 ,A A BK= −  лежащие в диапа-
зоне 0.934–0.941, динамика исследуемых макроэкономических показателей для номинальной 
системы при 0( ),K K ε=  приведенных в таблице 1, оказывается схожей (рис. 5). 

Таблица 1. Влияние начальных значений параметра 0ε  на характеристики управления 

Показатели 0ε = 0.11 0ε = 0.12 0ε = 0.13 

0( )K K ε′ ′=  –3.5477 
0.1879 
0.9372 

–1.1958 
1.4788 

3.7319 
0.2244 
1.1654 

–1. 4869 
1.5251 

–4.0366 
0.2803 
1.5097 

–1.9257 
1.6035 

H∞  37.9817 35.7625 33.4956 
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Рис. 5. Динамика показателя инфляции PCE (в %) при использовании законов управления 0( ),K K ε=  
соответствующих различным начальным значениям параметра 0ε  (таблица 1) 

 
Рис. 6. Динамика показателя инфляции PCE (в %) при использовании закона управления (0.13),K K=  
в случае наихудшего (WPCE) и наилучшего (BPCE) сценариев 

Как и в § 4, для анализа динамики макроэкономических показателей при случайном изме-
нении параметров и при применении закона управления (0.13)K K=  использовался метод ста-
тистических испытаний. Изменения параметров происходили в соответствии с правилом (18). 
В результате 100 000 испытаний определялись траектории с максимальным и минимальным 
отклонением показателя инфляции от желаемого уровня 2 %d dPCE π= =  (в соответствии 
с евклидовой нормой за 10-летний период). На рис. 6 представлены траектории показателя ин-
фляции, соответствующие наихудшему (WPCE) и наилучшему (BPCE) сценариям при 1.γ =  
В соответствии с расчетами в 2019–2025 гг. отклонение показателя инфляции при этих сцена-
риях составит примерно 0.15–0.17 %. 

Следует отметить, что оценка вектора максимальных значений параметров max ,dp  при ко-
торой удовлетворяются условия (8b) и (9), обеспечивающие устойчивость возмущенной систе-
мы, является достаточно консервативной. Так, устойчивость возмущенной системы при ис-
пользовании найденного закона управления 0( )K K ε=  сохраняется и при увеличении ряда 
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компонентов этого вектора, в частности при 1
max [0.05, 0.11, 0.05, 0.05, 0.125, 0.08].dp =  Как пока-

зывают результаты статистического моделирования в соответствии с (18) при векторе макси-
мальных возмущений параметров 1

max ,dp  диапазон отклонений показателей между наихудшим 
(WPCE) и наилучшим (BPCE) сценариями лишь незначительно изменяется (рис. 7). 

Кроме того, исследовалось влияние возможных в ближайшей перспективе шоковых изме-
нений индекса tS&P500  (рис. 8) на макроэкономические показатели, получаемые при законе 
управления (0.13)K K=  (рис. 9). 

Расчеты показывают, что после резкого спада индекса tS&P500  различие между наихуд-
шим и наилучшим вариантами несколько увеличится и составит около 0.2 % (рис. 9). Следует, 
однако, иметь в виду, что в результате подобного катаклизма может коренным образом изме-
ниться режим макроэкономической системы, так, что, возможно, даже возмущенная система 
уравнений не будет адекватно описывать реальные процессы. 

 

 
Рис. 7. Динамика показателя инфляции PCE (в %) при использовании закона управления (0.13)K K=  

и векторе возмущения параметров 1
maxdp  в случае наихудшего (WPCE) и наилучшего (BPCE) сценариев 

  

Рис. 8. Условная динамика темпов прироста индекса tS&P500  (в %) 
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Рис. 9. Реакция показателя инфляции PCE (в %) на шоковое изменение темпов прироста индекса 

tS&P500  в соответствии с рис. 4 при использовании закона управления (0.13)K K=  в случае наихуд-
шего (WPCE) и наилучшего (BPCE) сценариев 

6. Заключение  

Рассмотренные в статье робастные методы управления системами при наличии структури-
рованной неопределенности могут быть использованы в задачах стабилизации ключевых эко-
номических показателей реальных экономических систем. 

В результате вычислительных экспериментов найдены предельные уровни неопределен-
ности параметров и законы обратной связи, при которых используемый в работе подход обес-
печивает стабилизируемость реальных экономических систем. Вместе с тем полученные оцен-
ки предельных уровней неопределенности параметров являются весьма консервативными.  

Расчеты, проведенные с помощью метода статистических испытаний, показывают, что по-
лученные робастные законы управления могут быть применены и при большей степени неоп-
ределенности параметров рассмотренных моделей, чем гарантируется при найденных предель-
ных уровнях. 

Обнаружена чувствительность результатов к выбору начального значения параметра 0 ,ε  
а также к начальным значениям экономических показателей. В связи с этим при использовании 
рассмотренного подхода выбор наиболее эффективного закона управления экономическими 
системами целесообразно осуществлять с учетом как теоретических, так и специфических ог-
раничений, характерных для конкретных экономических систем. 
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