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В последние десятилетия важное значение приобретает разработка методов повышения эффективно-
сти извлечения углеводородов в месторождениях с нетрадиционными запасами, содержащими в больших
количествах газовый конденсат. Это делает актуальным развитие методов математического моделирова-
ния, реалистично описывающих процессы фильтрации газоконденсатной смеси в пористой среде.

В данной работе рассматривается математическая модель, описывающая динамику изменения давле-
ния, скорости и концентрации компонент двухкомпонентной двухфазовой смеси, поступающей в лабора-
торную модель пласта, заполненную пористым веществом с известными физико-химическими свойства-
ми. Математическая модель описывается системой нелинейных пространственно-одномерных дифферен-
циальных уравнений в частных производных с соответствующими начальными и граничными условиями.
Лабораторные эксперименты показывают, что в течение конечного времени система стабилизируется, что
дает основание перейти к стационарной постановке задачи.

Численное решение сформулированной системы обыкновенных дифференциальных уравнений ре-
ализовано в среде Maple на основе метода Рунге–Кутты с автоматическим выбором шага. Показано, что
полученные на этой основе физические параметры двухкомпонентной газоконденсатной смеси из мета-
на и н-бутана, характеризующие моделируемую систему в режиме стабилизации, хорошо согласуются
с имеющимися экспериментальными данными.

Это подтверждает реалистичность выбранного подхода и обоснованность его дальнейшего развития
и применения для компьютерного моделирования неравновесных физических процессов в газоконденсат-
ных смесях в пористой среде с целью выработки в перспективе практических рекомендаций по увеличе-
нию извлекаемости углеводородного газоконденсата из природных месторождений. В работе представле-
на математическая постановка системы нелинейных уравнений в частных производных и соответствую-
щей стационарной задачи, описан метод численного исследования, обсуждаются полученные численные
результаты в сравнении с экспериментальными данными.

Ключевые слова: компьютерное моделирование, газоконденсатная смесь, система нелинейных урав-
нений
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In the last decades, the development of methods for increasing the efficiency of hydrocarbon extraction
in fields with unconventional reserves containing large amounts of gas condensate is of great importance. This
makes important the development of methods of mathematical modeling that realistically describe physical
processes in a gas-condensate mixture in a porous medium.

In the paper, a mathematical model which describes the dynamics of the pressure, velocity and concentration
of the components of a two-component two-phase mixture entering a laboratory model of plast filled with
a porous substance with known physicochemical properties is considered. The mathematical model is based on
a system of nonlinear spatially one-dimensional partial differential equations with the corresponding initial and
boundary conditions. Laboratory experiments show that during a finite time the system stabilizes, what gives
a basis to proceed to the stationary formulation of the problem.

The numerical solution of the formulated system of ordinary differential equations is realized in the Maple
environment on the basis of the Runge–Kutta procedure. It is shown that the physical parameters of the gas-
condensate mixture, which characterize the modeled system in the stabilization regime, obtained on this basis, are
in good agreement with the available experimental data. This confirms the correctness of the chosen approach
and the validity of its further application and development for computer modeling of physical processes in
gas-condensate mixtures in a porous medium. The paper presents a mathematical formulation of the system of
partial differential equations and of respective system stationary equations, describes the numerical approach,
and discusses the numerical results obtained in comparison with experimental data.
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Введение

В настоящее время значительная часть крупнейших газовых месторождений в России на-
ходится в стадии падающей добычи. В ближайшие десятилетия основной резерв наращивания
сырьевой базы добывающих компаний во всем мире составят газоконденсатные и нефтегазокон-
денсатные месторождения, содержащие в больших количествах газовый конденсат, являющийся
ценнейшим сырьем для нефтехимической промышленности [Склярова и др., 2014; Вяхирев и др.,
2002; Зайченко и др., 2013]. Для процессов освоения и разработки месторождений с нетради-
ционными запасами углеводородов, к которым относятся данные типы месторождений, необ-
ходимо знание базовых закономерностей, характеризующих процессы внутрипластовой филь-
трации, включая в том числе такое характерное физическое явление, как выпадение конденсата
в пласте в жидкой фазе, что существенно затрудняет добычу газа [Зайченко и др., 2009; Лоба-
нова, Индрупский, 2010; Лобанова, Индрупский, 2012]. Интенсивные теоретические и экспери-
ментальные исследования в этом направлении ведутся российскими и зарубежными научными
группами (см. обзор [Григорьев и др., 2017] и цитируемую литературу). В частности, лаборатор-
ные эксперименты по моделированию фильтрации газоконденсатных смесей в пористой среде
и по исследованию методов извлечения выпавшего конденсата проводятся на базе установки,
входящей в состав экспериментального стенда Объединенного института высоких температур
РАН [Зайченко и др., 2012]. В этой связи актуальной задачей является разработка обоснованных
математических моделей и комплексов программ, обеспечивающих адекватное воспроизведение
получаемых на подобных установках экспериментальных данных при расчетах гидродинамиче-
ских и термодинамических характеристик фильтрации углеводородных смесей через пористую
среду.

Моделированию процессов прохождения многокомпонентных газоконденсатных смесей
через пористую среду посвящено очень большое число работ. Как правило, используется под-
ход на базе классического закона Дарси и законов сохранения, подробно описанный как зару-
бежными (см., например, классическую работу [Aziz, Settary, 1979]), так и российскими авто-
рами (см., например, [Пономарева, Мордвинов, 2009; Митлин, 1991]). В рамках этого подхода
формулируются системы уравнений в частных производных с соответствующими начальными
и граничными условиями. В основном это уравнения параболического типа, хотя в ряде работ
используется математическая постановка задачи на основе гиперболических уравнений (напри-
мер, [Булгакова и др., 2006]). Конкретный вид получаемой системы уравнений зависит от геомет-
рии моделируемой системы (например, [Диль, Бубенчиков, 2013]) и способов учета таких факто-
ров, как инерционные силы, фазовые переходы, автоколебательные процессы (см. [Качалов и др.,
2014; Сокотущенко и др., 2016] и др.). Особенности учета этих и других физико-химических яв-
лений подробно рассмотрены в обзоре [Григорьев и др., 2017]. В литературе имеются указания на
соответствие получаемых в рамках вышеуказанного подхода численных результатов явлениям,
наблюдаемым при реальной нефте- и газодобыче и на экспериментальных установках, модели-
рующих реальные пласты. Так, в [Булгакова и др., 2006] получена согласующаяся с опытными
данными динамика перепадов давления и объема вытесненной нефти. В [Зайченко и др., 2012]
приводятся измеренные на экспериментальной установке значения давления в разные моменты
времени для трехкомпонентной газоконденсатной смеси, качественно согласующиеся с резуль-
татами численного моделирования на основе подхода, описанного в [Директор и др., 2000].

Цель данной работы состояла в численной проверке возможности количественного вос-
произведения экспериментальных характеристик, полученных в [Vo, 2010], а именно данных по
пространственному распределению относительных плотностей компонент двухфазной двухком-
понентной смеси. Отметим, что эксперименты в лабораторных условиях позволяют поставить на
контроль процесс фильтрации на всем протяжении распространения газоконденсатного потока
и изучать процессы, которые невозможно проследить при реальной нефте- и газодобыче. Таким
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образом, появляется возможность новой постановки задачи, на решение которой и направлены
наши исследования, — задачи фитирования данных экспериментального процесса теоретическим
пространственно-временным распределением измеряемых величин. Особенности проведения ла-
бораторного эксперимента позволяют ограничиться учетом зависимости только от некоторых
параметров: например, температура образца постоянна, малые размеры образца делают несуще-
ственным влияние инерционных свойств вещества, а наблюдаемая в эксперименте стабилизация
процесса позволяет вместо задачи в частных производных рассмотреть стационарную задачу.
Все это упрощает численное исследование и тем самым делает более достоверным моделирова-
ние других измеряемых характеристик, что позволяет проанализировать влияние учитываемых
параметров на моделируемый процесс.

В работе для изотермического случая в рамках классической модели на базе закона Дар-
си и условия неразрывности потоков, с учетом результатов лабораторных экспериментов, под-
тверждающих стабилизацию режима фильтрации, на основе исходных уравнений в частных
производных формулируется стационарная постановка задачи относительно скоростей потоков
и молярных плотностей газовой и жидкой составляющих. Показано, что полученные на основе
численного решения этой системы расчетные характеристики согласуются с имеющимися экс-
периментальными данными по пространственному распределению относительных плотностей
компонентов смеси в каждой из фаз.

Математическая постановка задачи

Система уравнений, описывающая фильтрацию двухфазной многокомпонентной газокон-
денсатной смеси через пористую среду с учетом закона Дарси и неразрывности потоков, имеет
следующий вид [Лысов, Рыков, 2014; Директор и др., 2000; Басниев и др., 1993]:

ερα
∂

∂t
uα +

μα
κ

uα + ∇Pα = 0, ρα =
∑

i

ρα i, (1)

∂

∂t
(mS αρα i) + ∇ · (uαρα i) + Vα i = 0. (2)

Здесь индекс α характеризует принадлежность i-го компонента к газовой (α = g) или жидкой
(α = c) фазе. При ε = 0 имеем классический закон Дарси, при ε = 1 — обобщенный закон Дарси
с учетом инерционных сил, вклад которых становится существенным при больших скоростях
движения.

Неизвестными величинами являются молярные плотности i-х компонентов в жидкой и га-
зовой фазах ρα i (α = c, g) и скорость uα движения вещества в жидкой (α = c) и газовой фазах
(α = g). Pα — давление α-фазы, Vα i — скорость межфазного перехода (Vc i + Vg i = 0), m — по-
ристость, κ — проницаемость, μα — вязкость α-фазы, S α — объемная доля вещества в α-фазе,
рассчитываемая по формулам

S c =
∑

i

vi ρc i, S g = 1 − S c, (3)

где vi — мольный объем компонента в жидкой (несжимаемой) фазе. Выполняется очевидное
условие:

S c + S g = 1. (4)

Другое дополнительное условие связывает давление в жидкой и газовой фазах:

Pc − Pg = Pcapillary, (5)

где Pcapillary — капиллярное давление на границе c- и g-фаз.
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Само давление газа как функция плотностей может вычисляться разными способами.
В данной работе расчеты проводились на основе формулы идеального газа и на основе мето-
да Пенга–Робинсона для ван-дер-ваальсовского давления.

Формула давления в модели идеального газа с учетом пористости среды имеет вид

Pg =

RT
∑
k
ρgk

mS g
, (6)

где T — температура, R — газовая постоянная.

Согласно формуле Пенга–Робинсона давление для смеси газов вычисляется следующим
образом [Лысов, Рыков, 2014]:

Pg =
RT

v − b
− a

v(v + b) + b(v − b)
, (7)

где v — молярный объем, a и b — параметры, вычисление которых в работе [Лысов, Рыков, 2014]
сводится к решению кубического уравнения. В настоящей работе для расчета этих параметров
используются полученные в явном виде выражения:

a = AR2T 2, (8)

b = BRT, (9)

v =
mS g∑
k
ρgk
, (10)

A =
∑

i

∑
j>i

Ai j xix j, (11)

B =
∑

i

Bixi, (12)

xi =
ρgi∑

k
ρgk
, (13)

Ai j = (1 − ki j)(AiA j)
1/2, (14)

Ai = 0.457235529
Pr

i

(T r
i )2

[
m(ωi)(1 − (T r

i )1/2) + 1
]2
, (15)

Bi = 0.077796074
Pr

i

T r
i

, (16)

m(ω) = 0.37464 + 1.54226ω − 0.02699ω2, (17)

Pr
i =

1
Pc

i

, (18)

T r
i =

T
T c

i

. (19)

Скорость переноса i-го компонента газоконденсатной смеси через межфазную границу
пропорциональна отклонению от состояния равновесия и определяется выражением [де Гроот,
Мазур, 1964]

Vg i = −Vc i = ηi(ρg i − K̃iρc i), (20)

2018, Т. 10, № 2, С. 209–219



214 А. В. Волохова, Е. В. Земляная, В.В. Качалов, . . .

где ηi — коэффициент межфазного переноса вещества, K̃i — константа равновесия, вычисляемая
по формулам [Лысов, Рыков, 2014]

K̃i = Ki

∑
k
ρg k

∑
k
ρc k
, Ki =

Pc
i

Pg
e5.372697(1+ωi)(1+T c

i /T ). (21)

Здесь ωi — ацентрический фактор i-го компонента, Pc
i и T c

i — критические давление и темпера-
тура.

Формулировка стационарной задачи

В лабораторных условиях обычно реализуется прохождение газоконденсатной смеси через
трубчатую модель пласта с пористым веществом, что дает основание перейти к пространствен-
но-одномерной задаче, учитывая только длину коллектора и пренебрегая его толщиной. Так,
в эксперименте [Vo, 2010] исследуется одномерное течение двухкомпонентной газоконденсат-
ной смеси из 85 мол. % метана (i = 1) и 15 мол. % н-бутана (i = 2). Трубчатая модель пласта
заполнялась метаном при давлении, превышающем давление начала конденсации для выбран-
ной двухкомпонентной смеси. Затем метан вытеснялся метан-бутановой смесью, находящейся
в газовой фазе. При этом обнаруживается, что через несколько минут наблюдается стабилизация
фазового состава метан-бутановой смеси на выходе из модели пласта. Поэтому можно ожидать
совпадения численных результатов при решении вышеописанной системы уравнений для до-
статочно больших времен с результатами решения предельной стационарной задачи. Такое пре-
дельное стационарное решение не зависит от времени t, поэтому исходная система уравнений
в частных производных превращается в систему обыкновенных пространственно-одномерных
дифференциальных уравнений:

μα
κ

uα = − ∂
∂x

Pα, (22)

∂

∂x
(uαραi) + Vαi = 0. (23)

Решение системы (22)–(23) осуществляется численно на интервале x = [0, Lmax] в среде
Maple c использованием метода Рунге –Кутты при заданных условиях в точке x = 0:

uα(0) = uα 0, ρα i(0) = ρ0
α i, α = c, g, i = 1, 2.

Расчеты проводились на кластере HybriLIT в Лаборатории информационных технологий Объ-
единенного института ядерных исследований.

Результаты численного исследования

Цель численного исследования состояла в проверке возможности воспроизведения экспе-
риментальных результатов из работы [Vo, 2010] по распределению вдоль координаты x значений
мольных долей плотностей i-х компонентов двухкомпонентной смеси CH4+nC4Н10 в газовой
и жидкой фазах в режиме стабилизации. Эти характеристики для каждого i-го компонента рас-
считываются через решение системы (22)–(23) по формуле

Cα i(x) =
ρα i(x)∑

k
ρα k(x)

, k = 1, 2. (24)
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Значения μg,c и констант из условий в точке x = 0 подгонялись под экспериментальные
данные путем минимизации значения χ2, рассчитываемого по формуле

χ2 =
∑
Ω

(
C(эксп) α i(xk) −Cα i(xk)

)2
. (25)

Здесь Ω — весь набор имеющихся экспериментальных значений C(эксп) α i(xk), измеренных в точ-
ках xk, расположенных вдоль длины коллектора, равной 30 см.

Для условий в точке x = 0 использовались соотношения

ρα i(0) = ρ0CiCα i, Cc i = 1 −Cg i,

где Ci — мольные доли i-х компонентов в смеси (i = 1, 2, C1 + C2 = 1). Таким образом, варьи-
руемыми были параметры ρ0, Cg 1, Cg 2, uc0, ug0, μc, μg, η1, η2. Значения Lmax = 0.3 м, m = 0.16,
κ = 9 · 10−15 м2, T = 294◦K зафиксированы согласно [Vo, 2010]. Значения других известных
величин и ориентировочные начальные значения подгоняемых параметров взяты из [Баренблатт
и др., 1984]. Расчеты проводились при R = 8.31 Дж/моль/K, k12 = 0.01 и физико-химических
характеристиках компонентов C12 (i = 1) и nC4H10 (i = 2), приведенных в таблице 1.

Таблица 1. Физико-химические характеристики компонентов газоконденсатной смеси C1 + nC4

i Вещество Pc
i , бар T c

i , К ωi vi, м3/моль Ci

1 CH4 46.042 190.6 0.013 0.0000385 0.85

2 nC4H10 37.47 419.5 0.196 0.0000965 0.15

В результате минимизации были получены значения варьируемых параметров
ρ0 = 2762 моль/м3, Cg 1 = 0.109, Cg 2 = 0.095, uc0 = 0.000045 м/с, ug0 = 0.000062 м/с,
μg = 9.096 · 10−8, μc = 12.46 · 10−8, η1 = 0.000621, η2 = 0.000603, обеспечивающие хорошее
согласие с экспериментальными данными (χ2 = 0.000123).

Соответствующие расчетные кривые в сравнении с экспериментальными данными
из [Vo, 2010] представлены на рис. 1, a. Треугольниками и квадратами показаны соответственно
распределение мольной доли газовой фазы компонента nC4H10 и распределение мольной доли
его конденсата. Видно, что доля газовой составляющей существенно снижается в правой (вы-
ходной) части коллектора, в то время как доля конденсата близка к константе по всей длине
коллектора.

На рис. 1, b показано распределение давления Pg = Pc вдоль длины коллектора. Видно, что
изменение давления в зависимости от координаты x очень слабое, заметное понижение давле-
ния происходит лишь в области Lmax. Расчеты на основе формулы давления (6) для идеального
газа и на основе формулы Пенга – Роберсона (7) показали для используемого набора параметров
практически совпадающие результаты, неразличимые на графике.

На рис. 2 представлены графики решения ραi(x) системы уравнений (22)–(23) с найден-
ными параметрами. Видно, что плотность жидкой фазы существенно возрастает в правой части
интервала [0, Lmax], соответствующей области выхода из модели пласта.

На рис. 3, а показан график скорости ug(x) движения вещества в газообразной фазе,
а на рис. 3, b — зависимость S c(x), рассчитанная по формуле (3). Видно, что скорость газа мала,
а доля жидкой фазы растет, приближаясь к 1 в области Lmax.

Отметим, что численное решение исходной системы в частных производных для простран-
ственно-одномерного случая с использованием решения стационарной задачи (22)–(23) в каче-
стве начального условия показало, что данное решение не меняется со временем, тем самым
подтвердив корректность найденного статического состояния.
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Рис. 1. (a) Расчетные кривые Cα 2(x), α = c, g в сравнении с экспериментальными данными из [Vo, 2010];
(b) распределение давления Pg (в атм.) по координате x

Рис. 2. Молярная плотность компонент (моль/м3) в газообразной фазе (а) и жидкой фазе (b) в зависимости
от координаты x. Сплошные кривые соответствуют i = 1, штриховые — i = 2

Рис. 3. Скорость движения (м/с) вещества в фазе конденсата ug(x) (а) и распределение объемной доли
конденсата S c(x) вдоль длины коллектора (b)
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Заключение

Показано, что решение стационарной задачи, сформулированной на основе системы урав-
нений, описывающей модель фильтрации многокомпонентной газоконденсатной смеси, позво-
ляет воспроизвести экспериментальные данные по распределению относительной плотности га-
зовой и жидкой фаз вдоль модели пласта, измеренные в режиме стабилизации. Разработанная
Maple-программа может использоваться в численных исследованиях установившихся режимов
двухфазных газоконденсатных смесей в пористой среде с целью анализа экспериментальных
данных и, в перспективе, выработки на этой основе рекомендаций для повышения извлекаемо-
сти углеводородов в реальных условиях. Описанный в работе подход может рассматриваться
как основа для дальнейшего развития модели, включая исследование динамических процес-
сов в пористой среде при фильтрации газоконденсатных смесей с фазовыми переходами, что,
естественно, требует уже численного решения соответствующей системы уравнений в частных
производных.
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