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Методами численного моделирования проведено исследование процессов взаимодействия  

осциллирующего солитона (бризера) с 180-градусной доменной стенкой нееловского типа в рамках 
(2 + 1)-мерной суперсимметричной О(3) нелинейной сигма-модели. Целью настоящей работы является 
исследование нелинейной эволюции и устойчивости системы взаимодействующих локализованных ди-
намических и топологических решений. Для построения моделей взаимодействия были использованы 
стационарные бризерные решения и решения в виде доменных стенок, полученные в рамках двумерного 
уравнения синус-Гордона добавлением специально подобранных возмущений вектору А3-поля в изото-
пическом пространстве блоховской сферы. При отсутствии внешнего магнитного поля нелинейные сиг-
ма-модели обладают формальной лоренц-инвариантностью, которая позволяет построить, в частности, 
движущиеся решения и провести полный анализ экспериментальных данных нелинейной динамики сис-
темы взаимодействующих солитонов. В настоящей работе на основе полученных движущихся локализо-
ванных решений построены модели налетающих и лобовых столкновений бризеров с доменной стенкой, 
где, в зависимости от динамических параметров системы, наблюдаются процессы столкновения и отра-
жения солитонов друг от друга, дальнодействующие взаимодействия, а также распад осциллирующего 
солитона на линейные волны возмущений. В отличие от бризерного решения, обладающего динамикой 
внутренней степени свободы, интеграл энергии топологически устойчивого солитона во всех проведен-
ных экспериментах сохраняется с высокой точностью. Для каждого типа взаимодействия определен  
интервал значений скорости движения сталкивающихся динамических и топологических солитонов 
в зависимости от частоты вращения вектора А3-поля в изотопическом пространстве. Численные модели 
построены на основе методов теории конечных разностных схем, использованием свойств стереографи-
ческой проекции, с учетом теоретико-групповых особенностей конструкций класса O(N) нелинейных 
сигма-моделей теории поля. По периметру двумерной области моделирования установлены специально 
разработанные граничные условия, которые поглощают линейные волны возмущений, излучаемые взаи-
модействующими солитонными полями. Таким образом, осуществлено моделирование процессов взаи-
модействия локализованных решений в бесконечном двумерном фазовом пространстве. Разработан про-
граммный модуль, позволяющий провести комплексный анализ эволюции взаимодействующих решений 
нелинейных сигма-моделей теории поля, с учетом ее групповых особенностей в двумерном псевдоевк-
лидовом пространстве. Проведен анализ изоспиновой динамики, а также плотности и интеграла энергии 
системы взаимодействующих динамических и топологических солитонов. 
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By numerical simulation methods the interaction processes of oscillating soliton (breather) with a 180-deg-

ree Neel domain wall in the framework of a (2 + 1)-dimensional supersymmetric O(3) nonlinear sigma model is 
studied. The purpose of this paper is to investigate nonlinear evolution and stability of a system of interacting 
localized dynamic and topological solutions. To construct the interaction models, were used a stationary breather 
and domain wall solutions, where obtained in the framework of the two-dimensional sine-Gordon equation by 
adding specially selected perturbations to the A3-field vector in the isotopic space of the Bloch sphere. In the 
absence of an external magnetic field, nonlinear sigma models have formal Lorentz invariance, which allows 
constructing, in particular, moving solutions and analyses the experimental data of the nonlinear dynamics of an 
interacting solitons system. In this paper, based on the obtained moving localized solutions, models for incident 
and head-on collisions of breathers with a domain wall are constructed, where, depending on the dynamic pa-
rameters of the system, are observed the collisions and reflections of solitons from each other, a long-range in-
teractions and also the decay of an oscillating soliton into linear perturbation waves. In contrast to the breather 
solution that has the dynamics of the internal degree of freedom, the energy integral of a topologically stable 
soliton in the all experiments the preserved with high accuracy. For each type of interaction, the range of values 
of the velocity of the colliding dynamic and topological solitons is determined as a function of the rotation fre-
quency of the A3-field vector in the isotopic space. Numerical models are constructed on the basis of methods of 
the theory of finite difference schemes, using the properties of stereographic projection, taking into account the 
group-theoretical features of constructions of the O(N) class of nonlinear sigma models of field theory. On the 
perimeter of the two-dimensional modeling area, specially developed boundary conditions are established that 
absorb linear perturbation waves radiated by interacting soliton fields. Thus, the simulation of the interaction 
processes of localized solutions in an infinite two-dimensional phase space is carried out. A software module has 
been developed that allows to carry out a complex analysis of the evolution of interacting solutions of nonlinear 
sigma models of field theory, taking into account it’s group properties in a two-dimensional pseudo-Euclidean 
space. The analysis of isospin dynamics, as well the energy density and energy integral of a system of interacting 
dynamic and topological solitons is carried out. 
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1. Введение 

Статические свойства солитонных решений в большинстве случаев поддаются аналитиче-
скому исследованию, но процессы их взаимодействия в основном удается исследовать лишь 
численными методами [Маханьков, 1983]. Именно численное моделирование остается, при от-
сутствии надежных аналитических методов, практически основным инструментом исследова-
ния поведения сложных комплексных нелинейных диссипативных систем, формирования коге-
рентных структур в самоорганизующихся системах и динамики их взаимодействия.  

В настоящей работе проведено численное исследование взаимодействия бризерных соли-
тонов с 180-градусными доменными стенками (ДС) нееловского типа в (2 + 1)-мерном про-
странстве-времени. Численные эксперименты проведены в рамках хорошо известной О(3) не-
линейной сигма-модели (НСМ) теории поля. Для анизотропного случая О(3) НСМ действие 
имеет вид 
 ( )2

3 1 ,a aS L d x g s s s d xμ μ μ
μ

⎡ ⎤= = ∂ ∂ + −⎣ ⎦∫ ∫  (1) 

0,1,2,μ =  1,2,3,a =  1 / 2,g =  1 0,a as s − =   

где is  ( 1,2,3i = ) — координаты единичного изовектора 1 2 3( , , ),s s sS  эволюционирующего 
в пространстве блоховской сферы 2 3.S ∈  Уравнение Лагранжа–Эйлера О(3) НСМ в специ-
альной параметризации 2θ  можно записать в следующем виде: 
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где 0,1,2,μ =  а ( , , )x y tθ  и ( , , )x y tϕ  — эйлеровы углы [Муминов, Шокиров, 2014], связанные 
с 1 2 3( , , )s s sS  и комплексной параметризацией модели (1) следующим образом: 
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В работе [Шокиров, 2016] определен аналитический вид пробных функций двумерного 
уравнения синус-Гордона (УСГ), эволюционирующих к периодическим во времени (осцилли-
рующим) радиально-симметричным решениям [см. также: Shokirov, 2016]. На основе найден-
ных решений УСГ, добавлением возмущений трехмерному вектору А3-поля 1 2 3( , , )s s sS  изото-
пического пространства сферы 2S  [Муминов, Шокиров, 2014], были получены решения 
для О(3) НСМ, названные в [Шокиров, 2016] бризерами. Заметим, что О(3) НСМ (2) в специ-
альной параметризации 2θ  меридианного сечения ( 0)ϕ =  пространства изосферы 2S  сводится 
(см. рис. 1, а) к вполне интегрируемому УСГ следующего вида: 

 sin 2 ,2 θ θ= −  (3) 

где □ — оператор Даламбера. 
В работе [Шокиров, 2016] бризерные солитоны для УСГ (3) были получены на основе 

пробной функции 

 sin( , , ) 4arctg ,
cosh( )cosh( )

u x y t
x y
γ ν
λ λ

⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (4)  

,
'

λγ
λ

=    2' 1 ,λ λ= −  



Ф. Ш. Шокиров 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

776 

где для фазовых параметров ( )tλ λ=  и ( )tν ν=  определена следующая система уравнений: 

 
( ) ( )2 2

2
3 12 '1 ' 'arcth 0,

2 '
1 ' 0.

'

tt t t

tt t t

λλ λλ λ ν λ λ λ
λ λ
λν λν

λλ

⎧
+ − + − − =⎪⎪

⎨
+⎪ + =⎪⎩

  

Далее в работе [Шокиров, 2016] с учетом вышеуказанных соотношений между (2) и (3) для 
найденных бризеров вида (1) добавлением возмущений ( 0)ϕ >  изовектору 1 2 3( , , )s s sS  были 
построены решения О(3) НСМ (2) (см. рис. 1, б).  

Численные эксперименты, проведенные в [Шокиров, 2016], показали, что интеграл энер-
гии (En) найденных решений при 0ϕ ≥  сохраняется с высокой точностью 4.5 %radEn <  
в течение достаточно долгого времени моделирования: 45e+≈  итерационных циклов. Были по-
лучены хорошие согласования между результатами численных экспериментов и аналитических 
расчетов. На основе свойств лоренц-инвариантности О(3) НСМ (2) были смоделированы также 
движущиеся бризеры вида (1) (см. рис. 2), показана их устойчивость и исследованы свойства 
полученных решений. 

 

 

Рис. 1. Динамика 1 2 3( , , )s s sS  в изопространстве сферы 2S для бризера (4) при (а) 0,ϕ =  (б) 0ϕ >  

 
Рис. 2. Эволюция плотности энергии (DH) и ее контурная проекция движущихся с начальной скоростью 

0v( ) 0.707t ≈  бризеров (4) О(3) НСМ (2) при (а) 0,ϕ =  (б) 0.5.ϕ =  Общее время моделирования: 
[0, 154.8]t∈  
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В работе [Муминов, Шокиров, 2015] на основе известных топологических решений 
в виде ДС (кинк/антикинк): 

 1 0 2 0
1 1 2 2

( , , ) 4arctgexp w w w wz x y t F x x F y y
k k k k

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (5) 

(2 + 1)-мерного УСГ следующего вида: 
2 2 2
1 2 sin 0tt xx yyz k z k z w z− − + =  

аналогично предыдущему алгоритму (см. рис. 3) была построена численная модель стационар-
ных и движущихся ДС (2 + 1)-мерной О(3) НСМ (2) (см. рис. 4). В частности, были получены 
дальнодействующие модели взаимодействия ДС, а также осциллирующие (бионные) модели их 
связанных состояний. 

Заметим, что алгоритм численного моделирования, использованный в работах [Шокиров 
2016; Shokirov, 2016], был разработан в работе [Муминов, 2002] для стационарного случая. 
В работах [Шокиров 2016; Shokirov, 2016] данная численная схема была обновлена для случаев 
движущихся локализованных решений и их взаимодействия. 

 
Рис. 3. Динамика 1 2 3( , , )s s sS  в изопространстве сферы 2S  для ДС (5) при (а) 0,ϕ =  (б) 0ϕ ≠  

 
Рис. 4. Эволюция плотности энергии (DH) и изоспиновой структуры ДС (5) О(3) НСМ (2) при 0,ϕ =  
с заданной начальной скоростью 0v( ) 0.093:t ≈  а) движущаяся ДС; б) прохождение ДС сквозь друг друга. 
Общее время моделирования: [0, 120]t∈  
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На основе разработанных алгоритмов и проведенных аналитических расчетов в следую-
щих частях настоящей работы приведены результаты численного моделирования взаимодейст-
вия солитонных решений (4) и (5), полученных в работах [Шокиров, 2016; Муминов, Шокиров, 
2015]. Использована трехслойная разностная схема второго порядка точности 2 2( )O hτ +  
на пятиточечном шаблоне с весами явного типа [Самарский, 1977]. Аппроксимация проведена 
на прямоугольной сетке [ ]L 3001 2201 :×  3(3e ),xh +  3(2.2e );yh +  в кубе ( , ):xyh tτ  4

max (5e ).τ +  Ус-
тойчивость разностной схемы удовлетворяет требованиям для гиперболических систем уравне-
ний: ( )maxmin /hτ ≤ Δ  ( max 1.67Δ → ). С более подробным описанием численной схемы можно 

ознакомится в [Муминов, Шокиров, 2014]. 
Таким образом, содержание §§ 2–5 настоящей работы имеет следующий вид: 
– взаимодействия бризеров с ДС в рамках УСГ; 
– взаимодействия бризеров с ДС в рамках О(3) НСМ; 
– взаимодействия ДС УСГ с бризером О(3) НСМ; 
– взаимодействия ДС О(3) НСМ с бризером УСГ. 
Общим свойством проведенных численных экспериментов является сохранение структур-

ной устойчивости топологических решений типа ДС (5) при всех задаваемых в экспериментах 
настоящей работы параметрах системы взаимодействующих солитонов. 

2. Взаимодействие ДС с бризерами в УСГ 

Запишем выражения для полевых функций is  ( 1,2,3)i =  для бризерных решений вида (4) 
и ДС вида (5). 

А. Бризерный солитон (Br): 
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Б. ДС (DW): 
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где 

2

1 ,
1 L

γ ′ =
− v

   2 2
1 2 1.F F+ =  

Разработаны два типа моделей взаимодействия солитонных решений (4) и (5). 
1. Налетающие столкновения: 0( ) (0.0, 0.372),DW t ∈v  0( ) 0.Br t =v  
2. Лобовые столкновения: 0( ) (0.0, 0.288),DW t ∈v  0( ) (0.0, 0.708).Br t ∈v  
На рис. 5, а приведен пример налетающего столкновения движущейся со скоростью 

0( ) 0.093DW t ≈v  ДС с неподвижным бризером. При столкновении ( 127.2)t =  наблюдается опре-
деленная деформация плотности энергии (DH) ДС с последующими периодическими колеба-
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ниями вплоть до конца времени моделирования: 270.0.t =  При этом топологическая структура 
ДС полностью сохраняется. В отличие от ДС бризерный солитон при столкновении распадает-
ся на линейные волны возмущений, которые, распространяясь, поглощаются на периметре об-
ласти моделирования специально разработанными граничными условиями [Муминов, 2002].  

 
Рис. 5. Взаимодействие движущейся 0( ( ) 0.093)DW t ≈v  ДС (5) с неподвижным бризером (4) при 0:ϕ =  
а) эволюция плотности энергии (DH) и ее контурная проекция; б) изоспиновая структура исходного 
( 0)t =  и конечного ( 270)t =  состояний системы 

На рис. 5, б приведена изоспиновая структура вышеописанного процесса при 0t =  
и 270.0.t =  В области бризерного поля изотопический вектор BrS  эволюционирует в мериди-
анном сечении блоховской сферы 2S  (см. рис. 5, б). При этом θ π<  (см. рис. 1, а). Изотопиче-
ский вектор DWS  также эволюционирует в меридианном сечении 2S  вдоль ДС (см. рис. 5, б), 
но при этом осуществляется переход между вакуумными состояниями θ π=  и 0θ =  (см. 
рис. 3, а). 

3. Взаимодействие ДС с бризерами в О(3) НСМ 

В рамках О(3) НСМ в динамику изовектора 1 2 3( , , )s s sS  добавляется специально подобран-
ное возмущение ϕ ωτ=  ( 0),ω ≠  которое изменяет вид 1 2 3( , , )Br s s sS  и 1 2 3( , , )DW s s sS  в (6) сле-
дующим образом: 
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В этой серии экспериментов, аналогично предыдущей части, рассматриваются налетаю-
щие и лобовые столкновения ДС (5) с бризерами (4). Общим свойством всех разработанных 
моделей в данном случае является обнаружение так называемых дальнодействующих сил: со-
литоны (4) и (5) отражаются друг от друга без явного столкновения (см. рис. 6). 
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Рис. 6. Дальнодействие движущихся 0( ( ) 0.093,DW t ≈v  0( ) 0.447)Br t ≈ −v  во встречном направлении 
ДС (5) и бризера (4) при 0.5 :DW Brϕ ϕ τ= =  а) эволюция плотности энергии (DH) и ее контурная проек-
ция. Изоспиновая структура: б) исходное ( 0)t =  и конечное ( 129.6)t =  состояния системы; в) динамика 
системы в сечении ( , , )x 0 t  

4. Взаимодействие ДС с бризерами в УСГ и О(3) НСМ 

В предыдущих экспериментах были рассмотрены налетающие и лобовые столкновения так 
называемых однотипных ( )DW Brϕ ϕ=  с точки зрения динамики изовектора 1 2 3( , , )s s sS  ДС (5) 
с бризерами (4). В этой серии экспериментов рассмотрим аналогичные взаимодействия разно-
типных ( )DW Brϕ ϕ≠  в вышеуказанном смысле топологических (5) и динамических солитонов (4). 

А. Взаимодействия ДС УСГ ( 0)DWϕ =  с бризерами О(3) НСМ ( ,Brϕ ωτ=  0).ω ≠  В данной 
конфигурации при всех значениях динамических параметров системы происходит разрушение 
бризерного солитона (4) при столкновении с ДС. Аналогично экспериментам предыдущей час-
ти бризер при взаимодействии с ДС распадается на линейные радиально-симметричные волны 
возмущений, которые, распространяясь, затухают под воздействием граничных условий. На-
блюдается определенная деформация плотности энергии ДС, при этом ДС полностью сохраня-
ют структурную устойчивость вплоть до конца времен моделирования [ ]0, 170 .t∈  

Б. Взаимодействия ДС О(3) НСМ ( ,DWϕ ωτ=  0)ω ≠  с бризерами УСГ ( 0).Brϕ =  В этой 
серии экспериментов аналогично процессам, описанным в предыдущем пункте (А), происходит 
распад бризерного решения на линейные волны возмущений. Но в случае лобовых столкнове-
ний при распаде бризерного солитона часть линейных волн возмущений проходит поле ДС. 
При скорости движения бризерного солитона 0( ) 0.5Br t >v  данные линейные волны, проходя 
поле ДС, образуют хорошо локализованный движущийся сгусток энергии (см. рис. 7).  

На рис. 7 приведен пример лобового столкновения ДС (5) О(3) НСМ ( 0.5 )DWϕ τ=  с бри-
зерным солитоном (4) УСГ ( 0)Brϕ =  (см. также рис. 2, а). После столкновения (рис. 7, а, 

26.4)t =  часть плотности энергии бризерного солитона распадается на линейные волны воз-
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мущений, остальная часть проходит поле ДС (рис. 7, а, 32.4)t =  в виде локализованного ос-
циллирующего сгустка энергии и, достигая края области моделирования, поглощается гранич-
ными условиями (рис. 7, а, 54)t = . 

На рис. 7, б приведена иллюстрация проекции изоспиновой структуры системы взаимо-
действующих солитонов (4) и (5) в одномерном сечении ( , , )x 0 t  на плоскость XZ (слева), плос-
кость XY (справа). 

 
Рис. 7. Взаимодействие движущихся 0( ( ) 0.196,DW t ≈v  0( ) 0.707)Br t ≈ −v  во встречном направлении 
ДС (5) и бризера (4) при 0.5 ,DWϕ τ=  0:Brϕ =  а) эволюция плотности энергии (DH) и ее контурная про-
екция; б) динамика изоспиновой структуры системы в сечении ( , , )x 0 t  

5. Обсуждение полученных результатов 

Прежде всего, отметим, что ДС вида (5), как и следовало ожидать, вследствие своей топо-
логической природы (см., например, рис. 3) проявляют структурную устойчивость во всех чис-
ленных экспериментах, проведенных в настоящей работе. В отличие от ДС (5) бризерные ре-
шения (4), обладающие внутренней динамикой степеней свободы, но не обладающие топологи-
ческой устойчивостью (см., например, рис. 1), при взаимодействии с ДС теряют структурную 
целостность и распадаются на линейные волны. ДС не обладают динамикой внутренней степе-
ней свободы и при компьютерном моделировании интеграл их энергии в стационарном случае 
сохраняется с высокой точностью (см. таблицу 1: 0.0;ω =  0( ) 0):DW t =v  

6 510 10 ,En
En

− −Δ
≈ −  

в течение достаточно долгого времени численного счета — 42e+  итерационных циклов. При 
численном моделировании движущихся с относительно малой скоростью ( 0.1 )c≈  ДС наблю-
дается незначительная потеря энергии 4( 10 )−≈  и скорости (см. таблицу 1: 0.0;ω =  

0( ) 0.0995):DW t =v  
2

0
10 .

( )
DW

DW t
−Δ

≈
v

v
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В рассмотренных случаях высокая точность сохранения интегралов энергии (En) ДС объ-
ясняется отсутствием дополнительной вращательной динамики ( 0)ϕ = ωτ >  вектора 

1 2 3( , , )DW s s sS  в пространстве изосферы 2 3S ∈  (см. рис. 3, а). Как было указано во введении, 
в этом случае ДС (5) являются топологическими решениями типа «кинк/антикинк» УСГ (3) 
(в рамках О(3) НСМ при 0.0).ω =   

Таблица 1. Расчетные данные результатов численного моделирования ДС вида (5) 

 
0( )DW tv  

0 0t =   
( )DW tv  

120t =   
( )Loss tv  

(%) 
0( )DWEn t  

0 0t =  
( )DWEn t  

120t =  
( )LossEn t  

(%) 
max ( )DH t  

[ ]0, 120t∈  
0.0ω =  0 0 0 87.99058 87,98288 0.008751 2.0133 
0.5ω =  0 0 0 98,9813 97,65628 1.338653 2.3185 
1.0ω =  0 0 0 131,95316 117,63121 10.85382 3.5084 

        

0.0ω =  0.0995 0.09583 3.68844 88.41342 88.38271 0.034735 2.0368 
0.1ω =  0.0995 0.09250 7.03517 88.85076 88.81495 0.040304 2.0488 
0.2ω =  0.0995 0.08916 10.39196 90.16273 90.08998 0.080687 2.0627 
0.3ω =  0.0995 0.08523 14.34171 92.34936 92.21364 0.146964 2.1145 
0.4ω =  0.0995 0.08166 17.92362 95.41063 95.00863 0.421337 2.1869 
0.5ω =  0.0995 0.07166 27.97387 99.34657 98.38552 0.967371 2.2798 
0.6ω =  0.0995 0.06251 37.14472 104.15711 102.55432 1.53882 2.3931 
0.7ω =  0.0995 0.04541 54.36181 109.84231 107.38763 2.234731 2.5267 
0.8ω =  0.0995 0.03375 66.0804 116.40213 111.70834 4.032392 2.6804 
0.9ω =  0.0995 0.01083 89.11558 123.83657 115.20905 6.96686 2.8541 
1.0ω =  0.0995 0.00666 93.30653 132.14562 120.03550 9.164224 3.0475 

 
Рис. 8. Изменения параметров стационарных и движущихся 0( ( ) 0.0995)DW t ≈v  ДС (5) в зависимости от 
значений [ ]0, 1 :ω∈  а) интеграл энергии (En) ДС при 0t =  ( ) и 0t >  ( ); б) максимальное значение 
плотности энергии (DH) ДС; в) скорость движения ДС при 0t > . Общее время моделирования: 

[0, 120]t∈  

При ненулевых значениях частоты (для 0,ω >  см. рис. 8) вращения вектора 1 2 3( , , )DW s s sS  
в изопространстве 2S  (решения О(3) НСМ) наблюдается пропорциональное увеличение значе-
ний интеграла энергии (En) ДС (рис. 8, а) и плотности энергии (DH) движущейся ДС (рис. 8, б). 
Обратно пропорционально значениям 0ω >  изменяется скорость движения ДС ( )DW tv  
(рис. 8, с), так как часть энергии движущейся ДС поглощается дополнительной динамикой изо-
вектора 1 2 3( , , )DW s s sS  (см. рис. 3, б). 

В отличие от известных топологических решений (5) осциллирующие солитоны (4), най-
денные в работе [Шокиров, 2016], обладают более сложной динамической структурой. В таб-
лице 2 приведены численные результаты компьютерного моделирования эволюции стационар-
ных и движущихся бризеров (4) при различных значениях ω  и 0( ).Br tv  
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Таблица 2. Расчетные данные результатов численного моделирования бризерных решений (4) 

 
0( )Br tv  

0 0t =   
( )Br tv  
30t =   

( )Loss tv  
(%) 

0( )BrEn t  

0 0t =  
( )BrEn t  

30t =  
( )LossEn t  

(%) 
max ( )DH t  

[ ]0, 120t∈  
0.0ω =  0 0 0 40.35138 40.13715 0.530911 5.9295 
 0.28735 0.08333 28.99948 41.58195 41.3427 0.57537 6.2815 
 0.5145 0.17166 33.36443 45.27318 44.87444 0.880742 6.9518 
 0.57346 0.22666 39.52499 47.01444 46.52939 1.031704 7.4171 
 0.70711 0.28226 39.91741 54.02363 53.19665 1.530775 8.6361 
 0.83205 0.35333 42.465 71.11047 69.19852 2.688704 11.69 
 0.89443 0.41666 46.58386 94.92982 91.34355 3.777812 10.863* 
        

0.5ω =  0 0 0 49.41923 49.24811 0.346262 2.4148 
 0.28735 0.06166 21.45815 50.64933 50.47488 0.344427 2.7129 
 0.44721 0.11342 25.36169 52.80053 52.51760 0.535847 3.2563 
 0.57346 0.15666 27.31838 56.07684 55.72048 0.635485 4.1460 
 0.70711 0.18333 25.92666 63.09135 62.56744 0.830399 5.5036 

 
Рис. 9. Изменения параметров стационарных и движущихся [ ]0( ( ) 0, 0.9 )Br t ∈v  бризеров вида (4) 
при 0:ω =  а) интеграл энергии (En) бризера при 0t =  ( ) и 0t >  ( ); б) максимальное значение плотно-
сти энергии (DH); в) скорость движения бризера при 0t =  и 0.t >  Общее время моделирования: 

[0, 30]t∈  

Изменение скорости движения 0( )Br tv  бризеров оказывает незначительное влияние значе-
ниям интеграла их энергии (En) (см. рис. 9, а). Аналогично случаю с ДС (см. рис. 8, а) наличие 
дополнительной динамики изотопического вектора 1 2 3( , , )Br s s sS  приводит к пропорционально-
му изменению значений энергии бризерного поля (см. таблицу 2, столбцы 5, 6, при 0ω =  
и 0.5).ω =  При прохождении определенного порога скорости движения 0( ( ) 0.87)Br t >v  в от-
сутствие дополнительной динамики ( 0)ω =  вектора 1 2 3( , , )Br s s sS  бризерное поле разделяется 
на два хорошо локализованных осциллирующих сгустка энергии (бризеры) (см. рис. 9, б, при 

0( ) 0.89).Br t →v  При этом один из бризеров осциллирует в исходном положении, а второй бри-
зер движется в заданном при 0t =  направлении. На рис 9, б показан процесс изменения значе-
ний максимальной плотности энергии max( )DH  бризерного поля (4) пропорционально измене-
нию скорости его движения [ ]0( ) 0, 0.9 .Br t ∈v  Дополнительная динамика внутренних степеней 
свободы бризерного решения (4) поглощает значительную часть исходной энергии, что приво-
дит к вариации значений заданной 0( ( ))Br tv  и реальной ( ( ))Br tv  скорости движения бризерного 
солитона (рис. 9, в). 

Численные параметры результатов взаимодействия бризерных солитонов (4) с ДС вида (5), 
описанных в настоящей работе, приведены в таблице 3. Данные таблицы 3 сгруппированы в за-
висимости от значений частоты ω  вращения вектора 1 2 3( , , )s s sS  в изопространстве блоховской 
сферы 2S  (см. рис. 1 и 3). Как было описано в предыдущих частях настоящей работы, в случаях  
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Таблица 3. Расчетные данные результатов численного моделирования взаимодействия  
бризерных решений (4) с ДС (5) 

№ 0( )DW tv  

0 0t =   
0( )Br tv  

0 0t =   DWω  Brω  simT  0( )AllEn t  

0 0t =  
( )AllEn t  

simt T=  
( )LossEn t  

(%) 

1. 

0.0995 0 0 0 270 132.73686 101.69092 23.38909 
0.19612 0 0 0 135.6 133.79567 98.98400 26.01853 
0.37139 0 0 0 64.8 138.92518 100.19718 27.87688 
0.0995 – 0.44721 0 0 265 136.15824 101.18521 25.68558 
0.0995 – 0.70711 0 0 254.4 146.40258 98.21466 32.91467 

         

2. 

0.0995 0 0.5 0.5 58.8 152.73096 150.38154 1.538274 
0.19612 0 0.5 0.5 78 153.62527 150.13346 2.27294 
0.28735 0 0.5 0.5 76.8 155.29622 144.41248 7.008374 
0.37139 0 0.5 0.5 63.6 158.06018 145.85887 7.719408 
0.0995 – 0.44721 0.5 0.5 130.8 156.15229 151.94142 2.696643 
0.0995 – 0.70711 0.5 0.5 91.2 166.39668 160.81378 3.355175 

         

3. 

0.0995 0 0 0.5 64.8 141.79469 104.8156 26.07932 
0.19612 0 0 0.5 55.2 143.31106 101.6629 29.06139 
0.28735 0 0 0.5 57.6 145.20448 102.9545 29.09691 
0.37139 0 0 0.5 48 148.30614 106.7823 27.99874 
0.0995 – 0.44721 0 0.5 97.2 145.70963 104.3032 28.41706 
0.0995 – 0.70711 0 0.5 48 145.20448 103.7135 28.57419 

         

4. 

0.0995 0 0.5 0 146.4 144.16193 103.21841 28.40106 
0.19612 0 0.5 0 97.2 145.02324 105.49241 27.25828 
0.28735 0 0.5 0 48 146.63827 105.19823 28.26009 
0.37139 0 0.5 0 48 149.3303 107.59775 27.94653 
0.0995 – 0.44721 0.5 0 97.2 147.57919 100.76724 31.7199 
0.0995 – 0.70711 0.5 0 48 157.81647 103.86991 34.18312 

0.19612 – 0.44721 0.5 0 81.6 148.44017 100.27992 32.44425 
0.19612 – 0.70711 0.5 0 48 158.67711 102.77473 35.23029 

 
{ 0,DWω =  0},Brω =  { 0,DWω =  0}Brω >  и { 0,DWω >  0}Brω =  происходит разрушение бризерно-
го решения (4) при взаимодействии с ДС (5) (см. таблицу 3, группы 1, 3, 4).  

Сохранение устойчивости бризеров (4) наблюдается в случае 0,DW Brω ω= >  которому со-
ответствуют данные второй группы экспериментов в таблице 3. Как было указано в § 3 настоя-
щей работы, в данном случае наблюдается проявление дальнодействующих сил (см. рис. 6): 
ДС и бризерный солитон отражаются друг от друга без явного столкновения. 

В случае взаимодействующих топологических вихрей в работе [Муминов, Шокиров, 2016] 
было показано, что проявление дальнодействующих сил однозначно определяется следующими 
двумя условиями: 

1) в резонансной зоне проекции векторов 1 2 3( , , )s s sS  взаимодействующих солитонных по-
лей на плоскость z  ( )p

zS  вращаются в одном направлении — ( );p
rotS ↑↑  

2) p
zS  решений (4) и (5) в резонансной зоне эволюционируют антипараллельно — ( ).p

zS ↑↓  

В нашем случае, при ,DW Brω ω=  выполняется первое из вышеуказанных условий. Легко 
проверить, что второе условие выполняется при следующих значениях изовектора 1 2 3( , , )s s sS  
в резонансной зоне: 

 
1

0 0 1,
0

DW DW DWϕ ξ
±⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⇒ = = ±⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

S ∩    
1

0 0 1.
0

Br Br Brϕ ξ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⇒ = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

S
∓

∩ ∓   
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Рис. 10. Динамика проекций векторов изоспиновой структуры системы дальнодействующих солитонов 
вида (4) и (5) при 0.5,DW Brω ω= =  0( ) 0.0995.DW t ≈v  Общее время моделирования: [0, 132]t∈  

На рис. 10 приведена иллюстрация динамики проекции изотопического вектора (спина) 

1 2 3( , , )s s sS  на плоскость ( , )L x y  — .p
zS  В течение общего времени моделирования ( 132,t =  

32.2e+  итерационных циклов) наблюдается девять когерентных оборотов проекций векторов 
изоспиновой структуры ДС ( p

DW zS ) в направлении 0ϕ >  (против направления часовой стрел-
ки). За это же время количество аналогичных вращений проекции векторов изоспиновой струк-
туры бризерного солитона ( )p

Br zS  равно 20. Таким образом, второе условие проявления дально-
действующих сил ( )( )p

zS ↑↓  выполняется при { }0.0, 13.2, 44.4, 57.6, 70.8, 102.0, 115.2t =  

(рис. 10). В трех остальных случаях ( )( )p
zS ↑↑  [Муминов, Шокиров, 2016] существенными яв-

ляются два первых при 28.8t =  и 86.4,t =  так как при 132t =  солитоны отдалены от резонанс-
ной зоны (см. рис. 6, а, 129.6).t =  Тем не менее в данном примере численные эксперименты 
показывают, что выполнение условия ( )p

zS ↑↓  в большинстве из рассмотренных моментов 

(7 из 10) оказывается достаточным для проявления дальнодействующих сил.  

6. Заключение 

В настоящей работе проведено компьютерное исследование процессов взаимо-
действия динамических (бризерных) и топологических (кинк/антикинк) солитонов в рамках  
так называемой (2 + 1)-мерной анизотропной нелинейной сигма-модели. Симметрией модели 
является О(3) — симметрия динамики вектора изотопического вектора (спина) в сфере 2 3.S ∈  
В данном случае наложено ограничение 1,a as s =  при котором длина вектора спина является 
постоянной величиной, и эволюция происходит по некоторой сфере. В наших работах эта ани-
зотропия выбрана в направлении -компоненты.zs  Лагранжиан модели использован как в изо-
спиновой параметризации, так и в эквивалентных эйлеровых и комплексных параметризациях, 
при этом комплексная параметризация получается проецированием изосферы 2S  на плос-
кость .z  Разработан программный модуль для комплексного исследования процессов столкно-
вения локализованных решений нелинейных сигма-моделей в фазовом расслоенном простран-
стве 2.S   
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Использован подход приближения разностных схем [Самарский, 1977], в частности при-
менен алгоритм численного моделирования, разработанный в работе [Муминов, 2002] для О(3) 
нелинейных сигма-моделей в стационарном случае. Получены модели налетающего и лобового 
столкновений 180-градусных доменных стенок (кинк/антикинк) нееловского типа с бризерны-
ми решениями при разных значениях скорости их движения и частоты вращения единичного 
вектора А3-поля изосферы 2.S  В частности, в § 3 работы получены модели, где при взаимодей-
ствии топологических и бризерных солитонов наблюдается проявление дальнодействующих 
сил (рис. 6). Проведено подробное исследование динамики изоспиновой структуры так назы-
ваемых дальнодействующих моделей (см. рис. 10). 

Следует отметить также вопросы, касающиеся адекватности численных результатов на-
стоящей работы в отличие от результатов аналитических работ, где все предельно ясно, точно 
и в достаточной степени достоверно (см., например, [Михайлов, Яремчук, 1984; Яремчук, 1985; 
Киселев, Расковалов, 2010]). В связи с этим в настоящей работе для контроля степени соответ-
ствия численных результатов действительности при моделировании эволюции солитонов  
вычислялись относительные изменения значения интеграла их энергии, которые сохранялись 
с достаточно высокой точностью, в пределах 6 210 10 .− −−  
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