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В статье изучаются упругопластические тела минимального объема. Часть границы всех рассмат-
риваемых тел закреплена в одних и тех же точках пространства, на остальной части граничной поверхно-
сти заданы напряжения (загруженная поверхность). Форма загруженной поверхности может изменяться 
в пространстве, но при этом коэффициент предельной нагрузки, вычисленный в предположении, что те-
ла заполнены упругопластической средой, не должен быть меньше фиксированного значения. Кроме 
того, предполагается, что все варьируемые тела содержат внутри себя некоторое эталонное многообразие 
ограниченного объема.  

Поставлена следующая задача: какое максимальное количество полостей (или отверстий в двумер-
ном случае) может иметь тело (пластина) минимального объема при сформулированных выше ограниче-
ниях? Установлено, что для того, чтобы задача была математически корректно сформулирована, необхо-
димо потребовать выполнения двух дополнительных условий: площади отверстий должны превосходить 
малую константу, а общая длина контуров внутренних отверстий в оптимальной фигуре должна быть 
минимальна среди варьируемых тел. Таким образом, в отличие от большинства работ по оптимальному 
проектированию упругопластических систем, когда осуществляется параметрический анализ приемле-
мых решений при заданной топологии, в работе проводится поиск топологического параметра связности 
проектируемой конструкции.  

Изучается случай, когда коэффициент предельной нагрузки для эталонного многообразия доста-
точно велик, а площади допустимых отверстий в варьируемых пластинах превосходят малую константу. 
Приводятся аргументы, подтверждающие, что в этих условиях оптимальная фигура является стержневой 
системой Максвелла или Мичелла. В качестве примеров представлены микрофотографии типичных для 
биологических систем костных тканей. Показано, что в системе Мичелла не может быть внутренних от-
верстий большой площади. В то же время в стержневом наборе Максвелла могут существовать значи-
тельные по площади отверстия. Приводятся достаточные условия, когда в оптимальной по объему 
сплошной пластинке можно образовать отверстия. Результаты допускают обобщения и на трехмерные 
упругопластичные конструкции. 

Статья завершается формулировкой математических проблем, вытекающих из постановки новой 
задачи оптимального проектирования упругопластических систем.  
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This paper studies minimum volume elastoplastic bodies. One part of the boundary of every reviewed body 
is fixed to the same space points while stresses are set for the remaining part of the boundary surface (loaded 
surface). The shape of the loaded surface can change in space but the limit load factor calculated based on the 
assumption that the bodies are filled with elastoplastic medium must not be less than a fixed value. Besides, all 
varying bodies are supposed to have some type of a limited volume sample manifold inside of them.  

The following problem has been set: what is the maximum number of cavities (or holes in a two-
dimensional case) that a minimum volume body (plate) can have under the above limitations? It is established 
that in order to define a mathematically correct problem, two extra conditions have to be met: the areas of the 
holes must be bigger than the small constant while the total length of the internal hole contour lines within the 
optimum figure must be minimum among the varying bodies. Thus, unlike most articles on optimum design of 
elastoplastic structures where parametric analysis of acceptable solutions is done with the set topology, this pa-
per looks for the topological parameter of the design connectivity. 

The paper covers the case when the load limit factor for the sample manifold is quite large while the areas 
of acceptable holes in the varying plates are bigger than the small constant. The arguments are brought forward 
that prove the Maxwell and Michell beam system to be the optimum figure under these conditions. As an exam-
ple, microphotographs of the standard biological bone tissues are presented. It is demonstrated that internal holes 
with large areas cannot be a part of the Michell system. At the same the Maxwell beam system can include holes 
with significant areas. The sufficient conditions are given for the hole formation within the solid plate of opti-
mum volume. The results permit generalization for three-dimensional elastoplastic structures. 

The paper concludes with the setting of mathematical problems arising from the new problem optimally 
designed elastoplastic systems. 
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1. Введение 

Вопросы оптимального проектирования упругопластических тел часто приводят к слож-
ным математическим задачам. Одной из первых проблем такого рода явилась задача Плато 
о нахождении поверхности минимальной площади, натянутой на расположенный в пространст-
ве контур γ [Курант 1953]. Если поверхность в пространстве x, y, z задана посредством функции 
двух переменных с непрерывными производными, то площадь этой поверхности выра-
жается формулой 

( , )z x y

1
22 2

( ) 1 .
B

z zA z dxdy
x y

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞⎜ ⎟= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫∫  

Здесь B — область, ограниченная проекцией контура γ на плоскость xoy.  
Естественным пространством допустимых функций при поиске минимума площади можно 

считать  для производных  Но последовательность допустимых функций 
 для которых соответствующий ряд ограничен, не слабо 

компактна, так как сопряженное с  пространство не является сепарабельным. Чтобы дока-
зать существование минимальных поверхностей, необходимо либо выбрать более узкое выпук-
лое множество в  либо расширить исходное пространство, чтобы в нем последователь-
ность  сходилась слабо-*. 

1

1 2 ( ,z x y

( , )z x y

( )L B / , / .∂ ∂ ∂ ∂z x z y
…

( ),L B

( , ), ( , ), ( , ).

( , ), ), , ( , ), ,mz x y z x y…

1( ),L B

m

( )mA z

1( )L B

Задача Плато получила решение в пространстве 2  более узком, чем при первоначаль-
ной постановке. При этом существенно использовались теоремы о конформных отображениях 
и возможность замены переменных, преобразующих ( )  в интеграл Дирихле от векторного 
поля 

A z
x s t y s t z s t

( )L B

( , ),h x y

 Буквы s, t — криволинейные изотермические (изометрические) коор-
динаты в области B, определяющие в трехмерном пространстве (x, y, z) точки допустимой по-
верхности. 

Сужение и расширение постановки задачи удается осуществить многими способами, по-
этому минимум площади на основе интеграла Дирихле из 2 может быть уменьшен за счет 
расширения множества гладких многообразий [Бураго, Залгаллер, 1980]. Задача поиска указан-
ных расширений пока не получила полного решения, хотя известно много интересных резуль-
татов, некоторые из них найдены инженерами и физиками, проводящими опыты с мыльными 
пленками [Schock, 2001; Сосинский 2003]. 

Другая актуальная задача связана с оптимальным проектированием упругих пластин, 
имеющих заданную частоту собственных колебаний [Лурье, 1975]. Необходимо найти такое 
распределение толщин в пластине  чтобы минимизировать объем материала: 

( , ) .
B

h x y dxdy∫∫V =  

При этом первая собственная частота ω, найденная из вариационного принципа, должна при-
нимать заданное значение: 

3 2 2
2( ) (( ) 2(1 )( , , , ))xy xx yyk h w w w w dxdyν∇ + − −∫∫

( , ),w x y

2
1 2

2

inf .B

B

к
k h w dxdy

ω =
∫∫

 

Нижняя грань вычисляется по множеству функций  удовлетворяющих на кривой γ гра-
ничным условиям. Постоянные k1, k2 зависят от размеров и плотности пластины, а также от Е 
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(модуля упругости материала) и ν (числа Пуассона). Запятой с нижними индексами обознача-
ются вторые частные производные, символ ∇  — оператор Лапласа. 

Чтобы удовлетворить одновременно двум минимальным принципам, пространство дваж-
ды дифференцируемых функций следует пополнить. Эта операция приводит к разрывным ре-
шениям, природа которых в настоящее время окончательно не установлена [Лурье, Черкаев, 
1981]. 

В предлагаемой статье изучаются оптимальные по объему V тела с заданным коэффициен-
том предельной нагрузки .λ  Как и в задаче с известной частотой колебаний, коэффициент пре-
дельной нагрузки определяется дополнительным вариационным принципом: 

1 2

1 2

( )
inf .

i
B

B
i i

k u dx dx

p u dx dx
λ

Γ
=

∫∫

∫∫
 

Здесь для векторов приняты индексные обозначения: составляющие вектора ui по осям, i = 1, 2, 3, 
записываются как u1, u2, u3. Число k — предел текучести материала на сдвиг, а диссипативный 
потенциал  — однородная первой степени функция компонент / .)( iuΓ i ju x∂ ∂  Нижняя грань вы-

числяется по полям ui, удовлетворяющим условиям на контуре γ. Поле нагрузок ( ).ip L B∞∈  
Для того чтобы существовало решение такой задачи, исходное векторное поле ui (произ-

водные ui содержатся в  приходится значительно расширить [Мосолов, Мясников, 1989]. 
Появляются разрывные (сингулярные) поля ui, область B становится многосвязной. Дополни-
тельная трудность состоит в том, что оптимальное решение часто не единственное. Геометрия 
получающихся фигур оказывается сложной, появляются негладкие границы, связанные с раз-
рывным характером течения упругопластических сред. Многие математические вопросы, выте-
кающие из перечисленных задач, требуют дальнейшего изучения. Одному из таких вопросов 
посвящена предлагаемая статья. 

1( ))L B

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы оценить максимальное количество полостей, 
которое может иметь упругопластическое тело с заданным коэффициентом предельной нагруз-
ки. Приведена математическая постановка проблемы, включая вариационные принципы и до-
полнительные ограничения, необходимые для существования решений. Для больших значений 
коэффициента предельной нагрузки найдены достаточные условия, при которых в упругопла-
стических телах могут образоваться полости значительного объема. В заключительной части 
работы формулируются нерешенные математические задачи оптимального проектирования 
многосвязных тел, которые представляют интерес для физических и технических приложений.  

2. Формулировка задачи оптимального проектирования  
упругопластической пластины  

Изучается следующая задача оптимального проектирования упругопластических систем 
[Прагер, 1977; Баничук, 1986; Rees, 2009] (рис. 1).  

D  ограничена контуром .Плоская упругопластическая фигура = +q uC C C

uC 1 0 ,= +q q qC 1
qC

( ),iq s 1,2i

 Часть грани-

цы  закреплена, а контур C C  в свою очередь, состоит из двух частей: на  дейст-

вует нагрузка  = , а на  нагрузка отсутствует, 0C ( ) 0iq sq .=  Наряду с фигурой D  рас-

смотрим возможные фигуры * .D D⊂  Для областей *D  аналогом контура  является  

Кроме того, внутри областей 

0
qC 0*.qC

*D  могут быть отверстия (полости)  с контурами .  Полос-
ти  удовлетворяют ограничению: их площади  

iD iC

iD

iF 0 0.F c≥   (1)  
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Рис. 1. Начальная и возможные формы конфигурации проектируемой системы. Буквой  обозначена 
начальная фигура, часть ее границы  загружена погонными силами  часть  свободна от нагруз-

ки. Граничная кривая  закреплена. Возможные фигуры  лежат внутри  они ограничены конту-
рами  Внутри фигур  могут быть отверстия  с контурами  Имеет место включение 

 

D
1C ,q 0C

C *D D
1 0*, , .C C C *D

__

q i q

,u

q u q

* *
i

i

D D D⊂ +∑

iD .iC

Здесь 0F — площадь фигуры D, а число  — малая константа. Односвязную фигуру, контур 
которой 

0с
*С на рис. 1 показан пунктиром, назовем *. *D  Заполнив все полости фигур D  упруго-

пластической средой, образуем фигуры *
0 .D  Эти односвязные фигуры ограничены контурами 

 Потребуем выполнения включения * 1 0*.C C C= + +0 qq uC

** .0D D⊃
*

  (2) 

D  допустимые векторные поля ui V∈  со свойствами: Введем для областей 

  (3)  
1
qС

*( ) , 0, , ( ) 1.i u i i iu s s C div u x D s ds= ∈ = ∈ =

V

0, ( )q s u∫

Буква обозначает множество вектор-функций ограниченной деформации. Норма в этом про-
странстве такова [Дюво, Лионс, 1980]: 

 
*

1 2( ) ( ) , .i iV
D

dxu x u ddx dx x== Γ∫   (4) 

Здесь 2 1/2( ) (2 ( )) , / ), , , 1,2.Γ = + ∂ ∂ =m ij m ij j iu e u e x u x i j m

2 1/2 ( )ijf s

1 1, , ( /
3 2

ε δ ε ε ε ε= − = = ∂ ∂ij ij ii ij i ju  

Функция  отвечает поверхности нагружения Мизеса ( ) (2 ( ))m ij mu e uΓ = =  

 2 22 0.s k =ij= −

х  обозначаются внутренние точки области, координаты этих точек названы iхБуквой  
(i = 1, 2), буквой s  отмечены координаты контурных линий,  Для векторов 
и тензоров принята координатная запись: вектор u  имеет на плоскости две компоненты   
а в пространстве — три  По повторяющемуся индексу производится суммирование, 

1( ) ( ).i qq s L C∞∈

i 1

1 2 3, ,( ).u u u

11 22 1,

( ,u ),u2

δ= =  12 0.δδ = ij Девиатор напряжений обозначен как ,s  предел текучести материала на 
сдвиг равен  .k

*D  известен коэффициент предельной нагрузки   Пусть для области :λ

  (5) 
*D
∫inf ( ) .

i
iu

k uλ = Γ dx
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Нижняя грань вычисляется по допустимым векторным полям  Формула (5) — следствие ки-
нематической теоремы о предельной нагрузке для области 

.iu
*D  с условием текучести Мизеса 

[Качанов, 1969; Мосолов, Мясников, 1989]. Это же соотношение остается справедливым и для 
упругопластических тел [Панагитопулос, 1989, Найштут, 1993].  

Ставится задача: среди фигур, с заданным коэффициентом предельной нагрузки λ  и удов-
летворяющих условиям (1), (2), найти фигуру наименьшей площади (веса) 

 
*D

F dx= ∫  (6) 

так, чтобы общая длина всех контуров , включая отверстия ,  была минимальной, а число 
отверстий максимально. Иными словами: вначале выделяются все фигуры минимальной пло-
щади, удовлетворяющие условиям (1), (2). Затем среди них выбираются те, где минимально 
число  Наконец, определяется фигура, где число отверстий максимально. Другой вопрос та-
ков: оценить число отверстий в оптимальной фигуре.  

S D

.S

*

i

Требование (1) существенно, так как его отсутствие позволяет рассматривать фигуры D  
с бесконечным числом отверстий и бесконечной длиной всех контуров (например, канторово 
множество тонких разрезов). Условие (1) принято для того, чтобы исключить «патологию стра-
тифицированных множеств», как это сделано в проблеме Плато [Фоменко, 1982]. 

Столь же существенно условие (2). Если от него отказаться, то область *D  для прочных 
материалов становится близкой к одномерному стержню, в котором не может быть отверстий. 

3. Геометрия упругопластических тел минимального объема  
при большом значении коэффициента предельной нагрузки 

Основное допущение, при котором изучается задача, таково: в дополнение к условию (2) 
о том, что все варьируемые фигуры накрывают двумерную область *D  с контуром * ,

*

С  вводит-
ся предположение: число λ , вычисленное по формуле (5) для фигуры *,D

0с
*.

 принимает большое 
значение, а число  достаточно мало. Рассмотрим одну из возможностей создания минималь-
ной фигуры D  Нанесем на фрагмент * ,D

2 ,
 показанный на рис. 2, конечную координатную сет-

ку с такими размерами 1,x xΔ Δ  чтобы внутри каждого четырехугольника можно было образо-
вать отверстие при параметреλ 1 >λ . Эта операция выполнима при условии, что параметр  
достаточно мал, а 

0с
*.λ λ�  В самом деле, для любого λ′ λ>

2( ) 0,ijs= − =

.k k′ <

 каждый из четырехугольников, по-
казанных на рис. 2, в силу теоремы о предельной нагрузке может быть уравновешен напряже-
ниями, лежащими внутри поверхности нагружения с условием Мизеса  ко-
гда  Следовательно, внутри каждого четырехугольника можно образовать достаточно 
малое отверстие, и фигура  отмеченная более темной краской, является допустимой для 
последующего анализа. 

2 2k ′ijf s

*,D

*λ * *DDТак как число  для фигуры  велико, а для оптимальной фигуры  оно должно 
уменьшиться до значения * то переход от λ  к ,λ λ  сопровождается увеличением площади от-
верстий и уменьшением расстояний между ними 1 2, .m mδ δ  Наконец, если отношение  
стремится к бесконечности, расстояние между отверстиями стремится к нулю, и область 

*λ 0/ c
*D  

может быть отождествлена со стержневой системой, показанной на рис. 3. 
Таким образом, в рамках основного допущения двумерная поверхность заменяется систе-

мой одномерных линий (стержней, нитей, струн), которым в качестве физических параметров 
следует приписать длины  и толщины 1 ,S 2m mS 1 ,m 2 .mδ δ  В пределе  построенная сеть  *

0/ cλ →∞
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Рис. 2. Образование отверстий в фигуре *.D  Показан фрагмент возможной фигуры  с конечной сет-
кой координатных линий; 

*D

1 , 2x xΔ Δ  — шаг координатной сетки; 1 2,m mδ δ  — минимальные расстояния ме-

жду отверстиями в фигуре  *D

  
Рис. 3. Аппроксимация фигуры *D *D

.C *C , mS S , ,
 стержневой сеткой. Фрагмент координатной сетки фигуры  с грани-

цей  Линии  характеризуются длинами сторон четырехугольников  и толщинами 0 1 2m 1 2m mδ δ

*D

/ , / .

 
образуя конечный аналог каркаса Максвелла–Мичелла. Обозначения  определяют подобласть  

с граничным контуром C  внутри фигуры  
1 1,D C 1D

1

может быть интерпретирована как континуальное множество одномерных линий (стержней), 
обладающих плотностями 

1 1 2 2 2 1m mx xμ δ μ δ= Δ = Δ

div 0iu = 1 2, ,m mS S

*
0/ cλ →∞

*

 

Такую стержневую конструкцию принято называть континуумом (фермой) Максвелла–Ми-
челла [Баничук, 1986; Прагер, 1977]. Обратим внимание на то, что понятие плотности стержней 
в ферме Максвелла–Мичелла совпадает с понятием плотности силовых линий (напряженности) 
электромагнитного поля, введенным Фарадеем. 

Деформации во внутренних точках стержней, составляющих фермы Максвелла–Мичелла, 
можно изучать, если известно двумерное векторное поле, определенное в узлах сети. Чтобы 
удовлетворить условию  в точках, перпендикулярных к линиям  достаточно 
доопределить в этих точках произвольно выбираемое перемещение внутри отверстий. 

Следует отметить, что описанный выше процесс редукции исходной двумерной задачи 
к одномерной при  не является законченным математическим рассуждением, автор 
не располагает строгим доказательством этого результата. Подтверждением справедливости 
выводов служат многие факты, известные в биологии и медицине. Они описываются ниже, все-
ляя надежду, что возникшие математические проблемы могут быть преодолены. 

После сведения двумерной проблемы оптимизации к задаче о расчете фермы Максвелла–
Мичелла возникает следующий вопрос: можно ли из области D  удалить часть каркаса D1 та-
ким образом, чтобы не увеличивать общий объем конструкций? Ответ на этот вопрос содер-
жится в последующем изложении.  
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Рассмотрим в области *D  систему стержней С*. Построенная сеть занимает площадь 

 1 1 2 2( m m m m
m

F S Sδ δ= + ).∑  (7) 

Но для одномерных стержневых систем число λ  по формуле (5) равно 

 1 1 2 2( m m m m m
m

R S S ) .λ δ δ ε= +∑  (8) 

Здесь постоянная R — предел текучести материала на растяжение-сжатие, а mε  — относитель-
ное удлинение, отвечающее вектору скорости течения .  Оба выражения одновременно дости-
гают экстремальных значений, поэтому по лемме Фаркаша [Лоран, 1975] справедливо равен-
ство  

iu

 const.mε =

i

 (9) 

Следовательно, направления стержней в оптимальной по весу конструкции совпадают 
с главными направлениями деформаций вектора .u  При этом деформации в двух направлениях 
одинаковы по абсолютной величине: 

 1 2 .m mε ε ε  (10) = =

Возникает вопрос: можно ли удалить в стержневой системе часть элементов, не увеличи-
вая оптимальную площадь F? Если 1 2m mε ε= −  (сеть Мичелла), то в этой системе удлинение по 
любому направлению меньше по абсолютной величине, чем .ε  Поэтому в сети Мичелла нельзя 
образовать большие отверстия (максимум их площадь 0 0 ),F c  сохранив оптимальный объем. 
Другими словами, в сети Мичелла присутствуют только малые отверстия, отвечающие кон-
станте с0. Убедимся, что если 1 2m mε ε=  (сеть Максвелла), то «паутина» этой области может 
быть заменена одним контурным стержнем при условии, что плотности струн 1 2,μ μ

2 2, 0.x xμ δ= >

 удовле-
творяют условию  
  (11)  1 1 1/ 0m= Δ > 2Δ/mμ δ

Рассмотрим подробнее область D1 (рис. 4). Примем во внимание, что область D1 имеет ма-
лую площадь. Это позволяет считать координатную сетку ортогональной. 

  
Рис. 4. К анализу сети Максвелла. Координатная сетка в подобласти 1  Компоненты n.D ,q qτ  — состав-
ляющие погонной нагрузки вдоль нормали и касательной на границе области, ρ  — радиус кривизны 
в точке контура 
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Пусть контур С1 задан в координатах 1 2,x x  уравнениями 

 2 2
1 1 2 2 1 2( ), ( ), .2x x s x x s ds dx dx= = = +  (12) 

В произвольной точке контура спроектируем усилия от континуума Максвелла на нор-
маль n и касательную τ, обозначив радиус кривизны контура в этой точке буквой ρ. Для опре-
деления формы контура С1 и усилия в нем T имеем два уравнения равновесия:  

 
2 2

1 2 1
1 2 1 2, , , ( )n n

dx dx dx dxT Tq q q q 2 .
s ds ds ds dsτ τμ μ μ μ

ρ
∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (13) 

Исключив из первого уравнения усилие T и учитывая формулы для кривизны, 
3

1 ,
2 2 2 22

1 2 1 2 2
2 2, ,ρ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

dx dx dx d x dx d xA A B
B ds ds ds ds ds ds

 

запишем вместе с (12) уравнения, определяющие форму контура С1. 
Получающаяся система не вырождается при условии (11) и допускает непрерывное реше-

ние. Выбрав толщину кольца на отрезке с номером k — kδ  из равенства ,k kT Rδ=  видим, что 
площадь, занятая контуром С1, совпадает с площадью континуума Максвелла. Действительно, 
система, включающая контур С1 и континуум Максвелла, допускает деформацию равномерного 
растяжения-сжатия. А в силу принципа виртуальных мощностей получится 

 
1m С

R 1 1 2 2( ) .m m m m m k kS S R sδ δ ε δ ε+ = Δ∑ ∑

1 2,

 (14) 

В сочетании с (10) видно, что площадь кольца равна площади континуума Максвелла, по-
этому в этом случае оптимальная по весу фигура может иметь немалые отверстия.  

Существенно, что сеть с плотностями μ μ
,rA

 превращается в кольцо конечной площади 
порядка μρ= 1 2max( , ). где μ μ μ=

0,i

 Близкий результат имеет место при оптимальном проек-
тировании пластин с заданной частотой собственных колебаний [Лурье, Черкаев, 1981].  

Отметим, что условия (11) нельзя ослабить. Действительно, если в однонаправленном на-
пряженном состоянии какое-то из чисел μ =  то малые отверстия с площадями c0 (усло-
вие (1)) нельзя объединить, сделав отверстие большой площади. Поэтому в условиях чистого 
сдвига и одноосного растяжения (и большом коэффициенте запаса) оценка для числа n воз-
можных отверстий в области D* одинакова: 

01 / .n c≤  (15)  
*( )D *. — площадь фигуры F D  Для длины S  справедлива оценка  Здесь 

*
0) .S n D cπ≥ ��

*

2 (F    

Свойства сетей реализованы в живой природе в виде различных тканей. На рис. 5 пред-
ставлены микрофотографии костной ткани [Yuehuei, Kylie, 2010]. 

Условие (11) в природе практически нереализуемо из-за того, что нагрузка на суставы час-
то меняет направление. Поэтому оптимальные по расходу прочного материала кости состоят из 
тканей с большим количеством пустот. В геологии и инженерной практике сеть Максвелла 
также редко встречается. Можно отметить появление пещер в грунтах, испытывающих всесто-
роннее сжатие. Конструкции подводных лодок (всестороннее сжатие) или космических аппара-
тов (всестороннее растяжение) также относятся к этой категории.  

Аналог сети Максвелла–Мичелла можно построить и в трехмерном пространстве, как 
это наблюдается в конструкции губчатой кости (рис. 6) [Yuehuei, Kylie, 2010; Киченко, Тверье 
и др., 2008]. Действительно, двумерную область D1 (рис. 2, 3) следует заменить трехмерной фи-
гурой D  (рис. 7). 
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Рис. 5. Сеть костной ткани — аналог сети Мичелла 

  
Рис. 6. Трехмерные стержневые сети (аналоги сетей Максвелла–Мичелла),  наблюдаемые в губчатых 
костных тканях 

 
Рис. 7. Схема трехмерной стержневой системы Максвелла–Мичелла. Фигура  разбивается трехмерной 
сеткой на линии  располагающиеся в плоскостях, перпендикулярных осям 

*D
1 2 3, , ,b b b 1 2 3, , .x x x

1 2 3, , Π *D 3, , ,C C C

3, , b

 Пересече-

ние этих плоскостей Π Π  с границей области  порождает кривые (стержни)  которые 
в сети Максвелла могут заменить наборы стержней b b  

1 2

1 2
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В условии (1) надо заменить площадь свободной от материала ячейки iF  на объем полос-
ти ,  переписав его: iV

  (16) 0 0.≥iV c V

Переформулированная задача такова: среди фигур, c заданным коэффициентом предель-
ной нагрузки λ  и удовлетворяющих условию (16), найти фигуру наименьшего объема (веса) 

   
*

1 2 3,
D

V dx dx dx dx d= =∫ x

* *DF  всех областей так, чтобы общая поверхность  была минимальной, а число полостей мак-
симально. Как и в плоском случае принимаются основные допущения: имеет место включе-
ние (2), число λ * велико для фигуры * ,D 0c а  достаточно мало. И в пространственном случае 
оптимальная по весу фигура представляет собой континуальный набор одномерных стержней, 
расположенных в трех взаимно перпендикулярных направлениях главных деформаций. Для 
этого набора выполняется аналог условия (11): 

 1 2 1 .m m ьε ε ε ε= = =

im

 (17) 

Если числа ε  различаются по знаку, то образуется система Мичелла, и стержневой набор, 
расположенный внутри области, нельзя заменить системой стержней, расположенной на по-
верхности *.F  Если же все числа imε  одного знака, то образуется аналог континуума Максвел-
ла, для которого при дополнительном условии 

   (18) 1 1 2 3 2 2 3 1 3 3 1 2, / 0, / 0m m ma x x a x x a x xμ= Δ Δ = Δ Δ > = Δ Δ >

*.

/ 0μ μ>

можно заменить внутренние стержни элементами, находящимися на поверхности F  В фор-
муле (18) буквами  обозначаются площади стержней каждого из трех направлений. im

Чтобы убедиться в последнем утверждении, достаточно рассмотреть в произвольной точ-
ке M поверхности 

a

*F  наборы стержней b1, b2, b3, расположенные в плоскостях  
перпендикулярных осям координат (рис. 7). Если стержневой набор передает на поверхность 
нагрузку q (q1, q2, q3), то ее можно переразложить для каждой плоскости в виде 

 

1 2 3, , ,Π

1 1 2( / 2, / 2),p q q= 2 1 3( / 2, / 2),p q q

Π Π

3 3 2( / 2, / 2).p q q = =  Эта операция позволяет заменить 
стержневой набор в рассматриваемых плоскостях стержнями на контурных линиях  
без увеличения объема всей системы. 

1 2 3, ,С С С

Следовательно, и в трехмерном случае выполнение условия (18) позволяет конструировать 
полости в упругопластических телах. Вопрос о количестве полостей остается открытым. 

4. Заключение 

В статье рассмотрена задача о максимальном числе отверстий в упругопластическом теле 
минимального объема при заданном коэффициенте предельной нагрузки. Сформулированы 
дополнительные ограничения, отсутствие которых лишает проблему физического смысла. 
В предельном случае  задача сведена к анализу геометрии ферм Максвелла–
Мичелла. В результате этого анализа обнаружена аналогия между каркасами Максвелла–
Мичелла и строением некоторых природных тканей. 

*
0( / )cλ →∞

*
0/ .cλ →∞

Содержание работы позволяет поставить несколько общих математических проблем.  
Представляет интерес строгое доказательство основного предположения, сформулирован-

ного в начале § 3. Другой вопрос состоит в анализе задачи без ограничения  
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Много проблем возникает, если необходимо одновременно учесть ряд загружений, то есть 
когда одно условие (3) и соответствующее ему равенство (5) заменяются несколькими анало-
гичными соотношениями. Наконец, предстоит выяснить, как влияет гладкость граничных по-
верхностей на геометрию тел минимального объема.  

Решение перечисленных задач представляется важным не только в математическом плане, 
но и для понимания проблем прочности, возникающих в технике и биомеханике. 
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