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В случае повреждения сосуда или контакта плазмы крови с чужеродной поверхностью запускается
цепь химических реакций (каскад свертывания), ведущая к формированию кровяного сгустка (тромба),
основу которого составляют волокна фибрина. Ключевым компонентом каскада свертывания крови явля-
ется фермент тромбин, катализирующий образование фибрина из фибриногена. Распределение концен-
трации тромбина определяет пространственно-временную динамику формирования кровяного сгустка.
Контактный путь активации системы свертывания запускает реакцию образования тромбина в ответ на
контакт с отрицательно заряженной поверхностью. Если концентрация тромбина, произведенного на этом
этапе, достаточно велика, дальнейшее образование тромбина идет за счет положительных обратных свя-
зей каскада свертывания. В результате тромбин распространяется в плазме, что приводит к расщеплению
фибриногена и формированию тромба. Профиль концентрации и скорость распространения тромбина
в плазме постоянны и не зависят от того, как было активировано свертывание.

Подобное поведение системы свертывания хорошо описывается решениями типа бегущей волны
в системе уравнений «реакция – диффузия» на концентрации факторов крови, принимающих участие
в каскаде свертывания. В настоящей работе проводится подробный анализ математической модели, опи-
сывающей основные реакции каскада свертывания. Формулируются необходимые и достаточные условия
существования решений системы типа бегущей волны. Для рассмотренной модели существование таких
решений является эквивалентным существованию волновых решений упрощенной модели, полученной
с помощью квазистационарного приближения и состоящей из одного уравнения, описывающего динамику
концентрации тромбина.

Упрощенная модель также позволяет нам получить аналитические оценки скорости распространения
волны тромбина в рассматриваемых моделях. Скорость бегущей волны для одного уравнения была оцене-
на с использованием метода узкой зоны реакции и с помощью кусочно-линейного приближения. Получен-
ные формулы дают хорошее приближение скорости распространения волны тромбина как в упрощенной,
так и в исходной модели.
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In case of vessel wall damage or contact of blood plasma with a foreign surface, the chain of chemical
reactions called coagulation cascade is launched that leading to the formation of a fibrin clot. A key enzyme
of the coagulation cascade is thrombin, which catalyzes formation of fibrin from fibrinogen. The distribution of
thrombin concentration in blood plasma determines spatio-temporal dynamics of clot formation. Contact pathway
of blood coagulation triggers the production of thrombin in response to the contact with a negatively charged
surface. If the concentration of thrombin generated at this stage is large enough, further production of thrombin
takes place due to positive feedback loops of the coagulation cascade. As a result, thrombin propagates in plasma
cleaving fibrinogen that results in the clot formation. The concentration profile and the speed of propagation of
thrombin are constant and do not depend on the type of the initial activator.

Such behavior of the coagulation system is well described by the traveling wave solutions in a system of
“reaction – diffusion” equations on the concentration of blood factors involved in the coagulation cascade. In this
study, we carried out detailed analysis of the mathematical model describing the main reaction of the intrinsic
pathway of coagulation cascade. We formulate necessary and sufficient conditions of the existence of the traveling
wave solutions. For the considered model the existence of such solutions is equivalent to the existence of the
wave solutions in the simplified one-equation model describing the dynamics of thrombin concentration derived
under the quasi-stationary approximation.

Simplified model also allows us to obtain analytical estimate of the thrombin propagation rate in the
considered model. The speed of the traveling wave for one equation is estimated using the narrow reaction zone
method and piecewise linear approximation. The resulting formulas give a good approximation of the velocity
of propagation of thrombin in the simplified, as well as in the original model.
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Введение

Система свертывания крови является одной из важнейших защитных систем организма.
В случае повреждения стенки сосуда на поврежденном участке образуется кровяной сгусток
(тромб), препятствующий дальнейшей кровопотере. Основа кровяного сгустка, фибрин, образу-
ется на финальном этапе цепочки последовательных химических реакций, называемой каскадом
свертываемости крови [Butenas, Mann, 2001; Orfeo et al., 2005]. Водорастворимый мономерный
фибрин полимеризуется и образует длинные волокна, формирующие каркас тромба. Реакция об-
разования фибрина из фибриногена происходит под действием важнейшего фермента каскада
свертывания крови — тромбина. Таким образом, распределение концентрации тромбина в плаз-
ме крови определяет динамику формирования кровяного сгустка [Hemker, 1993; Hemker, Béguin,
1995; Butenas, Mann, 2001].

Образование тромбина может начаться либо в ответ на попадание тканевого фактора
в плазму крови при обнажении субэндотэдиального слоя (внешний путь активации свертыва-
ния крови), либо через активацию фактора XII в ответ на контакт с чужеродной отрицатель-
но заряженной поверхностью (контактный пусть активации свертывания крови) [Orfeo et al.,
2005; Orfeo et al., 2008; Gailani, Broze, 1991]. Оба пути ведут к активации фактора X, который,
в свою очередь, катализирует образование тромбина из протромбина. Если начальная концентра-
ция тромбина достаточно велика, дальнейшее его образование происходит за счет положитель-
ных обратных связей каскада свертывания (внутренний путь, рис. 1) [Orfeo et al., 2008; Orfeo
et al., 2005; Panteleev et al., 2006]. Тромбин катализирует активацию факторов XI [Gailani, Broze,
1991], V и VIII [Monkovic, Tracy, 1990], и их активированные формы (Va, VIIIa) увеличива-
ют каталитическую активность факторов Xa и IXa, образуя активные комплексы протромбиназы
и внутренней теназы соответственно [Butenas et al., 2004; Orfeo et al., 2005; Baugh, Krishnaswamy,
1996; Scandura, Walsh, 1996].

Для анализа режимов функционирования системы свертывания активно используется ма-
тематическое моделирование. По сравнению с реальным экспериментом теоретические модели
позволяют рассматривать более широкий спектр различных параметров и соответствующие им
режимы свертывания [Rukhlenko et al., 2015; Stortelder, Hemker, 1997; Leiderman, Fogelson, 2011;
Krasotkina et al., 2000; Ataullakhanov et al., 1998; Bouchnita et al., 2016; Zarnitsina et al., 2001].

Рис. 1. Основные реакции внутреннего пути каскада свертывания. Тромбин (IIa) активирует факторы V,
VIII, XI; факторы XIa и IXa активируют факторы IX и X соответственно; факторы VIIIa и Va образуют ак-
тивные комплексы с факторами IXa и Xa соответственно, которые, в свою очередь, увеличивают скорость
образования тромбина
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На сегодняшний день существует большое количество работ, посвященных как моделированию
кинетик реакций каскада свертываемости, так и анализу пространственно-временной динамики
роста тромба в неподвижной плазме и с учетом гидродинамики кровотока. С появлением новых
экспериментальных данных становится возможной разработка все более подробных моделей,
охватывающих большинство биохимических реакций, протекающих в плазме и учитывающих
роль форменных элементов в этих реакциях [Krasotkina et al., 2000; Dashkevich et al., 2012;
Panteleev et al., 2006; Ovasenov et al., 2005]. В то же время упрощенные качественные модели
основных реакций каскада свертываемости позволяют проводить строгий математический ана-
лиз моделей и делать выводы о глобальных свойствах системы [Zarnitsina et al., 1996a; Zarnitsina
et al., 2001; Ataullakhanov et al., 2002]. В процессе образования тромба концентрация тромби-
на в плазме крови распространяется с постоянной скоростью [Guria, Guria, 2015; Butenas et al.,
2004; Ataullakhanov et al., 1998; Tokarev et al., 2006; Dashkevich et al., 2012]. Такое поведение хо-
рошо описывается решениями типа бегущей волны в системе реакционно-диффузионных урав-
нений [Krasotkina et al., 2000; Tokarev et al., 2006; Dashkevich et al., 2012; Pogorelova, Lobanov,
2014; Zarnitsina et al., 2001; Zarnitsina et al., 1996b]. В нашей работе мы рассматриваем матема-
тическую модель основных реакций внутреннего пути каскада свертывания и приводим анализ
существования и устойчивости решений типа бегущей волны в этой системе.

При анализе модели особое внимание уделяется анализу скорости распространения бегу-
щей волны. Ранее эта величина была определена в вычислительном эксперименте [Tokarev et al.,
2006; Zarnitsina et al., 1996b; Tokarev et al., 2006] либо с использованием комбинации аналити-
ческих и численных методов [Pogorelova, Lobanov, 2014]. В настоящей работе мы предлагаем
альтернативный подход и получаем аналитические оценки скорости распространения тромбина
в нашей модели.

Математическая модель

Рассмотрим упрощенную модель каскада свертываемости крови (рис. 1):

∂T
∂t
= DΔT +

(
k2U10 + k2

k510

h510
U10U5

) (
1 − T

T0

)
− h2T,

∂U5

∂t
= DΔU5 + k5T − h5U5,

∂U8

∂t
= DΔU8 + k8T − h8U8,

∂U9

∂t
= DΔU9 + k9U11 − h9U9,

∂U10

∂t
= DΔU10 + k10U9 + k10

k89

h89
U9U8 − h10U10,

∂U11

∂t
= DΔU11 + k11T − h11U11.

(1)

T , Ui обозначают концентрации тромбина и i-го активированного фактора соответственно,
T0 обозначает начальную концентрацию протромбина в плазме. Первый член каждого уравнения
описывает диффузию соответствующего фермента в плазме крови, остальные члены описывают
реакции активации и ингибирования. Полагается, что концентрации неактивированных факто-
ров находятся в избытке, и реакции активации описываются реакциями квазипервого порядка
с константами ki, ki. Также мы предполагаем, что концентрации плазменных ингибиторов до-
статочно велики и скорости ингибирования постоянны и равны hi. Концентрации комплексов
внутренней теназы и протромбиназы приняты равными их квазиравновесным концентрациям:
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k89

h89
U9U8 и

k510

h510
U10U5 соответственно. Данная модель получена из ранее опубликованной моде-

ли [Zarnitsina et al., 1996a], показавшей хорошее соответствие с экспериментальными данными.
В нашей модели мы рассматриваем одномерный случай: контактная активация каскада

свертывания происходит на левой границе домена, запуская образование тромбина и распро-
странение волны слева направо. В качестве начальных условий мы принимаем концентрации
активированных факторов положительными вблизи контактной поверхности и равными нулю
на остальной оси. Образование фактора XI в результате активации фактора XII учитывается
постоянным потоком фактора XI на левой границе домена, на правой границе мы полагаем по-
ток всех факторов равным нулю. Решения типа бегущей волны для такой системы имеют вид,
приведенный на рис. 2.

Рис. 2. Распространение волны тромбина в модели (1). Профили концентрации изображены с интерва-
лом в 2 мин, скорость распространения волны равна ∼ 0.05 мм/мин. Параметры расчетов приведены
в таблице 1

Таблица 1. Параметры расчетов в модели (1)
Параметр Значение Ед. изм. Источник

k11 0.000011 мин−1 [Gailani, Broze, 1991]
h11 0.5 мин−1 [Scott et al., 1982]
k10 0.00033 мин−1 [Van Dieijen et al., 1981]
k10 500 мин−1 [Van Dieijen et al., 1981]
h10 1 мин−1 [Jesty, 1986]
k9 20 мин−1 [Ataullakhanov et al., 1994]
h9 0.2 мин−1 [Rosenberg, Mckenna, 1975]
k89 100 нM−1мин−1 [Zarnitsina et al., 1996a]
h89 100 мин−1 [Zarnitsina et al., 1996a]
k8 0.00001 мин−1 [Zarnitsina et al., 1996a]
h8 0.31 мин−1 [Neuenschwander, Jesty, 1992]
k5 0.17 мин−1 [Zarnitsina et al., 1996a]
h5 0.31 мин−1 [Zarnitsina et al., 1996a]

k510 100 нM−1мин−1 [Zarnitsina et al., 1996a]
h510 100 мин−1 [Zarnitsina et al., 1996a]
k2 2.45 мин−1 [Rosing et al., 1980]
k2 2000 мин−1 [Rosing et al., 1980]
h2 1.45 мин−1 [Hockin et al., 2002]
D 0.0037 мм2мин−1 [Zarnitsina et al., 1996a]
T0 1400 нM [Butenas, Mann, 2001]
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Существование и устойчивость решений типа бегущей волны

Введем обозначение: u = (T,U5,U8,U9,U10,U11). Тогда система (1) может быть переписана
в векторной форме:

∂u
∂t
= DΔu + F(u), (2)

где F = (F1, ..., F6) — вектор реакций правой части (1). Решением типа бегущий волны для такой
системы является решение вида

u(x, t) = w(x − ct), w(−∞) = u−, w(+∞) = 0,

где c — скорость распространения волны. Такое решение удовлетворяет системе

Dw′′ + cw + F(w) = 0.

Заметим, что для системы (1) выполнено

∂Fi

∂uj
≥ 0 ∀i � j.

Системы, удовлетворяющие этому свойству, называются монотонными и обладают рядом
свойств, выполненных в случае скалярного уравнения, в том числе принципу максимума. Это
позволяет доказывать существование и устойчивость решений вида бегущей волны для моно-
тонных систем, а также выводить оценки скорости распространения волны [Volpert, 2014]. Для
того чтобы применить эти результаты к рассматриваемой системе, описывающей распростра-
нение тромбина в плазме крови, проанализируем существование и устойчивость стационарных
точек системы (1).

Стационарные точки кинетической системы

Рассмотрим точечную систему, соответствующую системе (1):

du
dt
= F(u). (3)

Ее стационарные точки задаются следующими отношениями:

U5 =
k5

h5
T, U8 =

k8

h8
T, U11 =

k11

h11
T, U9 =

k9k11

h9h11
T, (4)

U10 =
k9k11

h10h9h11

(
k10T + k10

k89

h89
T 2

)
, (5)

где T — корень полинома P(T ) = aT 4 + bT 3 + cT 2 + dT ,

a =
k10k89k8k2k5k510k9k11

h89h8h5h10h510h9h11
, d = −k2k10k9k11

h9h11h10
+ h2T0,

b = −k10k89k8k2k5k510k9k11

h89h8h5h10h510h9h11
T0 +

k10k2k5k510k9k11

h5h10h510h9h11
+

k2k10k89k8k9k11

h89h8h9h11
,

c = −k10k2k5k510k9k11

h5h10h510h9h11
T0 +

k2k10k9k11

h9h11
− k2k89k8k9k11

h89h8h9h11h10
T0.
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Таким образом, неподвижные точки системы (3) могут быть найдены через неподвижные точ-
ки T ∗ уравнения

dT
dt
= −P(T ) (6)

и отношения (4), (5).
Определим количество положительных корней полинома P(T ). Положим P(T ) = TQ(T ),

где Q(T ) = aT 3 + bT 2 + cT + d. Количество положительных корней P(T ) совпадает с количеством
положительных корней Q(T ). Рассмотрим Q′(T ) = 3aT2+2bT+c. Если Q′(T ) отлична от нуля для
любых T , то Q(T ) возрастает и имеет один положительный корень тогда и только тогда, когда
Q(0) < 0. В противном случае обозначим T1, T2 отличные от нуля решения уравнения Q′(T ) = 0:
T1,2 = (−b ± √b2 − 3ac)/(3a). Полином Q(T ) имеет один положительный корень в одном из
случаев:

• T1 ≤ 0, Q(0) < 0,

• 0 ≤ T1 < T2, Q(0) < 0 и Q(T1) > 0, Q(T2) > 0 или Q(T1) < 0,

• Q(0) > 0, Q(T1) > 0, Q(T2) = 0,

и имеет имеет два положительных корня, если 0 < T2, Q(0) > 0, Q(T2) < 0 или Q(0) < 0,
Q(T2) = 0. Устойчивость особых точек системы (3) может быть определена из устойчивости
соответствующих стационарных точек уравнения (6). Выполняется следующая теорема.

Теорема 1. Существует взаимно однозначное соответствие между стационарными ре-
шениями системы (1) u∗ = (T ∗,U∗5, U

∗
8,U

∗
9,U

∗
10,U

∗
11) и стационарными точками T ∗ уравнения (6),

определяемое отношениями (4), (5). Главное собственное значение матрицы F′(u∗) положитель-
но (отрицательно) тогда и только тогда, когда P′(T ∗) < 0 (P′(T ∗) > 0).

Доказательство.
Вместе с системой (3) рассмотрим систему

du
dt
= Fτ(u), (7)

зависящую от параметра τ ∈ [0, 1]. Система (7) совпадает с системой (3) для всех уравнений,
кроме первого, которое в (7) имеет следующую форму:

dT
dt
= (τU10 + (1 − τ)ϕ10(T ))

(
k2 + k2

k510

h510
(τU5 + (1 − τ)ϕ5(T ))

) (
1 − T

T0

)
− h2T,

где функции ϕi(T ) заданы следующими выражениями:

ϕ11(T ) =
k11

h11
T, ϕ9(T ) =

k9k11

h9h11
T, ϕ5(T ) =

k5

h5
T, ϕ8(T ) =

k8

h8
T,

ϕ10(T ) =
k9k11

h10h9h11

(
k10T + k10

k89

h89
T 2

)
.

Ui, i = 5, 8, 9, 10, 11, могут быть выражены как функции T из соответствующих уравнений (3),
и, с другой стороны, из (7) следует: Ui = ϕi(T ). Таким образом, решения системы Fτ(T ) = 0
находятся во взаимно однозначном соответствии с решениями системы F(T ) = 0, и системы (3)
и (7) имеют одни и те же стационарные решения. Для τ = 1 обе системы совпадают. Для τ = 0
первое уравнение (7) зависит только от переменной T .

Прямой проверкой можно показать, что det F′τ(u∗) = 0 тогда и только тогда, когда
det F′(u∗) = 0 для τ ∈ [0, 1]. Предположим, что det F′(u∗) � 0. Тогда главное собственное значение
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матрицы F′τ, которое является действительным и простым, не меняет знак при изменении τ

от 0 к 1. Таким образом, знак главного собственного значения матрицы F′(u∗) совпадает со
знаком главного собственного значения матрицы F′0(u∗). Последняя имеет вид

F′0(u∗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

T U5 U8 U11 U9 U10

T −P′(T ∗) 0 0 0 0 0
U5 k5 −h5 0 0 0 0
U8 k8 0 −h8 0 0 0
U11 k11 0 0 −h11 0 0
U9 0 0 0 k9 −h9 0

U10 0 0 k10
k89

h89
U∗9 0 k10 + k10

k89

h89
U∗8 −h10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Главное собственное значение этой матрицы положительно, если P′(T ∗) < 0, и отрицательно
в противном случае. Теорема доказана.

Сформулируем два основных результата о существовании и устойчивости стационар-
ных точек кинетической системы (3). Система (3) всегда имеет нулевое стационарное состоя-
ние u∗ = 0. Она имеет одно (два) положительное стационарное состояние тогда и только тогда,
когда полином P(T ) имеет один (два) положительный корень. Положительная особая точка u∗
устойчива тогда и только тогда, когда P′(T ∗) > 0.

Существование и устойчивость волновых решений

Сформулируем теорему о существовании решений типа бегущей волны для системы (1).

Теорема 2. Предположим, что P(T ∗) = 0 для некоторого T ∗ > 0 и P′(0) � 0, P′(T ∗) � 0.
Пусть u∗ = (T ∗,U∗5, U∗8,U

∗
9,U

∗
10,U

∗
11) — соответствующая стационарная точка (3), заданная

отношенями (4), (5).

• Одноустойчивый случай. Если не существует иных положительных корней полинома P(T ),
то система (1) обладает монотонно убывающими решениями типа бегущей волны
u(x, t) = w(x − ct) с пределами на бесконечности w(+∞) = 0,w(−∞) = u∗ для всех значений
скорости c больше или равной минимальной скорости c0.

• Двуустойчивый случай. Если существует положительный корень полинома P(T ) в интер-
вале 0 < T < T ∗, то система (1) обладает монотонно убывающими решениями типа
бегущей волны u(x, t) = w(x − ct) с пределами на бесконечности w(+∞) = 0,w(−∞) = u∗ для
единственного значения скорости c.

Доказательство теоремы 2 следует из общих результатов о существовании решений типа
бегущей волны в монотонных системах уравнений [Volpert, 2014; Volpert et al., 1994]. Заме-
тим, что условия устойчивости стационарных точек следуют из предположений теоремы 2 и из
теоремы 1. P′(T ∗) > 0 в обоих случаях, так как T ∗ является максимальным корнем полинома, воз-
растающего на бесконечности. P′(0) отрицательна, если не существует других корней между 0
и T ∗, и положительна в противном случае.

Монотонные решения типа бегущей волны для монотонных систем являются асимптоти-
чески устойчивыми [Volpert, 2014; Volpert et al., 1994], откуда следует глобальная устойчивость
таких решений в двуустойчивом случае. В одноустойчивом случае решения типа бегущей волны
глобально устойчивы для минимальной скорости c0 и устойчивы относительно малых возмуще-
ний во взвешенной норме для c > c0 [Volpert et al., 1994].
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Заметим также, что с точки зрения моделирования двуустойчивый случай лучше описыва-
ет поведение рассматриваемой системы. В самом деле, система (1) описывает распространение
тромбина в плазме крови с последующим образованием кровяного сгустка. В такой системе
сходимость к решению бегущей волны имеет место только в том случае, если начальные кон-
центрации факторов в крови превышает некоторый критический уровень, в противном случае
рост тромба не происходит из-за действия плазменных ингибиторов. Такая зависимость от на-
чальных условий, как и устойчивость нулевого решения системы, соответствует двуустойчивому
случаю. В одноустойчивом случае, напротив, любое малое возмущение приводило бы к реше-
нию, сходящемуся к бегущей волне. С точки зрения функционирования системы свертывания
крови одноустойчивый случай соответствует спонтанному образованию сгустков во всем ор-
ганизме.

Наконец, отметим, что в теореме 2 мы рассматриваем только случаи одного и двух положи-
тельных корней полинома. Если P(T ) имеет три положительных корня, система (1) будет одно-
устойчивой с устойчивой промежуточной стационарной точкой. Этот случай интересен с точки
зрения существования и устойчивости решений типа бегущей волны, однако он хуже подходит
для моделирования свертывания крови, и мы не будем рассматривать его в данной работе.

Скорость распространения волны

Скорость распространения бегущей волны в системе (1) соответствует скорости роста кро-
вяного сгустка и является одним из важнейших параметров системы. В данном разделе мы при-
водим аналитические оценки скорости распространения тромбина в системе (1) через редукцию
системы к одному уравнению.

Редукция системы

Для упрощения изложения рассмотрим метод редукции на примере двух уравнений:

u′′ + cu′ + f (u, v) = 0, (8)

v′′ + cv′ +
1
ε

(au − bv) = 0, (9)

где ε — малый параметр,
∂ f
∂v

> 0 и система (8)–(9) двуустойчива. Умножив второе уравнение на ε

и перейдя к пределу при ε→ 0, получим v =
a
b

u и перепишем первое уравнение в виде

u′′ + cu′ + f
(
u,

a
b

u
)
= 0. (10)

Заметим, что значения скорости c = cε в системе (8)–(9) и c = c0 в уравнении (10) неизвестны
и, вообще говоря, отличны. Ниже мы покажем, что cε → c0 для ε→ 0.

Теорема 3. Скорость распространения решения типа бегущей волны в системе (8)–(9)
стремится к скорости распространения решения типа бегущей волны в уравнении (10) при
ε→ 0.

Доказательство.
Для двуустойчивого случая системы (8)–(9) мы имеем следующие минимаксные оцен-

ки [Volpert et al., 1994]:

min
(
inf

x
S 1(ρ), inf

x
S 2(ρ)

)
≤ c ≤ max

(
sup

x
S 1(ρ), sup

x
S 2(ρ)

)
, (11)
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где

S 1(ρ) =
ρ′′1 + f (ρ1, ρ2)

−ρ′1
, S 2(ρ) =

ρ′′2 + (aρ1 − bρ2)/ε

−ρ′2
,

ρ = (ρ1, ρ2) — некоторая пробная функция, непрерывная со своими вторыми производными,
монотонно убывающая (покомпонентно) и имеющая пределы на бесконечности ρ(+∞) = 0,
ρ(−∞) = u∗.

Рассмотрим следующие пробные функции:

ρ1 = u0, ρ2 =
a
b

u0 − ε f
(
u0,

a
b

u0

) a

b2
, (12)

где u0 — решение (10). Отбросив члены второго порядка по ε, получаем

S 1(ρ) = c0 + εϕ(x), ϕ(x) =
a

b2u′0
fv

(
u0,

a
b

u0

)
f
(
u0,

a
b

u0

)
, (13)

где c0 — значение скорости в (10). Далее,

S 2(ρ) = c0 + εψ(x), ψ(x) =
c0

bu′0

(
f
(
u0,

a
b

u0

))′
+

1
bu′0

(
f
(
u0,

a
b

u0

))′′
. (14)

Таким образом, из (13), (14) мы получаем следующую оценку:

c0 + εmax
{
min

x
ϕ,min

x
ψ
}
≤ c ≤ c0 + εmin

{
max

x
ϕ,max

x
ψ
}
, (15)

где c0 — скорость распространения бегущей волны для (10), функции ϕ(x), ψ(x) ограничены.
Доказательство теоремы 3 следует из этой оценки.

Упрощенная модель

Вывод упрощенной модели

Если скорости реакций для переменных U9, U10, U5 и U8 в системе (1) достаточно велики, то
эти уравнения могут быть заменены соответствующими алгебраическими выражениями:

U5 =
k5

h5
T, U8 =

k8

h8
T, U9 =

k9

h9
U11, U10 = U11

k9

h9h10

⎛⎜⎜⎜⎜⎝k10 +
k10k89

h89

k8

h8
T

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
Тогда вместо системы (1) мы получаем следующую систему уравнений:

∂T
∂t
= DΔT + U11

k9

h9h10

⎛⎜⎜⎜⎜⎝k10 +
k10k89

h89

k8

h8
T

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝k2 +

k2k510

h510

k5

h5
T

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(
1 − T

T0

)
− h2T,

∂U11

∂t
= DΔU11 + k11T − h11U11.

(16)

Тем же способом мы можем редуцировать эту систему к одному уравнению:

∂T
∂t
= DΔT +

k9k11

h9h10h11
T

⎛⎜⎜⎜⎜⎝k10 +
k10k89

h89

k8

h8
T

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝k2 +

k2k510

h510

k5

h5
T

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(
1 − T

T0

)
− h2T. (17)

Редукция системы к системе (16) была ранее использована при исследовании модели свертыва-
емости крови [Zarnitsina et al., 2001]. Решения типа бегущей волны имеют схожую скорость во
всех трех моделях (рис. 3). Модель (16) дает более точное приближение модели (1), чем одно
уравнение (17). Однако зависимость значения скорости волны от параметров для всех трех мо-
делей похожа, и, учитывая сложность исходной модели (1), мы будем рассматривать модель (17)
как допустимое приближение. Для модели, состоящей из одного уравнения, мы можем получить
аналитические оценки скорости распространения бегущей волны.
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Рис. 3. Скорость распространения волны тромбина при разных значениях D (слева) и k9 (справа). Сплош-
ная линия: модель (1); пунктир: модель (16); штрихпунктир: модель (17). Параметры расчетов приведены
в таблице 1

Безразмерная модель

В безразмерных переменных

T = T0u, t =
t̃

h2
, D = D̃h2 (18)

модель (17) принимает вид

∂u
∂t̃
= D̃Δu + M1u (1 + M2u) (1 + M3u) (1 − u) − u, (19)

где

M1 =
k2k9k10k11

h2h9h10
, M2 =

k8k89k10

k10h8h89
T0, M3 =

k2k5k510

k2h5h510
T0.

Заметим, что скорости активации протромбина и фактора X комплексом протромбиназы и ком-
плексом внутренней теназы соответственно существенно выше, чем скорости активации этих
факторов фактором X и фактором IX соответственно [Hockin et al., 2002]. Таким образом, мы
можем пренебречь соответствующими слагаемыми в правой части и записать окончательно урав-
нение:

∂u1

∂t̃
= D̃Δu1 + bu3

1 (1 − u1) − u1, (20)

где
b = M1M2M3. (21)

Аналитическая оценка скорости бегущей волны для одного уравнения

Уравнение (20) может быть переписано в более общей форме:

∂u
∂t
= DΔu + bun (1 − u) − σu. (22)

Решение типа бегущей волны уравнения (22) удовлетворяет уравнению

Dw′′ + cw′ + bwn(1 − w) − σw = 0. (23)

Ниже мы рассмотрим два способа аналитической оценки скорости решения уравнения (23).
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Метод узкой зоны реакции

Одним из методов оценки скорости распространения решения типа бегущей волны в уравне-
нии типа «реакция – диффузия» является метод узкой зоны реакции, разработанный в теории
горения [Zeldovich, Frank-Kamenetskii, 1938]. Перепишем уравнение (23) в виде

Dw′′ + cw′ + F(w) − σw = 0, F(w) = wn(1 − w). (24)

Предположим, что реакция происходит в единственной точке пространства: x = 0 в координатах
фронта волны. Тогда вне зоны реакции можно рассмотреть следующие линейные уравнения:{

Dw′′ + c1w′ − σw = 0, x > 0,
Dw′′ + c1w′ = 0, x < 0.

(25)

Запишем условия перехода в зоне реакции. В зоне реакции мы можем пренебречь значением w′,
так как оно мало в сравнении с остальными членами:

Dw′′ + F(w) = 0. (26)

Домножая (26) на w′ и интегрируя по зоне реакции, получим следующие условия перехода:

(w′(+0))2 − (w′(−0))2 =
2
D

w∗∫
0

F(w)dw, (27)

которые должны быть дополнены условием непрерывности решения: w(+0) = w(−0).
Решая (25), мы имеем

w =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
w∗, x < 0,

w∗ exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝−c − √c2 + 4Dσ
2D

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, x > 0.
(28)

Тогда, используя (27) и (28), мы получаем следующее уравнение на скорость бегущей волны:

c1
2 + c1

√
c1

2 + 4Dσ + 2Dσ = A, A =
4D

w2∗

w∗∫
0

F(w)dw. (29)

Таким образом,

c1 =
A − 2Dσ√

2A
, A = 4bD

(
wn−1∗
n + 1

− wn∗
n + 2

)
. (30)

Формула (30) дает хорошее приближение численной скорости распространения волны для n ≥ 3.
Точность приближения тем выше, чем больше значение n (рис. 4). Можно показать, что полу-
ченная формула дает оценку снизу [Galochkina et al., 2016].

Кусочно-линейное приближение

Перепишем уравнение (24) в виде

Dw′′ + cw′ + f (w) = 0,

где f (w) = wn(1 − w) − σw и f (0) = f (w∗) = 0. И рассмотрим следующее приближение этого
уравнения:

Dw′′ + c2w′ + f0(w) = 0, (31)
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Рис. 4. Отношение аналитически полученных оценок и численной скорости распространения волны тром-

бина для разных значений n; σ = 0.01, D = 2, b = 10. Сплошная линия —
c
c1

, пунктир —
c
c2

где

f0(w) =

{
αw, 0 < w < w0,

β(w − w∗), w0 < w < w∗,
(32)

и
α = f ′(0), β = f ′(w∗). (33)

Для уравнения (22) мы имеем

α = −σ, β = bnwn−1∗ − b(n + 1)wn∗ − σ. (34)

Значение w0 может быть получено из дополнительного условия:

w∗∫
0

f (w) dw =

w∗∫
0

f0(w) dw. (35)

Таким образом, мы получаем следующее уравнение относительно w0:

α − β
2

w2
0 + βw∗w0 + r = 0, (36)

где

r = −βw2∗ −
w∗∫

0

f (w) dw. (37)

Для явного вида рассматриваемой функции f (w) мы имеем

r = bwn+1∗

(
−n

2
− b

n + 1

)
+ bwn+2∗

(
n + 1

2
+

1
n + 2

)
+ σw2∗. (38)

Из (36) получаем

w0 =
−βw∗ +

√
β2w2∗ − 2(α − β)r
α − β . (39)
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Таким образом, вместо (31) мы рассматриваем следующие уравнения:{
Dw′′ + cw′ + β(w − w∗) = 0, x < 0,
Dw′′ + cw′ + αw = 0, x > 0,

(40)

и дополнительные условия на непрерывность решения и его первой производной:

w(0) = w0, w′(−0) = w′(+0).

Мы получаем решение в явном виде:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w = (w0 − w∗) exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝x

√
c2

2 − 4βD − c2

2D

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + w∗, x < 0,

w = w0 exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝x
−

√
c2

2 − 4αD − c2

2D

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, x > 0.

(41)

Из условия непрерывности решения и его производной получаем окончательную формулу:

c2 =

√
D(αw̄2 − β)√

(w̄ − 1)(αw̄2 − βw̄)
, w̄ =

w0

w0 − w∗
. (42)

Данная формула дает хорошее приближение скорости распространения бегущей волны в урав-
нении (24) (рис. 4).

Сравнение аналитической оценки с результатами вычислений для системы (1)

Возвращаясь к исходной системе (1), из (21) мы получаем

b =
k9k11k10k8k89k2k5k510T 2

0

h9h10h11h8h89h5h510
, (43)

T =
T∗

T∗ − T0
,

T∗ =
−3bT2

0 + 4bT4
0 + h2

4bT2
0 − 3bT0

+

√(
3bT2

0 − 4bT3
0 − h2

)2 − 2b(4T0 − 3)T2
0

(
− 3

2bT 2
0 − b2

4 T 2
0 +

11
5 bT 3

0 + h2

)
4bT2

0 − 3bT0
.

(44)

И оценки (30) и (42) принимают вид

c1 =
√

D
bT 2

0 −
4
5

bT 3
0 − 2h2√

2

(
bT 2

0 −
4
5

bT 3
0

) , (45)

c2 =

√
D

(
−3bT0

2 − h2T + 4bT 3
0 − h2

)
√

(T0 − 1) T
(
−h2T − 3bT 2

0 + 4bT3
0 + h2

) . (46)

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Математическое моделирование распространения . . . 483

Рис. 5. Скорость распространения волны тромбина при разных значениях D (слева) и k9 (справа). Сплош-
ная линия: модель (1); пунктир: метод узкой зоны реакции; штрихпунктир: кусочно-линейное приближе-
ние. Параметры расчетов приведены в таблице 1

Полученные аналитические оценки можно сравнить с численно найденной скоростью рас-
пространения тромбина в модели (1) (рис. 5). Как было показано выше, скорость распростране-
ния бегущей волны в модели, состоящей из одного уравнения, выше, чем скорость распростра-
нения тромбина в модели (1). Аналитические оценки скорости для одного уравнения, в свою
очередь, дают приближение снизу (рис. 4). В результате аналитические оценки скорости для од-
ного уравнения дают лучшее приближение скорости распространения волны в системе (1), чем
численная скорость волны в уравнении (20). Более того, из двух аналитических оценок оценка,
полученная методом узкой зоны реакции, дает значение скорости ближе к результатам модели-
рования в модели (1), чем кусочно-линейное приближение.

Обсуждение

Пространственно-временная динамика роста кровяного сгустка является одним из важней-
ших параметров функционирования системы свертывания крови. Ключевой стадией процесса
формирования тромба является образование тромбина за счет ферметативных реакций каскада
свертывания. Распространение волны концентрации тромбина в плазме происходит с постоян-
ной скоростью и может быть смоделировано как решение типа бегущей волны системы урав-
нений «реакция – диффузия» на концентрации факторов крови. В данной работе мы рассмотре-
ли такую модель и получили условия существования и устойчивости решений типа бегущей
волны.

Несмотря на общий характер методов, используемых в данной работе, предложенные под-
ходы налагают некоторые ограничения. В нашей модели мы рассматривали только часть каскада
свертываемости, а именно внутренний путь, не принимая во внимание ни начальный этап ак-
тивации свертывания, ни роль активированного протеина С. Ингибирование факторов V и VIII
протеином С происходит только в непосредственной близости от неповрежденной стенки сосуда
после его активации комплексом тромбина и тромбомодулина и, таким образом, непосредствен-
но не влияет на распространение тромбина на удалении от стенки сосуда [Anand et al., 2008],
и мы пренебрегаем этим эффектом в нашей модели. При таких допущениях рассматриваемая
модель является монотонной, что позволяет нам исследовать существование и свойства его ре-
шений типа бегущей волны.
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Наиболее важным параметром, определяющим динамику роста сгустка, является скорость
распространения волны концентрации тромбина или (с точки зрения математической модели)
скорость распространения реакционно-диффузионной волны. В данной работе мы получили
аналитическую оценку скорости распространения бегущей волны в модели свертывания кро-
ви. Для этого мы свели систему уравнений к одному уравнению на концентрацию тромбина,
а затем определили скорость распространения бегущей волны для этого уравнения. Исполь-
зованный метод редукции системы основан на минимаксном представлении скорости бегущей
волны, применимом для монотонных систем типа «реакция – диффузия». Упрощенная модель,
состоящая из одного уравнения, дает скорость распространения волны выше скорости волны,
наблюдаемой в исходной системе. Тем не менее аналитические оценки, полученные для упро-
щенной модели, ограничивая скорость снизу, дают хорошее приближение численной скорости
распространения тромбина в исходной модели.

В то время как природа начального стимула не влияет на скорость распространения волны
тромбина в плазме [Orfeo et al., 2005; Orfeo et al., 2008; Tokarev et al., 2006], количество тромби-
на, образовавшегося на начальном этапе, определяет, начнется ли дальнейший рост тромба или
образование сгустка будет предотвращено за счет действия плазменных ингибиторов. С точки
зрения модельной системы оценка критического начального значения концентрации тромбина,
достаточной для начала роста тромба, может быть получена через решения типа «пульс для
соответствующей стационарной системы». Существование таких решений в рассмотренной ма-
тематической модели будет показано в нашей следующей работе.

Описанные подходы для анализа системы и оценки скорости распространения решений
типа бегущей волны могут быть применены к других моделям каскадов реакций. Аналитиче-
ские оценки скорости распространения фронта реакции предоставляют важную информацию
о поведении системы и могут быть использованы при верификации модельных результатов.
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