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Статья носит методический характер и посвящена решению трех классических уравнений матема-
тической физики (Лапласа, диффузии и волнового) простейшими численными схемами в формулировке 
клеточных автоматов (КА). Особое внимание уделяется законам сохранения вещества и неприятному 
эффекту избыточной гексагональной симметрии (ИГС). 

Делается вывод о том, что по сравнению с классическими конечно-разностными методами, хотя ло-
кальная функция перехода (ЛФП) КА терминологически эквивалентна шаблону вычислительной двух-
слоевой явной схемы, различие состоит в замене матричных (direct) методов (например, метода прогонки 
для трехдиагональной матрицы) итерационными. Из этого следуют более жесткие требования к дискре-
тизации условий для граничных КА-ячеек.  

Для гексагональной сетки и консервативных граничных условий записана корректная ЛФП для 
граничных ячеек, справедливая, по крайней мере, для границ прямоугольной и круговой формы. Пред-
ложена идея разделения ЛФП на internal, boundary и postfix. На примере этой задачи заново осмыслено 
значение числа Куранта–Леви как соотношения скорости сходимости КА к решению задачи, данному на 
фиксированный момент времени, и скорости изменения самого решения в динамике.  
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The paper has methodical character; it is devoted to three classic partial differential equations (Laplace, 
Diffusion and Wave) solution using simple numerical methods in terms of Cellular Automata. Special attention 
was payed to the matter conservation law and the offensive effect of excessive hexagonal symmetry. 

It has been shown that in contrary to finite-difference approach, in spite of terminological equivalence of 
CA local transition function to the pattern of computing double layer explicit method, CA approach contains the 
replacement of matrix technique by iterative ones (for instance, sweep method for three diagonal matrixes). This 
suggests that discretization of boundary conditions for CA-cells needs more rigid conditions.  

The correct local transition function (LTF) of the boundary cells, which is valid at least for the boundaries 
of the rectangular and circular shapes have been firstly proposed and empirically given for the hexagonal grid 
and the conservative boundary conditions. The idea of LTF separation into «internal», «boundary» and «postfix» 
have been proposed. By the example of this problem the value of the Courant-Levy constant was re-evaluated as 
the CA convergence speed ratio to the solution, which is given at a fixed time, and to the rate of the solution 
change over time. 
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С развитием нанотехнологий появилась потребность моделировать такие физические объ-
екты, которые включают в себя элементы гексагональной симметрии [Ефимов, 2005], т. е. име-
ют ось симметрии 6-го порядка. Примерами могут служить графеновый лист, самоорганизация 
в ячейки Бенара (даже в геологических объектах [Сунгатуллин, Кадыров, 2012]), фрагменты 
карты активности нейронов головного мозга [Mathis et al., 2015], волны Фарадея [Perinet et al., 
2006], оптоволокно со сложной микроструктурой [Zamani-Aghaie et al., 2010], антенна для элек-
тромагнитных волн в форме ковра шестиугольников [Agraval, 2013]. В частности, графическое 
изображение может не только моделироваться гексагональными пикселами, но и проектиро-
ваться таковым [Allen, 2003; Jiang, 2008]. 

Для численного моделирования таких объектов естественно применять гексагональную 
сетку (ГС). Так, например, поступили авторы [Аристова, Байдин, 2011], используя метод квази-
диффузии при моделировании транспортных процессов в ядерном реакторе (истоки задачи 
см. в [Karaa, 2006]). Конечно, и другие физические объекты могут быть смоделированы на гек-
сагональной, а не на обычной прямоугольной сетке. Для решения уравнений математической 
физики, прежде всего содержащих в своей записи оператор Лапласа, гексагональную сетку 
впервые рассмотрели Канторович и Крылов в 1958 г., чуть позже — В. И. Лебедев [Лебедев, 
1961]. При построении климатических моделей для земного шара сетки, основанные на гекса-
гонах, пользуются популярностью уже полвека [Collins et al., 2013]. С середины 70-х гг. и осо-
бенно с конца 80-х гг. они вошли в вычислительную гидродинамику [Karaa, 2006; Роуч, 1980], 
стали применяться при описании кинетических явлений [Andallah, 2005] и связанных с этим 
методами частиц (particles-in-cell) [Andallah, 2004; Кондаков, 2014]. С середины 90-х гг. и по 
настоящее время они стали активно применяться при решении уравнений Максвелла FDTD-
методами (finite-difference-time-domain methods) [Brio et al., 2010; Fei et al., 2005; Hamilton, Bil-
bao, 2013; Hamilton, Bilbao, 2014] и некоторыми FDFD-методами [Zhou, Fulton, 2009]. В этой 
области отмечается [Hamilton, Bilbao, 2013] по сравнению с прямоугольными сетками: 1) луч-
шая численная дисперсия (dispersion), особенно для волн, распространяющихся вдоль осей ко-
ординат, и для явных численных схем; 2) большее число Куранта (для 9-точечной прямоуголь-
ной схемы 1 / 2 , для 7-точечной гексагональной — 2 / 3 ). В последние годы гексагональные 
сетки востребованы разработчиками компьютерных игр, программ машинного зрения и элек-
тронной аппаратуры [Allen, 2003]. Тем не менее конечно-разностные схемы на гексагональной 
сетке стали всерьез (так как первые работы относятся к концу 60-х гг. [Sadourny, Morel, 1997]) 
рассматриваться [Макаров, 1995; Hamilton, Torin, 2014] в вычислительной математике сравни-
тельно поздно — с 90-х гг., а работы по данной тематике по-прежнему актуальны. Однородные 
прямоугольные сетки сейчас уже мало кого удовлетворяют. Так, например, в контексте опера-
тора Лапласа рассматривались полигональные [Sukumar, Bolander, 2003] и полиэдральные [Ре-
бенок и др., 2013] сетки, востребованные практикой проектирования. Конечно-разностные схе-
мы для лапласиана на гексагональной сетке исследовались в недавних работах Досиева и Цели-
кера [Dosiyev, Celiker, 2014, 2015] (причем авторы использовали блочную сетку), а также 
применялись при решении уравнения Гельмгольца [Carlson et al., 2003]. 

Однако до сих пор в клеточно-автоматной формулировке поведение этих схем на ГС 
почти никем не исследовалось. Фундаментальные идеи о такой применимости клеточных ав-
томатов (КА) высказаны в работах Цузе [Zuse, 1969] (прежде всего для волнового уравнения), 
Улама [Ulam, 1952] и Тоффоли [Toffolli, 1984]. Например, в [Vick, 2007] ставится вопрос 
о решении задач мультифизики с помощью КА, а не конечных элементов или разностей; ав-
торы, однако, приводят мало деталей. Для прямоугольной сетки такие задачи решались 
в [Toffolli, 1984; Лобанов, 2010; Губарев и др., 2013]. Попытка классификации бинарных КА 
на гексагональной сетке сделана в [Jahangir, Sudhakar, 2011]. Известен также цикл работ 
Вунше по КА с дискретными значениями на ГС (http://www.ddlab.com/), однако эти работы 
носят довольно отвлеченный от инженерной практики характер. Из совсем недавних работ 
можно отметить [Wagnee et al., 2015], несмотря на специфичность объекта (тепловыделение 
в городе). 
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Целью работы является анализ поведения клеточных автоматов с непрерывными значе-
ниями, заданных на гексагональной сетке и решающих классические задачи математической 
физики (прежде всего задачи Неймана и Дирихле для уравнения диффузии). Практическая зна-
чимость работы связана с опережающим [Stempkovsky at al., 1990; Красников, 2004] проекти-
рованием объектов, например интегральных микросхем, с гексагональной симметрией. 

1. Особенности гексагональной геометрии 

Существует два типа расположения гексагонов на сетке: вертикальное (далее будет нами 
использоваться, рис. 1) и горизонтальное; одно переходит в другое при повороте на 90°. С точ-
ки зрения зрительного восприятия (в компьютерных играх) эти разновидности неэквивалентны. 
Горизонтальное расположение, а именно центры и вершины гексагонов, нумеруется числами 

Эйзенштайна (Eisenstein) на комплексной плоскости: ( , ) ,z a b a bω= = +  ( )1 1 3 .
2

iω = − +  Легко 

сообразить, что гексагональная сетка топологически эквивалентна прямоугольной, у которой 
нечетные строки сдвинуты на половину длины блока, что можно использовать для нумерации 
ячеек при программировании. На базе гексагональной сетки можно воспроизвести треугольную 
(обе сетки находятся в отношении двойственности центров и вершин); на рис. 1, а показана 
другая, недуальная сетка. Можно создавать и блоки (рис. 1, c), формируя цепочки тригонов (tri-
gon). С точки зрения КА на разбиении (partitioned) гексагон является изометрической проекци-
ей куба, и его можно разбить на три ромба; отсюда игра Q*bert [Tyler, 2016] и одноименная 
схема (рис. 1, d) блочного КА. Мы не будем касаться различий между КА на разбиении и блоч-
ными КА, но такие КА будем представлять именно блочными. 

  
(a)     (b) 

    
 (c) (d) (e) 

Рис. 1. Геометрия гексагонов: (а) недуальная треугольная сетка; (b) магический гексагон; (с) простейшие 
блочные фигуры на гексагонах: три типа тригонов [Allen, 2003] (слева направо) — R-тригон, ромб,  
L-тригон; (d, e) окрестность Q*bert для 2-тактового КА на ромбическом замощении 

Гексагональную сетку можно несколькими способами свернуть по поверхности тора и да-
же заполнить ленту Мебиуса, однако замостить сферу одними правильными гексагонами не-
возможно: из теоремы Эйлера следует, что по крайней мере нужно еще 12 пентагонов или 
6 квадратов [Cameron’s Antipode page, 2004] (при этом гексагонов может быть достаточно мно-
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го). Аналогично замощению (без промежутков) плоскости гексагонами в трехмерном про-
странстве фигурой замощения, наряду с ромбододекаэдром, является обрезанный октаэдр, гра-
ни которого представлены перемежающимися квадратами и гексагонами. Интересное площад-
ное свойство [Tulleken, 2014], выводимое из свойств векторного произведения: любой паралле-
лограмм с вершинами в центрах ячеек имеет целочисленную площадь (в единицах площади 
одной ячейки). Существует только один магический гексагон (сумма чисел равна 38 по любым 
трем направлениям симметрии, всего 19 ячеек, см. рис. 1, с). Можно раскрасить сетку только 
в три и более цвета так, чтобы соседние ячейки имели разный цвет. 

Если квадратная сетка задается множеством пар 2 ,cG h= ⋅]  то вертикальная гексагональ-
ная сетка, т. е. центры гексагонов, задается так:  

{ }2 2
1 1 / 2

: , , 3,
0 3 / 2HG h Hz z H h l

−⎛ ⎞
= ⋅ ∈ ∈ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
\ ] �   

где l — длина ребра гексагона. 

2. Оператор Лапласа. Типы шаблонов вычислительных схем и веса 

Сеточная функция обычно задана в узлах решетки, но состояние КА задается в центрах 
ячеек; можно вполне пренебречь этим различием, сделав параллельный сдвиг на l по диагона-
ли. Поэтому известные шаблоны разностных схем легко трансформируются в локальные функ-
ции перехода (ЛФП) КА, которые преимущественно являются тоталистичными (с некоторыми 
весовыми коэффициентами). Можно выделить два шаблона для 4-го порядка точности и два 
шаблона для 6-го порядка (по параметру l), см. рис. 2. 

 
Рис. 2. Вычислительные шаблоны для оператора Лапласа: шаблоны окрестности КА и весовые коэффи-
циенты. (а, d) — прямоугольная сетка; (b, c, e, d) — гексагональная сетка; (a, b, c) — схемы 4-го порядка; 
(d, e, f) — схемы 6-го порядка. Внутри ячейки указан весовой коэффициент, с которым значение сеточ-
ной функции (оно же — значение состояния ячейки КА) входит в суммирующее выражение Σ  для лап-
ласиана, т. е. k∑ = Δ . Для классической схемы «крест» (a) k = 1. Для остальных 5 случаев k соответст-
венно равно 9/2, 27/2, 1, 81/4, 81/16 [Hamilton, Torin, 2014] 
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Рассмотрим гексагональную сетку с длиной ребра l, центр координат совместим с центром 
одного из гексагонов, а сеточную функцию, аппроксимирующую искомое непрерывное реше-
ние, будем задавать естественным образом в центрах гексагонов. Таким образом, начальный 
узел с координатами (0,0) и значением функции 0u  окружен шестью узлами cо следующими 
координатами:  

 ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 31: 3,0 ; 2 : , ; 3: , ; 4 : 3,0 ; 5 : , ; 6 : , .
2 2 2 2 2 2 2 2

l l l ll l l l l l
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1) 

Для полноты изложения восстановим вывод простейшей разностной схемы с учетом КА-
терминологии. Исследование порядка аппроксимации на гладких функциях проведем, подста-
вив проекцию точного решения в разностное представление и разложив след точного решения 
в ряд Тейлора. Будем сохранять члены 4-го порядка. Просуммировав значения на этих шести 
узлах, получаем, что производные нечетных порядков исчезают: 

 
2 2 2 4 4 4 4

1 6 0 2 2 4 2 2 4

9 276 2 .
2 32
l lu u u u u

x y x x y y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
… …  (2) 

Если функция ( , )u x y  удовлетворяет уравнению Лапласа в точке (0, 0) (что можно распро-
странить на всю область определения без ограничения общности), то в пренебрежении членами 
4-го порядка сеточная функция удовлетворяет простому соотношению, что порождает тотали-
стичный автомат, итерационно сходящийся к следующему решению (верхний индекс означает 
номер итерации): 

 ( )1
1 6 0 0 1 6

16 ,
6

t t tu u u u u u++ + ≅ ⇒ = + +… …  (3) 

 ( ) ( )1
1 6 0 0 0 0 1 6 0

1 32 6 2 1 , .
6 4

t t t tu u u u u u u u uα α α++ + + ≅ + ⇒ = + + + − ≡… …  (4) 

Переход от (2) к формулам (3) или (4) принципиально неформален. Перед его обсуждением 
приведем некоторые известные результаты для КА на прямоугольных сетках. 

Следуя [Rucker, 2003], рассмотрим представление оператора Лапласа на прямоугольной 
сетке, где ячейка (нет индекса) имеет 4 соседа с общей стороной (индексы s, n, e, w по сторонам 
света) и 4 соседа с общей точкой (индексы nw, ne, se, sw). В шаблонах Неймана и Мура лапла-
сиан представляется соответственно как 

 
( )

n s e w

n s e w ne se nw sw

( ) / 4 (Нейман), (Мур),
1 0.75( ) ( ) .
7

u u u u u u u u u

u u u u u u u u u

δ

δ

Δ → + + + − Δ → −

≡ + + + + + + +
 (5) 

Происхождение коэффициентов в шаблоне Мура авторами никак не поясняется, из чего 
можно сделать вывод об их эмпиричности. Также авторы [Rucker, 2003] решают проблему гра-
ничных условий введением поправочного коэффициента, зависящего от числа соседей n: 

 ( )1

1

1: 1 , .
1

n
t t t

i
i

nu p u p u p
n n

+

=

= − + ⋅
+∑ �  (6) 

Заметим, что оператор Лапласа, записанный [Hamilton, Bilbao, 2014] по трем осям симмет-
рии гексагона, выглядит так: 

2 2 2

2 2 2
1 2 3

2 .
3 x x x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

Δ = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

Вернемся к (3), (4). Введенная таким образом ЛФП для синхронного автомата (тотали-
стичный, окрестность не включает саму ячейку) гарантирует его сходимость во всей области 
к решению уравнения Лапласа. Формально можно трактовать (3) как численную схему явного 
метода, если ввести дополнительную координату времени. Следует заметить, что в большинст-
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ве традиционных численных методов соотношение (3) рассматривается как генератор линей-
ных алгебраических уравнений, что порождает решаемую обычно методом прогонки систему. 
Клеточно-автоматная формулировка подразумевает другую стратегию, а именно итерационную 
процедуру, или метод последовательных приближений. Подчеркнем, что переход (3) неформа-
лен, поскольку из конечно-разностного соотношения не следует точный вид итерационной 
формулы, тем более описывающей ЛФП КА. Так, например, с целью потенциального улучше-
ния сходимости можно принять (4). 

Чтобы применить (2) и (3) для уравнения диффузии, примем во внимание систему (7): 

 

( )

1

1 1 6
22

1 6

4 1 ,
3 63

6 4

t t
t

t t
t t

t t
t t

u u D u u uD D u D u D
lu u lu u

ττ

+

+

⎧ −
= ⋅Δ⎪ + +⎪ ⎡ ⎤′ ′ ′⇒ ≡ ⇒ = − +⎨ ⎢ ⎥+ + ⎣ ⎦⎪ = + Δ⎪⎩

…
…

 (7) 

где D — размерный коэффициент диффузии (традиционно измеряемый в см2/с) в классическом 

уравнении / ;u t D u∂ ∂ = Δ  ,τ  l  — кванты КА по времени и пространству. Выражение 2mD D
l
τ

=  

представляет собой параболический аналог числа Куранта. 
ЛФП (7) как численная схема может быть отнесена к числу явных, она «смешивает» со-

стояния самой ячейки и ее соседей в определенной пропорции. Значения 0 1D′< <  будут «хо-
рошими», а при 1D′ ≥  имеет место неустойчивость. Чтобы избавиться от нее, возьмем второе 
уравнение (4) и лапласиан в момент (t + 1), но предположим, что среднее по соседям неизмен-
но. Тогда мы воспроизведем известную схему Алена–Чена и придем к (8): 

 
( )1 1 61 , .

6 1

t t
t t u u Du D u D D

D
+ ′+ +′′ ′′ ′′= − + ≡

′+
…

 (8) 

Обращает на себя внимание формальная общность вида формул (4), (7), (8). Отсюда следу-
ет, что решение уравнения Лапласа (или Пуассона) получается финальным (т. е. в котором гло-
бальная конфигурация не изменяется) результатом КА-вычисления, в целом имитирующего ре-
шение уравнения диффузии, в котором коэффициент диффузии вводится искусственно и играет 
роль внутреннего параметра численного метода. Несмотря на формальную общность (3)–(8), 
принципиальное отличие КА-стратегии решения диффузионных задач, в частности с заданными 
краевыми условиями, от традиционной стратегии, связанной с решением системы линейных 
уравнений с трехдиагональной матрицей, состоит в использовании итерационного подхода. Ис-
пользование же более развитых вычислительных шаблонов и методов сдерживается требовани-
ем простоты ЛФП КА.  

При реализации итерационной КА-стратегии на обычных ЭВМ возможен даже проигрыш 
в длительности расчета, однако при реализации на вычислительном кластере с параллелизмом 
вычислений будет ощущаться уже выигрыш в быстродействии. 

3. Аппроксимация первых производных.  
Пример задачи «диффузия–конвекция» и его обобщение 

Решаемое уравнение, помимо лапласиана, может содержать члены с производными 1-го 
порядка, как в случае диффузии–реакции–конвекции. При этом их уничтожение путем замены 
переменных может быть нежелательным. В общем виде 2D-уравнение диффузии–конвекции 
для стационарного случая выглядит так: 

 
2 2

2 2 ( , ) ( , ) ( , ),u u u up x y q x y f x y
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (9) 



И. В. Матюшкин 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

174 

где p, q, f — непрерывно дифференцируемые функции двух переменных. Встает вопрос кор-
ректной аппроксимации первых производных, хотя бы в предположении простейшей схемы (1) 
вычислительного шаблона (тождественного шаблону окрестности КА). К сожалению, не удает-
ся избавиться от остаточных членов 3-го порядка, а именно, если рассуждать аналогично (2), 

 ( )

( )

3 4
4 1

3
4

5 2

3
4

3 6

2 3 3 ( ),

3 3 3 9 9 3 9 ( ),
8

3 3 3 9 9 3 9 ( ).
8

xxx

xxx yyy xyy xxy

xxx yyy xyy xxy

uu u l u l O l
x
u u lu u l l u u u u O l
x y
u u lu u l l u u u u O l
x y

∂
− = ⋅ + ⋅ +

∂
∂ ∂

− = ⋅ − ⋅ + − + − +
∂ ∂

∂ ∂
− = ⋅ + ⋅ + + + + +

∂ ∂

 (10) 

Поэтому можно выделить по крайней мере три аппроксимации для / :u x∂ ∂  

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

4 1 5 2 3 6

2 3
5 2 3 6 4 1

(0,0)

1 1, ,
2 3 2 3

1 32 ( ).
86 3

u uu u u u u u
x xl l

u u u u u u u l u O l
x xl

∂ ∂
≅ − ≅ − + −

∂ ∂
∂ ∂

= − + − + − − Δ +
∂ ∂

 (11) 

Для /u y∂ ∂  очевидных аппроксимаций меньше: 

 ( ) ( )( ) ( )2 3
2 3 5 6

1 3 3 ( ).
6 8 yyy xyy

u u u u u l u u O l
y l
∂

= + − + − + +
∂

 (12) 

Пусть в центре ячейки КА значения внешних параметров равны ( )0 0 0, , .p q f  Тогда с учетом (2), 
третьего из выражений (10) и (11) запишем условие (13), налагаемое на неизвестную функцию: 

 

( ) ( ) ( )0 1 6 1 6

2
0 0 0

0 1 2 0 3 0

0 0 0
4 5 0 6 0

, , , , , , , ,

3 1 1 1, , , ,
4 6 6 8 6 84 3 3 3

1 1 1, , .
6 6 8 6 84 3 3 3

u a u b u u u a a a

p l p pl l lb f a a q a q

p l p pl la a q a q

= + = … = …

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≡ − ≡ − ≡ + − + ≡ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≡ + ≡ + − ≡ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G G G G

 (13) 

Таким образом, первым шагом к конструированию ЛФП является составление наследуе-
мого из уравнения математической физики условия, которому должна удовлетворять искомая 
сеточная функция (с учетом шаблона окрестности). Здесь 0u  — целевое значение сеточной 
функции в (текущей) центральной ячейке. 

Это условие может быть как линейным (13), так и нелинейным, например (14) для стацио-
нарных задач типа «диффузия–конвекция–реакция»: 

 ( ) ( )0 0, 0.u a u F u− + =
G G  (14) 

Здесь F — нелинейная функция, обусловленная записью закона действующих масс химической 
кинетики. Эффекты дискретизации и присутствия нелинейностей для задачи «диффузия–
реакция» рассмотрены в [Weimar, 1997], численные схемы на ГС высокого порядка приведены 
в [Karaa, 2006]. Сходный с КА «игра «Жизнь» автомат, допускающий адаптацию на ГС, был 
сконструирован авторами [Martinez at al., 2010] и использован для демонстрации как диффузи-
онного поведения паттернов, так и для вычислительного универсализма. 

Нестационарность задачи «диффузия–реакция», выраженная (15), где векторная форма u 
уже относится к концентрациям веществ, как и в случае, например, транспортного уравне-



 Клеточно-автоматные методы решения классических задач математической физики…  

 ______________________________________ 2017, Т. 9, № 2, С. 167–186 ______________________________________  

175

ния (16), почти ничего не меняет в сказанном, хотя наряду со слагаемыми вида 0
tu  в формуле 

присутствуют члены вида 1
0
tu + : 

 
2 2

2 2( , ) ( , ) ( ),u u u u uP x y Q x y a b f u
t x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ⋅ + ⋅ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

G G G G GGG  (15) 

 ( ) ( ) ( ), , , .u A x t u b x t u c x t
t

∂
= ⋅∇ + ⋅ +

∂
G G G  (16) 

Для текущего состояния КА, очевидно, равенство (14) еще не выполняется, зато его левая 
часть будет иметь смысл невязки. Поэтому, аналогично градиентным методам, ЛФП логично 
искать в виде (17): 

 ( ) ( ) ( )1 * * * *
0 0 0 , : , 0, 0 1.t t t tu u u u u u a u F uα α+ = + − − + = < <

G G  (17) 

Именно на таком пути было получено решение (4) для решения уравнения Лапласа. Коэффици-
ент ,α  интуитивно определяющий области устойчивости (малые значения) или неустойчиво-
сти (большие значения) метода, назовем фактором релаксации. Наша практика показывает, что 
для стационарных задач приемлемо даже 1α �  (например, в ЛФП (3)). 

4. Задача А: диффузия из малого источника квадратной формы.  
Эффект избыточной гексагональной симметрии. Консервативность 

Тестовая задача А типа «растворение рафинада в воде» формулируется так [Гаврилов, Ма-
тюшкин, 2015]: 

 

( ) [ ] [ )

( )

( ) [ ]

2 2
2

2 2

21 1
2 2

0
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, , 0;1 , 0; ,

, , ; ,,
0,  иначе.t

x y W

c c cD x y W t
t x y

c C x y a ac
=

∈∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + ∈ = ∈ ∞⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎧∂ ∈ − +⎪⎛ ⎞ = = ⎨⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎪⎩
0

n

 (18) 

Решением (18) будет стационарное однородное распределение концентрации 
( , ) const,c x y =  причем закрытость системы предполагает сохранение вещества, что отражается 

выбором краевого условия Неймана. Как же корректно задать ЛФП для граничных ячеек, что-
бы выполнялся закон сохранения вещества?  

Чтобы сохранить преемственность обозначений с §§ 1–3, здесь и далее будем считать фи-
зическую величину с и математическую безразмерную величину u тождественными и связан-
ными нормировкой ,mc c u=  c uU  на некий масштабный фактор .mc  Поле КА, если не огово-
рено иное, представляет собой гексагональную сетку размера V V×  ячеек, а константы сле-
дующие: 50,V =  6,C =  0.1.a =  Рассмотрим поведение детерминированной простой КА-схемы, 
заданной (3) и дополненной правилом для граничных ячеек: 

 1
0

1

1 , 6
n

t t
i

i
u u n

n
+

=

= <∑  (n — число соседей). (19) 

Поведение этой простой схемы характеризуется двумя неприятными для потенциального 
ее использования в качестве инструмента моделирования эффектами: 

1)  нарушение радиальной симметрии и воспроизводства излишней гексагональной сим-
метрии (ИГС); 

2)  приближенное выполнение закона сохранения вещества, особенно для полей малого 
размера. 
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Об этих эффектах ранее встречались только косвенные, неявные упоминания, причем 
прежние авторы разбирали более сложные примеры, где эти эффекты, по-видимому, не замеча-
лись или отсутствовали. До нас такое явление асимметрии отмечалось авторами [Губарев и др., 
2013] и для КА, функционирующего по блочно-поворотному механизму Марголуса: 
«…Описанная математическая модель Марголуса обладает локальной неизотропностью». Пер-
вый ИГС-эффект имеет место и для автомата схемы (8), нацеленной на решение уже уравнения 
диффузии (рис. 3). Он не исчезает при увеличении размеров поля (измельчении сетки). Даже 
наличие случайности не служит гарантией от асимметрии в задаче. Причину явления мы видим 
в том, что тоталистичная ЛФП стремится выравнивать состояния ячеек по любому из трех на-
правлений симметрии. Судя по данным [Hamilton, Torin, 2014], лишь введение 19-точечной 
(вместо 6- и 13-точечной) конечно-разностной схемы спасает ситуацию. Однако подчеркнем, 
что эффект присущ скорее самой ГС, а не формулам КА-метода. 

   
 (a) (b) (c) 
Рис. 3. Эффект избыточной гексагональной симметрии: (а) диффузия из точечного источника (одной 
ячейки) на поле 31 × 31 (показан 9-й ход симуляции КА); (b) диффузия из квадрата размером 6 × 6 на поле 
50 × 50 для КА, заданного ЛФП (8) при 0.25D′′ = (показан 7-й ход симуляции); (c) то же для 19-го хода 

Нами эмпирически получена корректная формула ЛФП граничных ячеек, практически 
с машинной точностью гарантирующая сохранение вещества (по крайней мере, для контуров 
в форме прямоугольника и окружности): 

 ( )1 1
0 0boundary: 1 , .

6

t t
t t nu u nu D u D

n
α α α+ + +

= − +
… �  (20) 

При подстановке n = 6 (20) переходит в формулу ЛФП внутренних ячеек (8), 0.D D D′ ′′≡ ≡  
Эта красивая формула (20) справедлива для любых выпуклых областей, а в приложении приве-
ден ее вывод, следующий из физического смысла лаплассиана как дивергенции потоков. 

Итеративность КА-метода, как мы видим (рис. 4), по сравнению с прямыми численными 
методами, предъявляет повышенные требования к граничной ЛФП. Но это макроскопическая 
консервативность для всего поля КА, вытекающая из консервативности самого оператора Лап-
ласа. На важность этого свойства указывалось уже давно [Lax et al., 1960]. Поскольку предла-
гаемые схемы наследованы из классических работ по численным методам [Курант и др., 1941], 
их устойчивость [Lax, 1956] доказывать не нужно. 

5. Задача B: эмуляция решения одномерного уравнения диффузии 
двумерным КА 

В качестве следующего примера рассмотрим решение одной довольно старой физической 
задачи, а именно модели диффузии из постоянного источника в полубесконечное тело, естест-
венно возникающей, например, в технологии микроэлектроники в процессе легирования полу-
проводникового материала из газовой или паровой фазы. Этот процесс используется, например, 
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(а) 

 
(b) 

Рис. 4. Эффекты диссипации для «неправильных» вариантов граничной ЛФП и свойство консервативно-
сти для правильной ЛФП. Для внутренних ячеек применяем (7) при заданном аналоге числа Куран-
та ( )0 ,D D′≡  равном 1 (а) или 1/3 (b) 

при создании сильно легированных диффузионных слоев (в частности, эмиттерных) с поверхно-
стными концентрациями sC , близкими к значениям предельной твердотельной растворимости 
примеси в данном полупроводниковом материале. Твердое тело можно считать полубесконеч-
ным в том случае, если его размеры в направлении движения диффузанта много больше длины 
диффузии. Для классической задачи диффузии из постоянного источника в полубесконечное тело 
рассматривается уравнение диффузии при следующих краевых условиях Дирихле (21): 
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2
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C x t C x tD D
t x

C t C C t C x t

⎧∂ ∂
= =⎪

∂ ∂⎨
⎪ = ∞ = > = =⎩

 (21) 
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Решение, как известно, имеет вид (22): 

 
22( , ) , , ( ) .

2 2s
x xC x t C erfc erfc e d
Dt Dt

ξ

ξ

ξ ξ ξ
π

∞
−= ≡ ≡ ∫  (22) 

Поскольку одномерная задача решается двумерным автоматом, для повышения адек-
ватности модели: 1) был выбран размер поля 20–24 на 240 ячеек с распространением веще-
ства в направлении большего измерения (слева направо); 2) оператор Лапласа в (21) двумер-
ный; 3) по оси Y решение однородно, бесконечную область ограничиваем конечным прямо-
угольником с консервативными условиями (20) по нижней и верхней границам (циклические 
условия на границах не стали использовать). Учет краевых условий достигается за счет до-
полнительной функции перехода postfix, применяемой к граничным ячейкам (левым и пра-
вым) поля после совершения глобальной (или локальной, так как КА синхронный) функции 
перехода. 

В силу предположения 3 допустима некоторая вариация сеточной функции по оси орди-
нат. Следует заметить, что в силу ограниченности поля КА решает в строгом смысле зада-
чу (21) лишь до тех пор, пока концентрационная волна не достигнет правой границы поля. Та-
ким образом, процесс КА-расчета проходит через три основных этапа: (а) начальная, удовле-
творяющая (22), стадия; (б) переходные процессы; (в) состояние равновесия, которое 
соответствует переходу (21) в уравнение Лапласа (23) с появлением линейного решения: 

 

2

2

( , ) 0,

(0, ) , ( , ) 0.s

C x t
x

C t C C x L t

⎧∂ = ∞
=⎪

∂⎨
⎪ = = =⎩

 (23) 

Строго говоря, формулировка задачи (21) неточна при задании левых и правых краев. Для 
корректного учета краевых условий в КА-модели полезно обратиться к дискретному аналогу 
уравнения непрерывности (24), связывающему плотность j потока в малый объем, количество 
вещества ρ  в нем и внутренние источники g (v — скорость движения частиц): 

 ( )
1div ,

.
, , const

t t
t t
ex

j g u u v u u gt
lu j v u v

ρ

τρ ρ

+∂⎧ + = −⎪ ⇒ − −∂⎨
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�
� �

 (24) 

Соотношение (24) можно одновременно трактовать и как запись краевых условий Коши 
(индекс ex означает принадлежность к внешней границе области), и как неявную запись postfix, 
выражаемую (25): 

 1 : , 1 , .t t t
ex

v vu u g u
l l
τ τα β α β τ+ = + − +� �  (25) 

Именно функцию перехода (25) следовало применять в задаче (21)–(23) вместо фактиче-
ски подставляемых условий Дирихле. Напомним синонимичность .C uU  В условиях левой 
и правой границ (индексы 0 и L соответственно), при сохранении общности для гетерогенных 
кинетик, функцию перехода можно было бы сделать более ясной физически (26): 

 1 10 0
0 0: 1 , : 1 .t t t tL

x x s x L x L
v v vC C C C C
l l l
τ τ τ+ +

= = = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 (26) 

Справедливости ради отметим, что при выводе (24) направление нормали лимитируется 
общей геометрией границ поля КА, поэтому слагаемое с дивергенцией должно быть специфи-
цировано точнее. При подстановке условия (26) в (23) на третьей стадии КА-симуляции мы 
вновь получаем линейную (27) зависимость ( )C x , но с другими коэффициентами, очевидно 



 Клеточно-автоматные методы решения классических задач математической физики…  

 ______________________________________ 2017, Т. 9, № 2, С. 167–186 ______________________________________  

179

вытекающими из соображения равенства потоков на границе (от коэффициента диффузии D, 
фигурирующего в локальной функции перехода, эти коэффициенты не зависят): 

 
( )0

0
0

0
0 0

0 0

1
, .

0 1 1 1 1

L
L s s L

s L
L

L LL L

v LC C C C v
C vv lC C

v vL LC C C v v
v l v lL l

⎧ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠⇒ = =⎨
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 (27) 

При 0Lv v=  и / 240L l =  0
241 ,
242 s sC C C= ≈  1 0,

242L sC C= ≈  что почти не отличается от ре-

шения задачи Дирихле (23). Это показывает и КА-расчет с двумя разными postfix. Поэтому да-
лее использовалась простая формула postfix:  1( 0) 6,t

su x C+ = = = 1( ) 0tu x L+ = = . 
Итак, решим ту же задачу с помощью простого автомата, заданного следующими усло-

виями ( 6) :sC →  
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 (28) 

Здесь мы так же, как и в § 4, различаем ЛФП для внутренних и граничных (ячейка счита-
ется граничной, если в ее окрестности содержится 6n <  ячеек) ячеек, а также после каждого 
хода вводим для некоторых граничных ячеек postfix-процедуру. 

Будем варьировать коэффициент 0D и следить за экстрагированным коэффициентом D, ко-
торый с точностью до пропорциональности должен быть ему равен. Как мы видим на рис. 5, 
чем меньше 0 ,D  тем короче переходный участок и тем меньше D, причем зависимость линей-
ная: 0 ,D Dλ=  ( )0.7799 0.7672 0.7 6 .92λ = ÷  Коэффициент наклона прямой брался с учетом 
дискретности поля КА и экстракции.  

Уместно также рассмотреть динамику глобальной (по внутренним ячейкам, индексируе-
мым n) невязки, заданной по норме «бесконечность» формулой (29): 

 ( ) ( )1 1
0 0

1max 1 .
6

t t t
in i

t u D u D uν + += + − − ∑  (29) 

Мы видим (рис. 5), что при D0 ∼ 0.1 КА-решение успевает за динамикой реального реше-
ния, а вот уже при 0 ~ 0.3D  результаты искажаются. Невязка растет, по-видимому, экспоненци-
ально с увеличением 0D , а со временем она не падает до нуля, оставаясь на приемлемом для 
обычного вычислительного эксперимента уровне. Выбор порога связан с ожидаемой погреш-
ностью КА-решения ∼1/240.  

Заключение 

Сформулируем некоторые общие положения из нашей попытки рассмотреть КА (с непре-
рывными значениями) как метод вычислительной математики. 

•  Функционирование КА с непрерывными значениями целиком и полностью лежит в об-
ласти конечно-разностных методов. Значение сеточной функции в узле тождественно 
состоянию ячейки, ассоциированному с ее геометрическим центром. Шаблон окрест-
ности тождественен пространственной схеме/шаблону численного метода. ЛФП КА 
трактуется как связь между временными слоями задачи. 
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Рис. 5. Безразмерный коэффициент диффузии D, экстрагированный из данных КА-расчета (28) с уче-
том (22): параметрическая зависимость от 0 .D D′′≡  Вклейки: слева — начальный участок, справа — ли-
нейная связь D, экстрагированного из последней точки графика (она принадлежит стадии (а)), и D0. При 
идеальном решении мы должны получать горизонтальные линии (цветная версия рисунка доступна 
в электронной версии статьи на сайте журнала) 

 

Рис. 6. Динамика изменения невязки для двух значений коэффициента 0D  в ходе КА-расчета (см. рис. 5). 
Построен десятичный логарифм. Вклейка: параметрическая зависимость от 0D  времени достижения не-
которого порога (Cs/1000, Cs = 6) 
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•  Существует как формальная, так и неформальная специфика КА-методов как числен-
ных. Эта специфика лежит вне магистральных направлений развития современных 
численных методов. КА-решение уравнений математической физики рассматривается 
нами как только прямое (не путать с прямыми численными методами); пример опосре-
дованного решения — метод разделения переменных, где задача сводится к решению 
матричной задачи, которая теоретически разрешима с помощью КА. Если говорить об 
ограничениях, то, например, мы не можем сгущать или разрежать сетку, КА-сетка  
всегда однородна, в том числе и по форме ячеек. Используются преимущественно яв-
ные методы, а неявные методы допустимы, только если значение функции на следую-
щем временном шаге достаточно просто выражается через значения на текущем шаге. 
С формальной точки зрения мы не можем использовать трехслойные схемы, т. е. клас-
сический КА определяется как КА без памяти (однако можно записать дифференци-
альное уравнение как систему векторных уравнений первого порядка). И самое глав-
ное различие: в обычной практике схема метода, записанная для каждой точки, приво-
дит к решению системы линейных уравнений, а в КА та же схема задает итерационный 
процесс (что встречается гораздо реже). При этом класс используемых КА чаще всего 
оказывается полутоталистичным или тоталистичным; обратим внимание, что наиболее 
исследованные КА с дискретными значениями именно из этого класса, и этот факт 
должен быть осмыслен. 

•  Влияние граничных условий, обеспечение законов сохранения (если они отвечают фи-
зическому содержанию задачи), вид и смысл соотношения Куранта гораздо более зна-
чимы для КА-схем, хотя все эти вопросы и так стоят перед обычными численными ме-
тодами. Бóльшая часть статьи была посвящена этому. Если раньше мы подчеркнули 
сходство уравнений математической физики, то сейчас следует отделить краевую зада-
чу для уравнения Лапласа (или уравнения Гельмгольца, порожденного разделением пе-
ременных в волновом уравнении и тесно связанного с так называемыми спектральными 
задачами) от динамических задач Коши для диффузионного и волнового уравнений 
с начальными условиями по времени (и краевыми по пространству). В первом случае 
стационарное распределение есть результат эволюции КА к неизменной конфигурации, 
а способ сходимости может варьироваться; самым простым КА-способом предполага-
ется диффузионный путь. Во втором случае в уравнении присутствуют переменные ве-
личины (либо введенные извне, либо являющиеся производными по времени от самих 
фазовых переменных), и тогда характерное время сходимости КА к новому квазиста-
ционарному состоянию, даже если оно близко к предыдущему, должно быть меньше 
характерного времени изменения этих переменных. Специфика КА-схем, характерная 
для предыдущего случая, теряется, так как ЛФП, как и любая численная схема, обязана 
вычислять значение на следующем слое (однако отличие от неявных методов сохраня-
ется — мы не может, например, явным порядком ввести даже лапласиан узла на сле-
дующем слое и решать какие-то системы уравнений). Напомним, что физически крите-
рий Куранта–Фридрихса–Леви означает, что частица жидкости за один шаг по времени 
не должна продвинуться больше чем на один пространственный шаг [Флетчер, 1991].  

•  Эффект избыточной гексагональной симметрии скорее есть свойство самой гексаго-
нальной решетки, чем свойство самого метода, конечно-разностного или клеточно-
автоматного. ИГС возникает и там и там. В действительности иногда даже при хоро-
шей схеме КА с блочно-поворотным механизмом в центре возникают изолинии в виде 
гексагональной формы и небольшого размера, которые, расширяясь, утрачивают эту 
форму и становятся окружностями. Иными словами, роль КА-схемы состоит в том, 
чтобы не дать развиться всегда имеющему место ИГС, подавить его. В качестве пояс-
нения в ИГС можно заметить, что гипотетический «зародыш» в какой-либо одной 
ячейки будет в случае квадратной решетки «скругляться» быстрее, чем на окаймляю-
щих ее поясах гексагональной решетки. Возможно, объяснение связано с тем, что вер-
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тикально расположенный гексагон порождает горизонтально расположенные блоки, 
и наоборот. 

Проведенный анализ не является исчерпывающим, приводимые нами конкретные физиче-
ские задачи и КА-алгоритмы их решения, которые мы брали наиболее простейшими (например, 
ограничивались схемами первого порядка и радиусом окрестности, меньшим 2), не покрывают 
всего многообразия вариантов.  
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Приложение 
Вывод формулы для граничной ЛФП (20) 

Известно, что уравнение диффузии (без ограничения общности — уравнение переноса) 
является следствием двух математических выражений: 1) уравнения непрерывности; 2) пред-
положения, что поток вещества пропорционален градиенту концентраций (закон Фика). Если 
выделить небольшой объем вещества, то первое выражение есть, по сути, закон сохранения 
вещества: «приращение/убыль количества вещества в объеме есть сумма входящих и выходя-
щих потоков». Суммируются же потоки по каждой грани объема. Второе выражение есть част-
ный случай вычитания из потока вовнутрь (+) потока вовне (–), каждый из которых пропорцио-
нален концентрации с некоторой константой, которая считается одинаковой в законе Фика для 
определенной грани. Таким образом, в привычных обозначениях (c — концентрация, i — номер 
соседа, или, точнее, номер интерфейса/грани, t — номер шага, оно же время) запишем (П1), 
рис. П1: 
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В однородном пространстве, очевидно, ,i ia b a=�  и, соответственно, ЛФП для внутренних 
ячеек имеет вид 
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Напомним только, что коэффициент переноса α  должен быть мал по сравнению с едини-
цей. 

 
Рис. П1. Ячейки и потоки КА 


