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Малая практическая ценность многих численных методов решения несимметричных систем линей-
ных уравнений с плохо обусловленными матрицами объясняется тем, что эти методы в реальных услови-
ях ведут себя совсем иначе, чем в случае точных вычислений. Исторически вопросам устойчивости не 
отводилось достаточного внимания, как в численной алгебре «средних размеров», а делался акцент на 
решении задач максимального порядка при данных возможностях вычислительной машины, в том числе 
за счет некоторой потери точности результатов. Поэтому главными объектами исследования были: наи-
более целесообразное хранение информации, заключенной в разреженной матрице; поддержание наи-
большей степени ее разреженности на всех этапах вычислительного процесса. Таким образом, разработ-
ка эффективных численных методов решения неустойчивых систем относится к актуальным проблемам 
вычислительной математики. 

В данной работе рассмотрен подход к построению численно устойчивых прямых мультипликатив-
ных методов решения систем линейных уравнений, учитывающих разреженность матриц, представлен-
ных в упакованном виде. Преимущество подхода состоит в возможности минимизации заполнения глав-
ных строк мультипликаторов без потери точности результатов, причем изменения в позиции очередной 
обрабатываемой строки матрицы не вносятся, что позволяет использовать статические форматы хране-
ния данных. Рассмотрен формат хранения разреженных матриц, преимущество которого состоит в воз-
можности параллельного выполнения любых матричных операций без распаковывания, что значительно 
сокращает время выполнения операций и объем занимаемой памяти.  

Прямые мультипликативные методы решения систем линейных уравнений являются наиболее при-
способленными для решения задач большого размера на ЭВМ: разреженные матрицы системы позволя-
ют получать мультипликаторы, главные строки которых также разрежены, а операция умножения векто-
ра-строки на мультипликатор по трудоемкости пропорциональна числу ненулевых элементов этого 
мультипликатора.  

В качестве прямого продолжения данной работы в основу построения прямого мультипликативного 
алгоритма линейного программирования предлагается положить модификацию прямого мультиплика-
тивного алгоритма решения систем линейных уравнений, основанного на интеграции техники метода 
линейного программирования для выбора ведущего элемента. Прямые мультипликативные методы ли-
нейного программирования являются наиболее приспособленными и для построения прямого мульти-
пликативного алгоритма задания направления спуска в ньютоновских методах безусловной оптимизации 
путем интеграции одной из существующих техник построения существенно положительно-определенной 
матрицы вторых производных.  

Ключевые слова: численно устойчивые прямые мультипликативные методы, несимметричные ли-
нейные системы, формат хранения разреженных матриц, параллельное выполнение матричных операций 
без распаковывания, минимизация заполнения главных строк мультипликаторов, разреженные матрицы 
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Small practical value of many numerical methods for solving single-ended systems of linear equations with 
ill-conditioned matrices due to the fact that these methods in the practice behave quite differently than in the case 
of precise calculations. Historically, sustainability is not enough attention was given, unlike in numerical algebra 
‘medium-sized’, and emphasis is given to solving the problems of maximal order in data capabilities of the com-
puter, including the expense of some loss of accuracy. Therefore, the main objects of study is the most appropri-
ate storage of information contained in the sparse matrix; maintaining the highest degree of rarefaction at all 
stages of the computational process. Thus, the development of efficient numerical methods for solving unstable 
systems refers to the actual problems of computational mathematics. 

In this paper, the approach to the construction of numerically stable direct multiplier methods for solving 
systems of linear equations, taking into account sparseness of matrices, presented in packaged form. The ad-
vantage of the approach consists in minimization of filling the main lines of the multipliers without compromis-
ing accuracy of the results and changes in the position of the next processed row of the matrix are made that al-
lows you to use static data storage formats. The storage format of sparse matrices has been studied and the ad-
vantage of this format consists in possibility of parallel execution any matrix operations without unboxing, 
which significantly reduces the execution time and memory footprint. 

Direct multiplier methods for solving systems of linear equations are best suited for solving problems of 
large size on a computer — sparse matrix systems allow you to get multipliers, the main row of which is also 
sparse, and the operation of multiplication of a vector-row of the multiplier according to the complexity propor-
tional to the number of nonzero elements of this multiplier. 

As a direct continuation of this work is proposed in the basis for constructing a direct multiplier algorithm 
of linear programming to put a modification of the direct multiplier algorithm for solving systems of linear equa-
tions based on integration of technique of linear programming for methods to select the host item. Direct multi-
plicative methods of linear programming are best suited for the construction of a direct multiplicative algorithm 
set the direction of descent Newton methods in unconstrained optimization by integrating one of the existing 
design techniques significantly positive definite matrix of the second derivatives. 
 

Keywords: numerically stable direct multiplicative methods, asymmetric linear systems, sparse matrix 
storage format, parallel execution of matrix operations without unpacking, minimization of fill the main rows of 
multipliers, sparse matrices 
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Общая постановка проблемы 

Стренг [Стренг, 1980] подчеркивает: «Линейная алгебра, в отличие от анализа, связана с 
решением только уравнений и не имеет дело с неравенствами. Это всегда казалось очевидным, 
но в конце концов я понял, что линейное программирование представляет собой контрпример: 
оно связано с неравенствами, но, безусловно, является частью линейной алгебры».  

То же самое справедливо и в отношении ньютоновских методов. Это означает, что появ-
ление, например, более эффективных стратегий выбора ведущей строки и ведущего столбца 
в процедуре задания направления спуска в ньютоновских методах приводит и к увеличению 
эффективности основного алгоритма численной линейной алгебры — исключению с частич-
ным или полным выбором ведущего элемента и наоборот. Поэтому в [Свириденко, 2015] стра-
тегии выбора ведущего элемента исследовались средствами линейной алгебры на примере ре-
шения системы 

 aAx  , (1) 
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где nnRA  , nRa , nR  обозначает n-мерное евклидово пространство. А применение полу-
ченных результатов на данном этапе развития подхода Гилла и Мюррея к построению ньюто-
новских методов безусловной оптимизации, основанных на разложении Холесского, ограничи-
валось только степенью усложнения вычислительной схемы расчета факторов модифициро-
ванного разложения Холесского, обсуждаемой в [Зеленков и др., 2013].  

Системы вида (1) с плохо обусловленными матрицами принято называть неустойчивыми 
или плохо обусловленными [Воеводин, 1977; Воеводин и др., 1984; Ортега и др., 1986; Самар-
ский и др., 1969; Фаддеев и др., 1963; Форсайт и др., 1969]. В целом они характеризуются тем, 
что незначительное изменение условий счета может привести к недопустимо большим ошиб-
кам в решении. 

Матрица Гильберта (2) — классический пример плохо обусловленной матрицы; с увели-
чением n  эти матрицы становятся все более плохо обусловленными. Насколько плоха обу-
словленность этих матриц, можно проиллюстрировать следующим примером. При n 6: 

A 1,62,
 

1A 924000, число обусловленности )(A 14968800 [Ортега и др., 1986; Фор-

сайт и др., 1969]. Здесь A  — евклидова норма матрицы A .  

В [Отаров и др., 2010] приведен один из случаев, в которых матрицы Гильберта появляют-
ся на практике. Там же отмечено, что отличительной чертой неустойчивых систем являются 
недопустимо большие ошибки в решении, появляющиеся из-за влияния ошибок округления, 
возникающих в процессе вычислений, или из-за влияния ошибок входных данных. Поэтому 
сложность построения методов решения неустойчивых систем заключается в том, что при их 
построении приходится учитывать много различных факторов. При этом особое значение при-
обретает исследование поведения метода в условиях влияния ошибок округления и возмуще-
ния входных данных.  

Малая практическая ценность многих численных методов решения систем вида (1) с плохо 
обусловленными матрицами объясняется тем, что эти методы в реальных условиях ведут себя 
совсем иначе, чем в случае точных вычислений. Вопросам устойчивости не отводилась столь 
первостепенная роль, как в численной алгебре «средних размеров», а основное внимание уде-
лялось решению задачи максимального порядка при данных возможностях вычислительной 
машины, быть может, за счет некоторой потери точности результатов. Поэтому главными объ-
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ектами исследования были: наиболее целесообразное хранение информации, заключенной 
в разреженной матрице; поддержание наибольшей степени ее разреженности на всех этапах 
вычислительного процесса. Таким образом, разработка эффективных численных методов ре-
шения неустойчивых систем относится к актуальным проблемам вычислительной математи-
ки [Воеводин, 1977; Воеводин и др., 1984; Ортега и др., 1986; Самарский и др., 1969].  

Икрамов в предисловии к [Писсанецки, 1988] отметил по меньшей мере два момента, ко-
торые усложняют построение вычислительных схем метода Гаусса по сравнению с системами 
симметричными и знакоопределенными: различие схем хранения и проблема роста элементов. 
Для знакоопределенных систем наиболее подходящую (в смысле сохранения разреженности) 
последовательность исключения можно определить, не зная числовых значений элементов мат-
рицы и оперируя только с ее графом. Найдя эту последовательность, выяснив, где появятся но-
вые ненулевые элементы (так называемое заполнение), и зарезервировав для них место, реаль-
ное исключение можно проводить при статичной форме хранения. В несимметричном случае 
для достижения численной устойчивости приходится накладывать ограничения на относитель-
ную величину главных элементов. В результате априорный выбор порядка исключения стано-
вится невозможным, что заставляет обращаться к динамическим структурам. Качество вычис-
ляемого решения может пострадать, если в процессе исключения некоторые элементы матрицы 
сильно возрастают по сравнению с уровнем элементов исходной системы. Для положительно-
определенной матрицы роста элементов не происходит, какова бы ни была последовательность 
исключения. В несимметричном случае (и в особенности для разреженных матриц, где требо-
вания к величине главного не так строги) контроль роста необходим. Таким образом, разработ-
ка эффективных численных методов решения несимметричных систем относится к актуальным 
проблемам вычислительной математики.  

Целью данной работы является развитие работы [Свириденко, 2015] — разработка численно 
устойчивых прямых мультипликативных алгоритмов решения несимметричных линейных сис-
тем, учитывающих разреженность матриц, представленных в упакованном виде, а также рас-
смотрение формата хранения разреженных матриц, допускающего возможность параллельного 
выполнения любых матричных или матрично-векторных операций без распаковывания.  

В данной работе среди множества определений разреженной матрицы принято то, которое 
утверждает, что приписывание матрице свойства разреженности эквивалентно утверждению 
о существовании алгоритма, который, используя ее разреженность, приводит к сокращению 
временной и емкостной сложности реализации по сравнению со стандартными алгоритмами 
[Писсанецки, 1988; Григорьева и др., 2011; Дмитриева, 2014].  

Подход к реализации поставленной цели состоит в следующем. 
 Два варианта алгоритма решения линейных систем, предложенные в [Свириденко, 2015], 

могут быть применены и для решения систем с плохо обусловленными матрицами коэф-
фициентов. Варианты определяются стратегией выбора ведущего элемента: частичного 
(здесь и далее — счв) и полного (здесь и далее — спв). В основе счв  лежит интеграция 
техники линейного программирования (здесь и далее — ЛП) для выбора ведущей строки, 
а в основе спв — интеграция техники ЛП для выбора ведущей строки и ведущего столбца. 
Последнее предполагает, что решение системы определяется решением задачи оптимиза-
ции, причем в рамках одной процедуры производится и выбор ведущего элемента, и ис-
ключение элементов по правилам алгоритма ЛП [Хакимова и др., 2010; Свириденко, 2015]. 
Следует отметить, что

 
счв , как аппроксимация спв , дает возможность не только исполь-

зовать перестановки строк и столбцов, но и существенно упростить построение вычисли-
тельной схемы алгоритма решения линейных систем, быть может за счет некоторой поте-
ри точности результатов. 

 Прямые мультипликативные методы решения систем линейных уравнений являются наи-
более приспособленными для решения задач большого размера на ЭВМ: разреженные 
матрицы системы позволяют получать мультипликаторы, главные строки которых также 
разрежены, а операция умножения вектора-строки на мультипликатор по трудоемкости 
пропорциональна числу ненулевых элементов этого мультипликатора. 
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1. Феноменология подхода 

В [Свириденко, 2015] предложен метод решения линейных систем, который может быть 
применен и для решения систем с плохо обусловленными матрицами коэффициентов, причем 
выбор варианта алгоритма определяется стратегией выбора ведущего элемента. Стратегия пол-
ного выбора ведущего элемента (спв) на примере плохо обусловленной системы (1) обсуждает-
ся ниже.  

Опишем феноменологию прямого мультипликативного метода на примере решения сис-
темы вида (1). Такой подход к построению вычислительных схем применяли, например, Пар-
летт [Парлетт, 1983], Стренг [Стренг, 1980], Гилл и Мюррей [Гилл и др., 1985], Отаров [Отаров 
и др., 2010], Черноруцкий [Черноруцкий, 2011; Черноруцкий, 2012; Черноруцкий, 2013], Вер-
жбицкий [Вержбицкий, 2005], Цыганков [Цыганков, 2001]. 

Пример 1.1. Решить систему [Вержбицкий, 2005]: 
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Вариант алгоритма определим следующим правилом выбора ведущего элемента: kji  , 

где i , j  — номера ведущей строки и ведущего столбца на k-ом шаге исключения переменных. 
Такой вариант лежит в основе построения вычислительных схем прямых мультипликативных 
методов с перестановками строк и столбцов. 
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E ; 

пересчитать элементы уравнения связи 011  xaa : 

  111
1
15432

1
1

1
11 ,

1
aaxxxxxexx T   , 

21 215 xx  . 

   Шаг 2 (исключение). Положить 2 ji , сформировать уравнение связи 022  xaa : 

    05432
2

52
2

42
2

32
2

22
2
2

Txxxxaaaaa   

  02816, 32
1
12

2
52

2
42

2
32

2
22

1
1122

2
2 1

  xxEaaaaaxaaa ; 

вычислить главную строку 2
12

e  мультипликатора 2
12

E  для исключения 2x : 

   5,4,3, 2
22

2
2

2
1

2
51

2
41

2
31

2
1 22222

 jaaeeeee jj , 
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









































1

1

1

41

1

1

1

2
51

2
41

2
31

2
1

222

2

eee

E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

  32
2

22
2
2

2
2543

2
1

2
22 412,

2
xxaaxxxxexx T   . 

   Шаг 3 (исключение). Положить 3 ji , сформировать уравнение связи 033  xaa : 

    0543
3

53
3

43
3

33
3
3

Txxxaaaa  

  04168, 43
2
1

1
13

3
53

3
43

3
33

2
223

1
1133

3
3 21

  xxEEaaaaxaxaaa ; 

вычислить главную строку 3
13

e  мультипликатора 3
13

E  для исключения 3x : 

   5,4, 3
33

3
3

3
1

3
51

3
41

3
1 3333

 jaaeeee jj , 



































1

1

41

1

1

3
51

3
41

3
1

33

3

ee

E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

  43
3

33
3
3

3
354

3
1

3
33 4121,

3
xxaaxxxexx T   . 

   Шаг 4 (исключение). Положить 4 ji , сформировать уравнение связи 044  xaa : 

    054
4

54
4

44
4
4

Txxaaa  

  0816, 54
3
1

2
1

1
14

4
54

4
44

3
334

2
224

1
1144

4
4 321

  xxEEEaaaxaxaxaaa ; 

вычислить главную строку 4
14

e  мультипликатора 4
14

E  для исключения 4x : 

4
44

4
54

4
51

4
1 44

aaee  , 




















1

21

1

4
514

1
4

4

e
E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

54
4

44
4
4

4
45

4
51

4
44 21,

4
xxaaxxexx  . 

   Шаг 5 (исключение). Положить 5 ji , сформировать уравнение связи 055  xaa : 

 05
5

55
5
5 xaa  

0416, 5
4
1

3
1

2
1

1
15

5
55

4
445

3
335

2
225

1
1155

5
5 4321

  xEEEEaaxaxaxaxaaa ; 

вычислить решение:  

 Tx 42024*  . 
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Для трехдиагональных ленточных матриц вида (1.1) главные строки мультипликаторов 
содержат один ненулевой элемент, поэтому на итерации k  не требуется выполнения этапа ми-
нимизации заполнения — исключения ненулевого элемента из всех главных строк мультипли-
каторов, полученных на предыдущих итерациях. 

Решение системы уравнений прямым мультипликативным алгоритмом — это, как и реше-
ние с помощью LU-разложения, просто другая схема реализации метода исключения Гаусса, 
причем изменения в позиции очередной обрабатываемой строки матрицы не вносятся, что по-
зволяет использовать статические форматы хранения данных. 

Минимизация заполнения главных строк мультипликаторов остается основной задачей, 
так как возможность такой минимизации заложена в самой структуре прямых методов. Каждый 
из них допускает выбор ведущей строки и ведущего столбца. Каждому такому выбору соответ-
ствует свое значение последующего заполнения, быть может за счет некоторой потери точно-
сти результатов. Поэтому такие подходы к минимизации заполнения в данной работе не рас-
сматриваются, так как возможность минимизации заполнения главных строк мультипликаторов 
без потери точности результатов заложена в самой структуре прямых мультипликативных ме-
тодов. Опишем феноменологию минимизации заполнения главных строк мультипликаторов на 
примере решения системы вида (1). 

Пример 1.2. Решить систему [Вержбицкий, 2005]: 

 

























3

6

7

8

a , 



























33

944

34138

4816

A . (1.2) 

Вариант алгоритма определим правилом выбора ведущего элемента: kji  . 

   Шаг 1 (инициализация). Положить 1 ji , вычислить главную строку 1
11

e  мультипликато-

ра 1
11

E  для исключения 1x : 

   4,3,2, 111
1
1

1
41

1
31

1
21

1
1 1111

 jaaeeeee jj , 











































1

1

1

4121

1

1

1

1
41

1
31

1
21

1
1

111

1

eee

E ; 

пересчитать элементы уравнения связи 011  xaa : 

  321111
1
1432

1
1

1
11 412121,

1
xxxaaxxxxexx T   . 

   Шаг 2 (исключение). Положить 2 ji , сформировать уравнение связи 022  xaa : 

   0432
2

42
2

32
2

22
2
2  Txxxaaaa ,    

1
12

2
42

2
32

2
22

1
1122

2
2 1

, Eaaaaxaaa  

03693 432  xxx ; 

вычислить главную строку 2
12

e  мультипликатора 2
12

E  для исключения 2x : 

   4,3, 2
22

2
2

2
1

2
41

2
31

2
1 2222

 jaaeeee jj , 
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

































1

1

3132

1

1

2
41

2
31

2
1

22

2

ee

E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

  432
2

22
2
2

2
243

2
1

2
22 313231,

2
xxxaaxxxexx T   ; 

исключить 2x  из уравнения связи, пересчитанного на предыдущем шаге (минимизация запол-

нения главной строки мультипликатора 1
11

E ): 

  431
2
1

1
1

1
1

1
21

2
2

1
1

2
143

1
1

2
11 6112731,,

21212
xxxEeeexxxxxexx T   , 





















1

1

1

61127

1
12

E . 

   Шаг 3 (исключение). Положить 3 ji , сформировать уравнение связи 033  xaa : 

    043
3

43
3

33
3
3

Txxaaa  

  ;0246, 43
2
1

1
13

3
43

3
33

2
223

1
1133

3
3 22

  xxEEaaaxaxaaa  

вычислить главную строку мультипликатора 3
13

E  для исключения 3x : 

3
33

3
43

3
41

3
1 33

aaee  , 




















1

21

1

3
413

1
3

3

e
E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

43
3

33
3
3

3
34

3
41

3
33 2123,

3
xxaaxxexx  ; 

исключить 3x  из уравнений связи, пересчитанных на предыдущих шагах (минимизация запол-

нения главных строк мультипликаторов 1
12

E , 2
12

E ): 

41
3
1

1
1

1
41

1
31

3
3

2
1

3
14

1
41

3
11 42112413,,

32323
xxEeeexxxxexx   , 

42
3
1

2
1

2
41

2
31

3
3

2
2

3
24

2
41

3
22 3234,,

32323
xxEeeexxxxexx   , 





















1

1

1

2411

1
13

E , 

















1

1

32
2
13

E . 

   Шаг 4 (исключение). Положить 4 ji , сформировать уравнение связи 044  xaa : 

01,,0 4
3
1

2
1

1
14

4
44

3
334

2
224

1
1114

4
44

4
44

4
4 333

  xEEEaaxaxaxaaaxaa ; 

вычислить решение:  

 Tx 1221*  . 
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Замечания к разделу 1. Разреженные матрицы встречаются при решении многих важных 
практических задач: структурного анализа, в теории графов, теории электрических сетей 
и энергосистем распределения энергии [Тьюарсон, 1977], при численном решении дифферен-
циальных уравнений, математической физики, строительной механики, механики конструкций 
летательных и иных аппаратов; при прогнозировании метеорологических и гидрогеологиче-
ских процессов [Брумштейн, 2004]; при обеспечении работы графических процессоров 
[Dehnavi et al., 2010], а также при изучении статического равновесия физических, технических, 
биологических, производственно-экономических и других типов систем [Солнцева и др., 2013].  

Вопросами, связанными с разреженными матрицами произвольной структуры, занимаются 
главным образом математики прикладных дисциплин, а также специалисты других областей 
численного анализа, например области математического программирования, линейного 
и нелинейного. Так как многие задачи для разреженных матриц естественным образом фор-
мулируются на языке теории графов, то исследованиями занимаются и специалисты в этой 
области. 

Можно отметить следующие особенности полученных до настоящего времени результа-
тов, обуславливающие актуальность данной работы:  
 не делалось серьезных попыток создать прямые мультипликативные алгоритмы решения 

системы линейных уравнений и задач ЛП, рассчитанные именно на разреженные матрицы;  
 не делалось серьезных попыток создать прямые мультипликативные алгоритмы решения 

системы линейных уравнений для построения ньютоновских методов оптимизации с раз-
реженными матрицами вторых производных [Черноруцкий, 2011; Черноруцкий, 2013]; 

 до сих пор считается, что вполне достаточно найти разумную модификацию существую-
щих прямых методов решения линейных систем, большинство которых основано на при-
ведении матрицы системы к одной из более простых форм — диагональной, треугольной 
и так далее; каждая из этих форм характеризуется наличием большого количества нулей, 
расположенных в заранее определенных позициях; прямой метод представляет собой по-
следовательность шагов, на каждом из которых получают нули в нужных позициях оче-
редного обрабатываемого столбца матрицы; при этом сохраняются нули, полученные ра-
нее в предыдущих столбцах; однако операция по получению нулей, вообще говоря, приво-
дит к появлению новых ненулевых элементов в еще не приведенной части матрицы, к ее 
заполнению; поэтому минимизация этого заполнения остается основной задачей, так как 
возможность такой минимизации заложена в самой структуре прямых методов [Тьюарсон, 
1977]; каждый из них допускает выбор для проведения очередного шага любого из еще не 
обработанных строк и (или) любого из оставшихся столбцов; каждому такому выбору со-
ответствует свое значение последующего заполнения. 

2. Методы решения разреженных систем линейных уравнений 

Большинство методов решения систем уравнений можно разделить на два класса:  
 итерационные методы, позволяющие найти приближенное решение системы с заданной 

точностью;  
 прямые методы, вычисляющие решение за конечное число арифметических операций.  

Преимущество итерационных методов заключается в минимальных затратах по использо-
ванию памяти. Основной недостаток состоит в том, что число итераций существенно зависит от 
числа обусловленности исходной матрицы. 

Среди итерационных методов можно выделить [Кундас, 2010]: 
 метод последовательных приближений; 
 метод простой итерации — метод Якоби; 
 одношаговый циклический процесс — метод Зейделя; 
 метод Гаусса–Зейделя; 
 метод последовательной релаксации; 
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 метод минимальных невязок; 
 метод сопряженных градиентов и другие. 

Существуют различные подходы к построению итерационных методов, большинство из 
них — это проекционные методы, а также методы, основанные на подпространстве Крылова 
(например, GMRES, CG, BCG). Кроме того, значимым направлением в развитии итерационных 
методов является техника построения предобусловливающих матриц, например методы ILU  
и Multigrid. Следует отметить, что метод Multigrid был предложен Федоренко и Бахваловым 
и под названием «многосеточный метод» [Bakhvalov, 1996; Fedorenko, 1962]. Наиболее полный 
обзор итерационных методов приведен в работах [Saad et al., 2000; Saad, 2003]. 

Прямые методы, в отличие от итерационных, дают решение с заранее известным числом 
арифметических операций и эффективны для решения системы уравнений со многими правы-
ми частями. Указанные методы основаны на разложении (факторизации) матрицы на множите-
ли (чаще всего LU-разложение). Однако они более требовательны к памяти и к временны́м ре-
сурсам, так как в процессе факторизации теряется свойство разреженности, а факторы L  и U  
содержат на несколько порядков больше ненулевых элементов, чем исходная матрица. 
К примеру [Соловьев, 2014], для двумерной задачи дискретизации методами конечных разно-

стей элементов на сетке размером nn  с общим числом неизвестных  2nON   число ненуле-

вых элементов в матрице равно  nO , а в соответствующих ей множителях  UL  уже  23nO . 

Для трехмерных задач на сетке nnn   с общим числом неизвестных  3nON   число ненуле-

вых элементов составляет соответственно  nO  и  35nO , а число операций —  37nO . Эффек-
тивность прямых методов может быть повышена путем применения алгоритмов параллельных 
и вложенных сечений, уменьшающих это заполнение [George et al., 1984; Karypis et al., 1998]. 
В результате для двумерной задачи заполняемость  UL -факторов уменьшается до  NNO 2log , 

а число арифметических операций — до  23nO . Для трехмерных задач имеем соответствен-

но  34nO  и  2nO , что непозволительно много для практических задач. 
Для дальнейшего повышения эффективности прямых методов в последнее время развива-

ется техника аппроксимации обратной матрицы, а также факторов L  и U  блочно-мало-
ранговой структурой [Соловьев, 2014]. Пионерами в области построения блочно-малоранговых 
аппроксимаций являются российские ученые, в частности Тыртышников [Goreinov et al., 1997; 
Tyrtyshnikov, 1996]. Для хранения аппроксимированных матриц Хакбушем была предложена 
HSS-структура, а также HSS-арифметика для работы с ними [Hackbusch, 1999; Bebendorf et al., 
2003]. Кроме того, для ряда задач доказано, что множители L  и U  имеют блочную структуру 
со свойствами малого ранга для внедиагональных блоков [Chandrasekaran et al., 2010]. После 
применения указанной техники малоранговой/HSS аппроксимации для двумерных задач размер 
памяти для хранения  UL -факторов равен  nO , число операций для построения множителей 

также равно  nO . Для трехмерных задач размер памяти, число операций —  34nO  [Xia, 2013]. 
Применение указанной техники в прямых методах широко используется в последнее вре-
мя [Borne et al., 2007; Xia, 2012; Xia, London, 2012]. 

Решение на основе метода Гаусса. Наиболее известная форма гауссова исключения та, 
в которой система (1.1) приводится к верхнетреугольному виду путем вычитания одних урав-
нений, умноженных на подходящие числа, из других уравнений; полученная треугольная сис-
тема решается с помощью обратной подстановки. Математически это эквивалентно тому, что 
сначала строится разложение LUA   (этап LU -факторизации), где L  — нижнетреугольная 
матрица с единицами на главной диагонали ( L -фактор), а U  — верхнетреугольная матрица (U-
фактор). Затем треугольные системы aLy   и yUx   решаются прямой и обратной подстанов-

ками (второй этап). Следует отметить, что построение разложения LU  требует  3nO  арифме-

тических операций, что значительно больше по сравнению со вторым этапом:  2nO  операций. 
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Если A  — симметричная знаконеопределенная матрица, то часто используемой альтерна-
тивой гауссову исключению является TLDLA  -разложение, где L  — нижнетреугольная мат-
рица с единицами на главной диагонали, а D  — диагональная матрица. Чтобы завершить ре-
шение линейной системы aAx  , надо выполнить прямую и обратную подстановки, а также 

решить систему с диагональной матрицей D : aLz  , zDy  , yxLT  . 
Кроме того, следует отметить распространенный случай, когда A  — симметричная поло-

жительно-определенная матрица. Тогда применяется разложение Холесского TLLA   с нижне-

треугольной матрицей L . Прямая и обратная подстановки будут иметь вид aLy  , yxLT  . 
Следует отметить, что для решения знаконеопределенных систем принцип работы алго-

ритма остается прежним, а в реализации добавляется техника выбора ведущего элемента [Со-
ловьев, 2014]. 

Рассмотрим пути увеличения эффективности гауссова исключения, предложенные Со-
ловьевым [Соловьев, 2014], для решения двух- и трехмерных задач математической физики. 
Матрицы, получаемые в результате дискретизации дифференциальных уравнений в частных 
производных как для двух-, так и для трехмерных задач, содержат большое количество нуле-
вых элементов. Поэтому имеет смысл рассмотреть структуру матрицы, то есть информацию 
о том, в каких позициях матрицы хранятся ненулевые элементы. 

В качестве ключевого момента в понимании особенностей таких матриц является решение 
двумерных краевых задач для дифференциальных уравнений второго порядка на примере 
уравнения Гельмгольца (в частности, Лапласа). Рассматривается прямоугольная расчетная об-
ласть с пятиточечной разностной аппроксимацией на прямоугольной сетке, образованной се-
мействами линий, параллельных границам исходной области 1(n  вертикальных и 2n  горизон-
тальных). Известно, что структура матрицы двумерной разностной задачи в значительной сте-
пени зависит от того, какая выбирается упорядоченность узлов сетки. Соответственно опреде-
ляются векторы неизвестных и правых частей. Наиболее простой является построчная нумера-
ция, в которой нумеруются поочередно все узлы из 1-й строки, затем из 2-й и так далее до по-
следней. Отсюда следует, что матрица A  является пятидиагональной и ее представление наи-
более наглядно в блочном трехдиагональном виде, где каждый блок, расположенный на глав-
ной диагонали, — это квадратная трехдиагональная матрица порядка 1n , а два других блока, 

расположенные на соседних диагоналях, — квадратные диагональные, тоже порядка 1n . Каж-
дая блочная строка матрицы A  соответствует уравнениям одной линии сетки, а блочный поря-
док матрицы равен 2n . 

В трехмерном случае рассматривается семиточечная разностная схема на параллелепипе-
дальной сетке, образованной вертикальными 1(n , )2n  и горизонтальными координатными 

плоскостями )( 3n . Матрица такой системы имеет порядок 321 nnn  и может быть представлена 
в блочно-трехдиагональной форме аналогично двумерному случаю. Узлы нумеруются по гори-
зонтальным плоскостям: сначала все узлы из первой плоскости (порядок нумерации аналогичен 
двумерному случаю), затем из второй и так далее до 3n . Не вдаваясь в подробности построения 
всей матрицы, следует отметить, что структура блоков, расположенных на главной диагонали, 
аналогична структуре всей матрицы для двумерного случая и имеет порядок 21nn . Блоки, рас-

положенные на соседних диагоналях, — квадратные диагональные порядка 21nn . Каждая блоч-
ная строка матрицы A соответствует уравнениям одной плоскости сетки, а блочный порядок 
матрицы равен 3n . 

Для оценки трудоемкости метода Гаусса, а также затрат по памяти для хранения данных 
считается, что число расчетных узлов по каждому направлению одинаково: 321 nnnn  . Ес-
ли же учесть свойство симметричности рассмотренных матриц, то в двумерном случае доста-
точно хранить одну главную диагональ и две кодиагонали ( nn 23 2   ненулевых элементов). 

В трехмерном — одну главную диагональ и три кодиагонали ( 23 34 nn   ненулевых элементов). 
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Несмотря на такой экономный способ хранения, после применения алгоритма факториза-
ции Холесского получаются ленточные заполненные матрицы с шириной ленты n  в двумерном 

и 2n  в трехмерном случаях. Исходя из того, что число арифметических операций для TLL -

разложения ленточной матрицы порядка m и шириной ленты k  равно  mkO 2 , а число ненуле-

вых элементов равно  kmO , получается, что число арифметических операций 1Q  и объем опе-

ративной памяти 1P  в двумерном случае приблизительно равны  4nO  и  3nO , но в трехмер-

ном —  7nO  и  5nO  соответственно. Это непозволительно много, особенно для трехмерных 

задач, так как для расчетной сетки 3100 необходимо порядка 80 GB для хранения матрицы L  
с удвоенной точностью. 

Одним из путей повышения эффективности алгоритма гауссова исключения и уменьшения 
затрат по памяти является использование алгоритмов переупорядочивания элементов исходной 
матрицы. Переупорядочивание эквивалентно умножению исходной матрицы A  слева и справа 
на соответствующую матрицу перестановок P . 

Один из наиболее эффективных алгоритмов переупорядочивания основывается на методе 
вложенных сечений (Nested Dissection method), позволяющем на порядок увеличить эффектив-
ность алгоритма гауссова исключения [Lipton et al., 1979; George, 1973]. 

Применение алгоритма вложенных сечений позволяет повысить эффективность гауссова 
исключения на порядок [Соловьев, 2014]. Если n  — общее число неизвестных, то для двумер-
ного случая объем оперативной памяти 1P  и число арифметических операций 1Q  приблизи-

тельно равны   NNO log  и  23nO , а в трехмерном —  34nO  и  2nO  соответственно 
[George, 1973]. Таким образом, в двумерном случае прямой метод на основе LU-разложения 
является конкурентоспособным с итерационными. Для трехмерных задач это до сих пор откры-
тый вопрос, и дальнейшее повышение эффективности алгоритма гауссова исключения связано 
с возможностью использования техники аппроксимации матрицами малого ранга, а также HSS-
формата применительно к плотным внедиагональным и диагональным блокам в L -множи-
телях. 

Решение на основе метода Холесского. Для симметричных положительно-определенных 
матриц факторизация выполняется методом Холесского. Для этого в большинстве случаев ис-
пользуется двухфазный подход [Лебедев и др., 2015]: вначале находится структура (портрет) 
фактора, т. е. расположение ненулевых элементов (символьное разложение), затем полученная 
структура заполняется значениями (численное разложение). Необходимо отметить, что сим-
вольная фаза выполняется гораздо быстрее численной, поэтому множество усилий исследова-
телей направлено на оптимизацию и распараллеливание численной фазы.  

Существует несколько методов выполнения численной фазы разложения Холесского. Сре-
ди них можно выделить три наиболее широко используемых на практике: ориентированный 
влево (left-looking), ориентированный вправо (right-looking) [Davis, 2006] и мультифронтальный 
(multifrontal) [Liu, 1992]. Основное отличие между ними заключается в способе формирования 
результирующего треугольного фактора, а также в способе хранения и размещения в памяти 
промежуточных результатов. Перечисленные методы показывают схожую производительность 
на различных тестовых наборах матриц, но, с точки зрения многих исследователей, мульти-
фронтальный метод является наиболее перспективным для распараллеливания [Kalinkin et al., 
2013; George et al., 2011]. 

Итерационное уточнение. Многочисленные исследования алгоритмов показывают, что 
для итерационных методов продолжительность решения задачи возрастает с увеличением раз-
мерности значительно медленнее, чем для прямых методов. Отсюда следует, что, начиная с не-
которой размерности задачи, итерационный метод становится более быстрым, чем прямой 
[Кундас, 2010]. Указанная закономерность носит общий характер [Перельмутер, 2002]. Однако 
надо отметить, что возможны случаи, когда итерационные методы не могут дать удовлетвори-
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тельное решение в связи с плохой обусловленностью матрицы [Перельмутер, 2002], а прямые 
методы при этом могут выполнить расчет за вполне приемлемое время. Из этого следует, что 
рекомендуется применение как прямых, так и итерационных методов [Кундас, 2010]. Напри-
мер, алгоритм итерационного уточнения является универсальным способом уменьшения по-
грешности вычислений [Соловьев, 2014; Отаров и др., 2010].  

Рассмотрение интеграции с одним из итерационных методов не является целью данной ра-
боты и находится в стадии исследования итерационных методов.  

Недостатки схем реализации метода Гаусса. В [Берчун и др., 2015] отмечено, что при 
программной реализации прямых методов, дающих в теории точный результат, сказываются ог-
раничения средств вычислительной техники. Прямые методы не учитывают фактора высокой 
степени разреженности исходных матриц, в процессе решения могут быть получены практически 
полностью заполненные матрицы. Как следствие, для хранения структур данных требуется объем 
оперативной памяти, который в общем случае пропорционален квадрату размерности системы 
уравнений. Для того чтобы этого избежать, применяют перестановку строк и столбцов матрицы 
до запуска самого метода решения. Например, для симметричных матриц существует алгоритм 
Катхилла–Макки (Cuthill–McKee), который позволяет привести исходную матрицу к ленточному 
виду с минимальной шириной этой ленты. Применение подобных перестановок сокращает не 
только требуемый объем памяти, но и процессорное время, необходимое для работы прямого ме-
тода решения системы уравнений. Таким образом, рассмотренные перестановки, в сочетании 
с увеличением доступных объемов оперативной памяти на современных компьютерах, расширя-
ют возможности применения прямых методов с точки зрения размерности задач. Однако это не 
исключает проблемы округлений при вычислениях в условиях ограниченной разрядной сетки 
процессора. Округления неизбежны при любых вычислениях на компьютере, но их влияние на-
прямую зависит не просто от общего числа арифметических операций, которое определяют при 
оценке вычислительной сложности алгоритма, а от числа арифметических действий, которые 
производятся с одним и тем же элементом данных. Особенно следует выделить операции сложе-
ния-вычитания, в ходе которых возможно получение большого количества неверных знаков ман-
тиссы результата, например при вычитании двух близких чисел. Для прямых методов решения 
системы уравнений характерным является вычисление очередных элементов матриц на основе 
ранее вычисленных. Например, если вычислительную сложность метода Гаусса оценивают 

как )( 3nO , то это значит, что при вычислении правого нижнего элемента матрицы в процессе 

прямого хода приходится учитывать )( 3nO ошибок округления. Для снижения влияния ошибок 
округления в ходе машинных вычислений прямые методы решения системы уравнений несколь-
ко модифицируются за счет выбора главного элемента. Однако для плохо обусловленных систем 
это не является гарантией корректности решения. Кроме того, выбор главного элемента предпо-
лагает перестановку строк и столбцов матрицы, что может вступить в противоречие с логикой 
сокращения числа ненулевых элементов, которая обсуждалась выше. 

2.1. Решение на основе прямых мультипликативных методов 

Ниже приводится детальное описание всех операций, выполняемых по ходу построения  
решения *x  системы (1) численно устойчивым прямым мультипликативным алгоритмом с пе-
рестановками.  

Если в процессе вычислений элементы становятся меньше по абсолютной величине так на-
зываемого критического значения 0 , то их предлагается приравнивать нулю.  

Вычислительная схема 2.1.1 решения системы уравнений прямым мультипликативным 
алгоритмом с перестановками 

   Шаг 0 (инициализация). Положить 

1k ,  Tx 000  ,  0
11 n nc a a  . 
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   Шаг 1 (расчет элементов k
ka , k

jka  уравнения связи). Вычислить номер r  ведущей строки:  

 nkixaa k
ii

i
r ,,max 1  

  

и поменять местами элементы r -ой и k -ой строк матриц aA, .  
Если 1k , то вычислить: 

    0T
nk

k
nk

k
kk

k
k xxaaa   

   nkkk
k

nk
k

kkk
k
k aaaaaa   ,  

и перейти к шагу 2; иначе вычислить:  

    0T
nk

k
nk

k
kk

k
k xxaaa   

 















































1

1
,

1
1

1
1

1
1

1
1

1

1
1

1

1

11

11








k

n
k

k

nk

k

k

i

i
k

k
nk

k
kk

k

j

j
jjkk

k
k

kk

kk

i

ee

ee

aEaaaxaaa . 

   Шаг 2 (анализ элементов k
ka , k

jka  уравнения связи). Если  

 njaa k
jk

k
k ,,1, 00   , 

то остановиться (проверка несовместности); если  

 njaa k
jk

k
k ,,1, 00   , 

то остановиться (проверка вырожденности). 

   Шаг 3 (расчет главной строки k
k

e 1  мультипликатора k
k

E1 ). Вычислить номер q ведущего 

столбца: 

 nkjac jr
k
j

j
q ,...,min 1   . 

Поменять местами элементы q-го и k-го столбцов матриц 0, cA , запомнить порядок неизвест-
ных. Пересчитать элементы уравнения связи: 

    nk
kk

kk xxexx
k

11  

  k
kk

k
nk

k
kk

kk
kk

k
k

k
k aaaeaax

k
..., 11   , 

























1

1

1
1

1
11

1

11



 nk

k

ee

E
k

. 

   Шаг 4 (расчет элементов kx , kc , i
k

e 1 ). Пересчитать 1kc : 

  kkk
n

k
k

k
k

Ecccc 1
1

1


   . 
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Если 1k  то вычислить решение уравнения kk axa  : 

 Tkk xx 001   

и перейти к шагу 5; иначе вычислить решение системы уравнений  kiaxa ii ,,1 : 

    
 1,,1,
1111 kiexxxxxexx i

k
k
k

i
i

k
i

T
nk

ik
ii kk

  

 001  k
k

kk xxx  , 

пересчитать i
k

e 11  (минимизация заполнения главных строк мультипликаторов): 

 1,,1111 1
  

kiEee kii
kkk

 . 

   Шаг 5 (расчет *x ). Положить 1 kk . Если nk  , то перейти к шагу 1; иначе вычислить:  

 0n
n

nn
n
n xaa  

 


1
11

1
11

n
nnnnn

n
n xaxaaa   































1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

n

i
n

n

n

n
i

n
n

nn

n

n

i e

e

aEaa


, 

  *1
1

1
1

1
1

1
1 11

xaaaaexaaexx n
nn

n
n

n
nn

n
n

n
n

n
n

n
nn

n
nn

nn
nn

 





 . 

Опишем феноменологию интеграции техники ЛП для выбора ведущей строки и ведущего 
столбца на примере решения плохо обусловленной системы. 

Пример 2.1.1. Решить систему [Отаров и др., 2010] 

 





























132

112

92

72

52

32

a , 





























11110191817161

1019181716151

918171615141

817161514131

716151413121

61514131211

A . (2.1.1) 

Плохо обусловленная система (2.1.1) была решена методом дифференциального спуска 
( дс ), который объединяет в себе основные достоинства как итерационных [Галанов, 1970], так 
и прямых методов решения систем уравнений, с сохранением десяти десятичных знаков после 
запятой [Отаров, 1987]: 

дсx1 0,0839160838, дсx2 2,9370629405, дсx3 –7,8321678531, 

дсx4 14,0979021488, дсx5 –12,5874126410, дсx6 4,3076923280. 

Для полученного решения нормированная сумма модулей невязок: 

12
6

1

1046 


 








 

i

дс
ii

дс xaa . 
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Опишем феноменологию прямого мультипликативного метода на примере решения систе-
мы (2.1.1) с точностью до десяти значащих цифр после запятой, используя стратегию полного 
выбора ведущего элемента (спв). 

   Шаг 1 (инициализация). Положить 

   Txc 000000,111917151311 00  , 

вычислить номер r  ведущей строки по формуле 

 0 0
1 1max 1,2,3,4,5,6 0,6666666666r i i

i
a a x i a a x          , 

вычислить номер q  ведущего столбца по формуле: 

  5454545454,06,5,4,3,2,1min 61
0
61

0  acjac jj
j

q . 

Положить 1i , 6j  и
 
вычислить главную строку мультипликатора 1

61
E  для исключения 6x : 

   
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
6 6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 1 1 6, 1,2,3,4,5j je e e e e e e a a j     , 



























































2,15,1236

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
56

1
46

1
36

1
26

1
16

1
6

11111

1

eeeee

E ; 

пересчитать элементы уравнения связи 011  xaa : 

    611
1
654321

1
6

1
66 111

, aaxxxxxxexx T  

543216 2,15,12364 xxxxxx  ; 

положить 

 Tx 4000001  , 

 002020202,00064935064,00181818181,01818181818,04545454545,01
6

01
1
 Ecc . 

   Шаг 2 (исключение 6x ). Вычислить номер r  ведущей строки:  

 1 1
4 4max 2,3,4,5,6 0,2222222222;r i i

i
a a x i a a x           

сформировать уравнение связи 044  xaa : 

    054321
2

54
2

44
2

34
2

34
2

14
2
4

Txxxxxaaaaaa

   
1
64

2
54

2
44

2
34

2
34

2
14

1
6644

2
4 1

, Eaaaaaaxaaa  

   0,2222222222 – 0,4166666666 1x – 0,1333333333 2x – 

– 0,0555555555 3x – 0,0238095238 4x – 0,0083333333 5x = 0; 

вычислить номер q ведущего столбца: 

 
4 4 5

1 2 1 2
5min 1,2,3,4,5 0,2424242409.

jq j
j

c a j c a      
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Положить 4i , 5j  и
 
вычислить главную строку мультипликатора 2

52
E  для исключения 5x : 

   
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
5 5 1 5 2 5 3 5 4 5 4 4 5, 1,2,3,4j je e e e e e a a j     , 



















































8571428571,26666666666,61650

1

1

1

1

1

1

1

1

2
45

2
35

2
25

2
15

2
5

2222

2

eeee

E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

   
2

54
2
4

2
54321

2
5

2
55 ,

2
aaxxxxxexx T  

5x = 26,6666666666 – 50 1x  – 16 2x  – 6,6666666666 3x  – 2,8571428571 4x . 

Исключить 5x  из уравнения связи, пересчитанного на предыдущем шаге (минимизация запол-

нения главной строки мультипликатора 1
61

E ): 

1
56

2
5

1
6

2
6 1

exxx  ,  
2
5

1
6

1
6 212

Eee  

6x = –28 + 54 1x  + 16,2 2x  + 5,9999999999 3x  + 1,9285714285 4x , 





























09285714285,19999999999,52,1654

1

1

1

1

1

1
62

E . 

Положить 

 Tx 286666666666,2600002  , 

 0007215006,00047138047,01494949498,03535353545,02
5

12
2
 Ecc . 

   Шаг 3 (исключение 5x ,
 6x ). Вычислить номер ведущей строки:  

 2 2
2 2max 2,3,5,6 0,0444444444r i i

i
a a x i a a x          , 

сформировать уравнение связи 022  xaa : 

    04321
3

42
3

32
3

22
3

12
3
2

Txxxxaaaaa

   
2
5

1
62

3
42

3
32

3
22

3
12

2
662

2
5522

3
2 22

, EEaaaaaxaxaaa  

  0,0444444444 – 0,1190476190 1x – 0,0190476190 2x – 0,0039682539 3x – 0,0006802721 4x = 0, 
вычислить номер q ведущего столбца: 

 2 3 2 3
2 4 2 4min 1,2,3,4 1,0606058957.q j j

j
c a j c a      

Положить 2i , 4j  и
 
вычислить главную строку мультипликатора 3

43
E  для исключения 4x : 

   
3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3
4 4 1 4 2 4 3 4 2 2 4, 1,2,3j je e e e e a a j     , 



А. Б. Свириденко 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

850 













































8333333088,50000002940,280000022750,175

1

1

1

1

1

1

3
34

3
24

3
14

3
4

333

3

eee

E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

   
3

42
3
2

3
4321

3
4

3
44 ,

3
aaxxxxexx T  

4x = 65,3333341173 – 175,0000022750 1x  – 28,0000002940 2x  – 5,8333333088 3x . 

Исключить 4x  из уравнений связи, пересчитанных на предыдущих шагах (минимизация запол-

нения главных строк мультипликаторов 1
62

E , 2
52

E ): 

6x = 98,0000015072 – 283,5000043750 1x  – 37,8000005650 2x  – 5,2499999523 3x , 































002499999523,58000005650,375000043750,283

1

1

1

1

1

1
63

E , 

5x = –160,0000022371 + 450,0000064925 1x  + 64,0000008388 2x  + 9,9999999297 3x , 

























09999999297,90000008388,640000064925,450

1

1

1

1

2
53

E . 

Положить 

 Tx 07298,00000152371160,00000217365,33333410003  , 

 0005050547,01292929495,02272728528,03
4

23
3
 Ecc . 

   Шаг 4 (исключение 4x ,
 5x ,

 6x ). Вычислить номер ведущей строки:  

 3 3
6 6max 3,5,6 0,0145040149;r i i

i
a a x i a a x           

сформировать уравнение связи 066  xaa : 

    0321
4

36
4

26
4

16
4
6

Txxxaaaa

   
3
4

2
5

1
66

4
36

4
26

4
16

3
666

3
556

3
4466

4
6 333

, EEEaaaaxaxaxaaa  

   0,0145040149 – 0,0505050517 1x – 0,0046176047 2x – 0,0004208753 3x = 0; 

вычислить номер q ведущего столбца: 

 3 4 3 4
2 3 2 3min 1,2,3 1,2000103118.q j j

j
c a j c a      
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Положить 6i , 3j  и
 
вычислить главную строку мультипликатора 4

34
E  для исключения 3x : 

   
4 4 4 4

4 4 4 4 4 4
3 3 1 3 2 3 6 6 3, 1,2j je e e e a a j     , 





































18110,97143193032120,000037

1

1

1

1

4
23

4
13

4
3

44

4

ee

E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

   
4

36
4
6

4
321

4
3

4
33 ,

4
aaxxxexx T  

3x = 34,4615492997 – 120,0000373032 1x  – 10,9714319181 2x . 

Исключить 3x  из уравнений связи, пересчитанных на предыдущих шагах (минимизация запол-

нения главных строк мультипликаторов 1
63

E , 2
53

E , 3
43

E ): 

6x = –82,9231306724 + 346,5001857427 1x  + 19,8000164816 2x , 





























00081619,80001647427346,500185

1

1

1

1

1

1
64

E , 

5x = 184,6154883372 – 750,0003581034 1x  – 45,7143175709 2x , 



























0070945,71431751034750,000358

1

1

1

1

2
54

E , 

4x = –135,6923692854 + 525,0002123829 1x  + 36,0000189590 2x , 





















059036,00001893829525,000212

1

1

1

3
44

E . 

Положить  

 Tx 72482,9231306 3372184,6154882854135,69236999734,4615492004  , 

 1237517762,01666662699,04
3

34
4
 Ecc . 

   Шаг 5 (исключение 3x ,
 4x ,

 5x ,
 6x ). Вычислить номер ведущей строки:  

 4 4
3 3max 3,5 0,0005494496;r i i

i
a a x i a a x           

сформировать уравнение связи 033  xaa : 

    021
5

23
5

13
5
3

Txxaaa  
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   
4
3

3
4

2
5

1
63

5
23

5
13

4
663

4
553

4
443

4
3333

5
3 4444

, EEEEaaaxaxaxaxaaa  

  –0,0005494496 + 0,0029761871 1x + 0,0001020402 2x
 
= 0; 

вычислить номер q ведущего столбца: 

 4 5 4 5
3 1 3 1min 1,2 55,9999302127.q j j

j
c a j c a      

Положить 3i , 1j  и
 
вычислить главную строку мультипликатора 5

15
E  для исключения 1x : 

5
13

5
23

5
11

5
1 55

aaee  , 




















1

0342855460,0

1

5
115

1
5

5

e
E ; 

пересчитать элементы уравнения связи: 

21
5

13
5
3

5
12

5
11

5
11 0342855460,01846152750,0,

5
xxaaxxexx  . 

Исключить 1x  из уравнений связи, пересчитанных на предыдущих шагах (минимизация запол-

нения главных строк мультипликаторов 1
64

E , 2
54

E , 3
44

E , 4
34

E ): 

6x = –18,9539035939 + 7,9200684243 2x , 





























000437,920068420

1

1

1

1

1

1
65

E , 

5x = 46,1539659758 – 20,0001457931 2x , 



























0093120,00014570

1

1

1

1

2
55

E , 

4x = – 38,7693107012 + 18,0001000273 2x , 





















027318,00010000

1

1

1

3
45

E , 

3x = 12,3077094129 – 6,8571651191 2x , 




















916,857165110

1

1
4
35

E . 
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Положить 

5
1x  0,1846152750, 5

2x  0, 5
3x  12,3077094129, 

5
4x  – 38,7693107012, 5

5x  46,1539659758, 5
6x  – 18,9539035939. 

   Шаг 6 (исключение 1x ,
 3x ,

 4x ,
 5x ,

 6x ). Сформировать уравнение связи 055  xaa : 

 02
6

25
6
5 xaa  

5
1

4
3

3
4

2
5

1
65

6
25

5
665

5
555

5
445

5
335

5
1155

5
5 55555

, EEEEEaaxaxaxaxaxaaa  

  00000045351,00000133197,0 2  x . 

Вычислить решение:  

спвx1  0,0839177849, спвx2  2,9370245419, спвx3  –7,8319528297, 

спвx4  14,0974248356, спвx5  –12,5869530601, спвx6  4,3075317417. 

Для полученного решения нормированная сумма модулей невязок: 

1210
6

1

104,1036 


 








  дсспв

i

спв
ii

спв xaa  . 

2.2. Формат хранения разреженных матриц 

Эффективность прямого мультипликативного метода решения линейных систем зависит от 
эффективной реализации матричных или матрично-векторных операций, отличительной осо-
бенностью которых является, как правило, большая размерность и разреженность. Дмитриевой 
[Дмитриева, 2014] предложен формат хранения разреженных матриц, преимущество которого 
состоит в возможности параллельного выполнения любых матричных операций без распаковы-
вания, что значительно сокращает время выполнения операций и объем занимаемой памяти.  

}8,1{},6,3{3

}3,2{2

}8,5{},4,3{},2,1{1

0010300000

0000000200

0050003010

3

2

1

10987654321

Строка

Строка

Строка

A

















 

Рис. 2.2.1. Представление матрицы в формате Дмитриевой 

Формат Дмитриевой, схема хранения данных в котором изображена на рис. 2.2.1, — аль-
тернатива известному и наиболее часто используемому формату хранения разреженных матриц 
RR(C)O (row — wise representation complete and ordered) [Писсанецки, 1988; Davis, 2006].  

Все ненулевые элементы исходной разреженной матрицы сохраняются в одном массиве. 
Каждый элемент массива представляет, в свою очередь, двухэлементный вектор, первый эле-
мент которого содержит ненулевое значение исходной матрицы, второй — номер столбца ис-
ходной матрицы, в котором он находился. Номер строки каждого элемента нового массива со-
ответствует номеру той строки, в которой он находился в исходной матрице. 

Согласно алгоритму, приведенному в [Писсанецки, 1988], для упаковки разреженной матри-
цы в формат RR(C)O нужно осуществить подсчет количества ненулевых элементов, при этом для 
матрицы nn  c количеством ненулевых элементов z  нужно выполнить nn  сравнений, 

nnz   операций сложения и непосредственную упаковку матрицы. Это действие требует nn  
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операций сравнения, zn 2  операций переприсваивания, nnz 2  операций сложения. Для 
представления разреженной матрицы в формате Дмитриевой нужно создать маску нового масси-
ва, для чего выполнить nn  сравнений, nnz 2  сложений, n2  присвоений, и осуществить 
упаковку матрицы, на которую потребуется nn  сравнений, nnz 2  сложений, n2  присвое-
ний. Исходя из приведенных данных, видно, что второй этап для создания упаковочного формата 
Дмитриевой требует меньше операций, что приводит к снижению временны́х затрат на подгото-
вительный этап. Данные выводы подкрепляются практическими результатами [Дмитриева, 2014]. 

Итак, с ростом мерности матрицы время, необходимое на ее упаковку, растет, однако уже 
на этом этапе использование формата Дмитриевой дает преимущество во времени, тем больше, 
чем больше размерность матрицы. Затраты времени на упаковку матрицы в специальные фор-
маты зависят от степени разреженности матрицы, поэтому при фиксированной размерности 
данные затраты можно считать постоянными. 

Выигрыш времени прямо зависит от степени разреженности матрицы исходной системы. 
Сокращение количества выполняемых операций происходит за счет невыполнения операций 
с нулевыми элементами, а сокращение объема памяти — за счет хранения только отличных от 
нуля элементов и информации об их расположении.         

Замечания к разделу 2. Подходы к решению задач линейной алгебры, симметричных по-
ложительно-определенных систем и несимметричных систем с квадратными матрицами можно 
найти в [Николаев, 1986; Николаев и др., 1988; Воеводин, 1977; Воеводин и др., 1984; Эстербю 
и др., 1987; Писсанецки, 1988; Фиалко, 2009; Фиалко, 2013]. 

Описание системы компьютерной алгебры в рамках среды ParJava для использования па-
раллельных вычислительных систем можно найти в [Малашонок и др., 2004]. Приводится опи-
сание применения метода анализа профилей параллельной программы, позволяющего работать 
с иерархическим представлением численных характеристик. Описываются разработанные про-
граммы компьютерной алгебры и результаты модельных расчетов, проводимых на класте-
ре ИСП РАН. 

Алгоритмы символьной факторизации, вложенных сечений и левосторонний метод Холес-
ского для работы с разреженными матрицами можно найти в [Малашонок и др., 2015].  

Симплекс-метод решения задач линейного программирования, использующий мультипли-
кативное представление обратной базисной матрицы, как алгоритм решения системы уравне-
ний, математически привлекателен, но уязвим в вычислительном отношении. В качестве при-
мера рассмотрим систему, состоящую из одного уравнения: 217 x . Лучший способ решения 
этой системы — деление: ,3721 x  а использование обратной матрицы приводит к вычис-

лению:   2,99997,217 1  x  которое требует больше арифметических операций и дает менее 
точный результат. Все сказанное справедливо и для систем со многими уравнениями. Лишние 
действия — главная причина, по которой в данной работе основное внимание уделяется пря-
мым мультипликативным методам решения систем, а не способам представления обратной ба-
зисной матрицы.  

Следует отметить, что в симплекс-методе большое внимание уделяется способу представ-
ления обратной базисной матрицы и среди таких представлений важное место занимает муль-
типликативное представление, в котором эта обратная матрица записывается в факторизован-
ном виде — как произведение матриц-мультипликаторов. Это представление было использова-
но еще Зойтендейком [Zoutendijk, 1963], а затем подробно описано Лэсдоном [Lasdon, 1975] со 
ссылкой на статью Ларсена [Larsen, 1962]. В 1962 появился отчет Смита и Орчард-Хейса об 
экспериментах с программной реализацией метода [Smith et al., 1963]. 

Заключение  

Разработан подход к построению численно устойчивых прямых мультипликативных мето-
дов решения систем линейных уравнений, учитывающих разреженность матриц, представлен-
ных в упакованном виде. Преимущество подхода состоит в возможности минимизации запол-
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нения главных строк мультипликаторов без потери точности результатов, причем изменения 
в позиции очередной обрабатываемой строки матрицы не вносятся, что позволяет использовать 
статические форматы хранения данных. 

Рассмотрен формат для хранения разреженных матриц, преимущество которого состоит 
в возможности параллельного выполнения любых матричных операций без распаковывания, 
что значительно сокращает время выполнения операций и объем занимаемой памяти. 

Отмечена взаимосвязь подхода к увеличению эффективности гауссова исключения для 
разреженных матриц, предложенного Соловьевым [Соловьев, 2014], и предлагаемого подхода 
к увеличению эффективности численных методов ньютоновского и квазиньютоновского ти-
па — использование структуры матрицы, то есть информации о том, в каких позициях матрицы 
хранятся ненулевые элементы. Для ньютоновских и квазиньютоновских методов безусловной 
оптимизации, основанных на факторизации Холесского, с регулировкой шага и с конечно-
разностной аппроксимацией первых и вторых производных, это возможность формирования 
матрицы вторых производных в соответствии с ее структурой. Данное исследование является 
прямым продолжением работы [Свириденко и др., 2016] и находится в стадии эксперименталь-
ного сравнения эффективности. 

Разработанный подход к построению численно устойчивых прямых мультипликативных 
методов решения систем линейных уравнений является основой для дальнейших исследований, 
результаты которых могут быть использованы для построения прямых мультипликативных ме-
тодов ЛП, ньютоновского и квазиньютоновского типа. 
 Прямые мультипликативные методы решения систем линейных уравнений являются наи-

более приспособленными для решения задач большого размера на ЭВМ: разреженные 
матрицы системы позволяют получать мультипликаторы, главные строки которых также 
разрежены, а операция умножения вектора-строки на мультипликатор по трудоемкости 
пропорциональна числу ненулевых элементов этого мультипликатора. Поэтому в основу 
построения прямого мультипликативного алгоритма ЛП предлагается положить модифи-
кацию прямого мультипликативного алгоритма решения систем линейных уравнений, 
в основе которой лежит интеграция техники предложенного метода линейного програм-
мирования ЛП для выбора ведущего элемента [Хакимова и др., 2010; Свириденко, 2015]. 

 Прямые мультипликативные методы ЛП являются наиболее приспособленными для реше-
ния задач большого размера на ЭВМ: разреженные матрицы ограничений позволяют по-
лучать мультипликаторы, главные строки которых также разрежены, а операция умноже-
ния вектора-строки на мультипликатор по трудоемкости пропорциональна числу ненуле-
вых элементов этого мультипликатора. Поэтому в основу построения прямого мультипли-
кативного алгоритма задания направления спуска в ньютоновских методах безусловной 
оптимизации предлагается положить модификацию прямого мультипликативного метода 
ЛП, в основе которой лежит интеграция одной из предложенных в [Свириденко и др., 
2016; Зеленков и др., 2013; Свириденко, 2015; Гилл и др., 1985] техник построения суще-
ственно положительно-определенной матрицы вторых производных. Следует отметить, 
что техника Гилла и Мюррея, как аппроксимация техник, обсуждаемых в [Свириденко 
и др., 2016; Свириденко, 2015], дает возможность существенно упростить построение вы-
числительной схемы задания направления спуска, быть может за счет некоторой потери 
точности результатов. 
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