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Рассматривается математическая модель, описывающая конкуренцию за неоднородный ресурс двух
близкородственных видов на одномерном ареале. Распространение популяций определяется диффузией
и направленной миграцией, а рост подчиняется логистическому закону. Исследуются решения соответ-
ствующей начально-краевой задачи для нелинейных уравнений параболического типа с переменными
коэффициентами (функция ресурса, параметры роста, диффузии и миграции). Для анализа формирования
популяционных структур применяется подход на основе теории косимметричных динамических систем
В.И. Юдовича. Аналитически получены условия на параметры системы, при выполнении которых у си-
стемы имеется нетривиальная косимметрия. В численном эксперименте подтверждено возникновение
непрерывного семейства стационарных решений при выполнении условий существования косимметрии.
Расчетная схема основана на конечно-разностной дискретизации по пространственной переменной с ис-
пользованием интегро-интерполяционного метода и интегрировании по времени методом Рунге–Кутты.
Далее численно исследовано влияние параметров диффузии и миграции на пространственно-временные
сценарии развития популяций. В окрестности многообразия, соответствующего косимметрии задачи, рас-
считаны нейтральные кривые диффузионных параметров, отвечающих границам устойчивости решений
с одной популяцией. Для ряда значений параметров миграции и функций ресурса с одним и двумя мак-
симумами построены карты областей параметров, которые соответствуют различным сценариям сосуще-
ствования и вытеснения видов. В частности, найдены области параметров, при которых выживание того
или иного вида определяется условиями начального размещения. Отмечено, что реализуемая при этом
динамика может быть нетривиальна: после начального снижения плотностей обоих видов наблюдает-
ся последующий рост одной популяции и убывание другой. Проведенный анализ показал, что области
диффузионных параметров, отвечающих различным сценариям формирования популяционных структур,
группируются вблизи линий, соответствующих косимметрии рассматриваемой математической модели.
Полученные карты позволяют объяснить медленную динамику системы близостью к косимметричному
случаю и дать трактовку эффекта выживания популяции за счет изменения диффузионной мобильности
при исчерпании ресурса.
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We consider a mathematical model describing the competition for a heterogeneous resource
of two populations on a one-dimensional area. Distribution of populations is governed by diffusion and
directed migration, species growth obeys to the logistic law. We study the corresponding problem of
nonlinear parabolic equations with variable coefficients (function of a resource, parameters of growth,
diffusion and migration). Approach on the theory the cosymmetric dynamic systems of V. Yudovich
is applied to the analysis of population patterns. Conditions on parameters for which the problem
under investigation has nontrivial cosymmetry are analytically derived. Numerical experiment is
used to find an emergence of continuous family of steady states when cosymmetry takes place. The
numerical scheme is based on the finite-difference discretization in space using the balance method and
integration on time by Runge-Kutta method. Impact of diffusive and migration parameters on scenarios
of distribution of populations is studied. In the vicinity of the line, corresponding to cosymmetry,
neutral curves for diffusive parameters are calculated. We present the mappings with areas of diffusive
parameters which correspond to scenarios of coexistence and extinction of species. For a number
of migration parameters and resource functions with one and two maxima the analysis of possible
scenarios is carried out. Particularly, we found the areas of parameters for which the survival of
each specie is determined by initial conditions. It should be noted that dynamics may be nontrivial:
after starting decrease in densities of both species the growth of only one population takes place
whenever another specie decreases. The analysis has shown that areas of the diffusive parameters
corresponding to various scenarios of population patterns are grouped near the cosymmetry lines. The
derived mappings allow to explain, in particular, effect of a survival of population due to increasing
of diffusive mobility in case of starvation.
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Введение

Моделирование пространственно-временных процессов в задачах биологии, экологии, ме-
дицины в настоящее время в значительной мере основано на решении нелинейных задач метода-
ми вычислительного эксперимента [Мюррей, 2011; Ризниченко, 2003; Cosner, Cantrell, 2003; Бра-
цун, Захаров, Письмен, 2014; Колобов, Кузнецов, 2015]. В условиях большого числа параметров,
характеризующих рассматриваемые проблемы, важным представляется выделение подклассов
задач, исследование которых позволяет структурировать пространство параметров и рассматри-
вать общие проблемы как возмущения ряда более простых задач. В первую очередь здесь ис-
пользуются идеи симметрии, а также новый подход, основанный на теории косимметрии [Юдо-
вич, 1991]. Существование у системы нетривиальной косимметрии приводит к формированию
семейства решений, а в случае нарушения косимметрии происходит распад семейства, сопро-
вождаемый возникновением нескольких режимов или медленной динамикой [Юдович, 2004].
В [Будянский, Цибулин, 2011; Будянский, Цибулин, 2015] с применением теории косимметрии
исследованы сценарии формирования структур конкурирующих популяций для модели с учетом
таксиса и неоднородной функции ресурса. Близкая задача для системы двух популяций, но при
дополнительных ограничениях на параметры, была рассмотрена в [Lam, Lou, 2014].

В настоящей работе моделируется распределение популяций по ареалу в случае парамет-
ров, зависящих от пространственной переменной. Целью работы является качественный анализ
влияния параметров диффузии и миграции и начальных распределений на формирование распре-
деления видов. Аналитически находятся условия на параметры, при которых задача имеет косим-
метрию и возможно возникновение семейства стационарных решений. Проводится вычисление
нейтральных кривых, отвечающих границам устойчивости распределений с одной популяцией.
Строятся карты режимов на плоскости параметров диффузии, демонстрирующие зависимость
формирования популяционных структур от изменения параметров.

Модель с направленной миграцией

Динамика системы популяций u(x, t) и v(x, t) описывается на основе модели [Будянский,
Цибулин, 2015] с учетом зависимости коэффициентов от координаты на ареале [0, a] (далее
a= 1):

u̇ = −q1′ + η1(x)u

(
1 − u + v

p(x)

)
≡ f 1, (1)

v̇ = −q2′ + η2(x)v

(
1 − u + v

p(x)

)
≡ f 2, (2)

q1 = −k1(x)u′ + α1(x)up′(x), (3)

q2 = −k2(x)v′ + α2(x)vp′(x). (4)

Здесь точка означает дифференцирование по времени, а штрих — производную по простран-
ственной переменной. В выражениях для потоков популяций q1, q2 диффузионные коэффициен-
ты k1(x), k2(x) и параметры миграции α1(x), α2(x) являются функциями пространственной пере-
менной x. Считается, что параметры роста η1(x), η2(x) пропорциональны функции ресурса p(x):
ηs(x) = μs p(x), s = 1, 2.

Система (1)–(4) дополняется краевыми и начальными условиями:

u(0, t) = u(a, t) = 0, v(0, t) = v(a, t) = 0, (5)

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x). (6)
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Далее проводится исследование стационарных решений, отвечающих выживанию одной
из популяций, а также сосуществованию видов. При анализе устойчивости стационарных реше-
ний системы (1)–(6) применяется метод линейного приближения, для этого вводится возмущение
решения {ξ(x, t), ζ(x, t)}τ:

u(x, t) = u∗(x) + ξ(x, t), v(x, t) = v∗(x) + ζ(x, t). (7)

В случае стационарного решения {u∗(x), 0} значение u∗(x) находится из задачи

0 =
[
k1u∗

′ − α1u∗p
′
]′
+ η1u∗

(
1 − u∗

p

)
, u∗(0) = u∗(a) = 0. (8)

Устойчивость этого решения относительно возмущений (7) определяется спектральной за-
дачей с нулевыми краевыми условиями для возмущения ξ(x, t), ζ(x, t):

σξ =
[
k1ξ′ − α1ξp′

]′
+ η1ξ

(
1 − 2u∗

p

)
− η1ζ u∗

p
, (9)

σζ =
[
k2ζ′ − α2ζp′

]′
+ η2ζ

(
1 − u∗

p

)
. (10)

При фиксированном k1 из (8) находится u∗(x) и, с учетом решения (9)–(10), определяется k2, при
котором σ = 0. Таким образом рассчитывается нейтральная кривая на плоскости диффузионных
параметров, отвечающая границе устойчивости решения {u∗(x), 0}.

Аналогично строится нейтральная кривая, отвечающая границе устойчивости {0, v∗(x)}.

Косимметрия системы

Рассматриваемая модель (1)–(6) при дополнительных условиях на параметры относится
к классу косимметричных динамических систем, для которых характерно возникновение непре-
рывных семейств стационарных состояний. Косимметрия L — это нетривиальный оператор, ор-
тогональный векторному полю F в каждой точке фазового пространства: (F, L) = 0 [Юдович,
1991].

В [Будянский, Цибулин, 2015] для системы конкурирующих популяций установлены усло-
вия для постоянных коэффициентов диффузии, миграции и роста, при которых система является
косимметричной. В данной работе результаты [Будянский, Цибулин, 2015] распространяются
на случай переменных параметров ki(x), αi(x), ηi(x) (i = 1, 2).

При выполнении условий

k1(x)
k2(x)

=
α1(x)
α2(x)

=
η1(x)
η2(x)

= γ (11)

косимметрией системы (1)–(6) является вектор

L = e−
α1 p

k1 (v,−γu)τ. (12)

Это проверяется непосредственно по определению [Юдович, 1991]. Косимметрия (12) ор-
тогональна векторному полю задачи (1)–(5) при любых функциях u(x, t), v(x, t):

I =

a∫
0

( f 1L1 + f 2L2)dx = 0. (13)
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В результате интегрирования (13) по частям и учета граничных условий выражение для I
можно представить в виде суммы четырех интегралов:

I1 =

a∫
0

e−
α1 p

k1 v′u′(k2γ − k1)dx, I2 = −
α1

k1

a∫
0

e−
α1 p

k1 uv(α1 − α2γ)p′2dx,

I3 =

a∫
0

e−
α1 p

k1 v′u

(
α1 − k2γ

α1

k1

)
p′dx, I4 =

a∫
0

e−
α1 p

k1 u′v
(
α1 − α2γ

)
p′dx.

При выполнении условий (11) получается, что все Ik = 0 (k = 1, 4 ), и система (1)–(6)
относится к классу косимметрических задач.

Численный метод

Для численного решения системы используется метод конечных разностей. Вводится сет-
ка: x j = jh, j = 0, 1, . . . , n + 1, h = a

n+1 . Плотности u и v вычисляются в узлах x j, j = 1, . . . , n,
потоки — в смещенных на полшага узлах x j+ 1

2
= 1

2

(
x j+ x j+1

)
, j = 0, . . . , n. В результате получается

система обыкновенных дифференциальных уравнений на трехточечном шаблоне относительно
плотностей популяций в узлах u j(t), v j(t):

u̇ j = −
1
h

(
q1

j+ 1
2
− q1

j− 1
2

)
+ η1ju j

(
1 −

u j + v j

p j

)
, (14)

v̇ j = −
1
h

(
q2

j+ 1
2
− q2

j− 1
2

)
+ η2j v j

(
1 −

u j + v j

p j

)
, (15)

q1
j+ 1

2
= −k1

j+ 1
2

u j+1 − u j

h
+ α1

j+ 1
2

u j+1 + u j

2h
(p j+1 − p j), (16)

q2
j+ 1

2
= −k2

j+ 1
2

v j+1 − v j

h
+ α2

j+ 1
2

v j+1 + v j

2h
(p j+1 − p j). (17)

Здесь ηs
j = η

s
(
x j

)
, ks

j+ 1
2

= ks
(
x j+ 1

2

)
, αs

j+ 1
2

= αs
(
x j+ 1

2

)
, p j = p

(
x j

)
.

Система дополняется дискретными аналогами краевых условий:

u0 = un+1 = 0, v0 = vn+1 = 0. (18)

Интегрирование по времени системы обыкновенных дифференциальных уравнений (14)–
(17) проводится методом Рунге–Кутты четвертого порядка.

Для анализа возможных сценариев развития популяций строятся нейтральные кривые для
системы разностных уравнений. Устойчивость решения {u∗(x), 0} из (8) анализируется для раз-
ностных аналогов уравнений (9), (10), получаемых аналогично (14)–(18):

σξ j = −
1
h

(
q̃1

j+ 1
2
− q̃1

j− 1
2

)
+ η1jξ j

(
1 −

2u∗ j

p j

)
− η1jζ j

u∗ j

p j
,

σζ j = −
1
h

(
q̃2

j+ 1
2
− q̃2

j− 1
2

)
+ η2jζ j

(
1 −

u∗ j

p j

)
.

Здесь q̃1
j+ 1

2

, q̃2
j+ 1

2

вычисляются по формулам (16)–(17) заменой u j, v j на ξ j, ζ j. Далее проводится

вычисление спектра устойчивости для решения {u∗, 0} и строится нейтральная кривая.
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Результаты

Для анализа распределения популяций на неоднородном ареале были проведены экспери-
менты при параметрах миграции и роста, удовлетворяющих соотношениям α1/α2 = η1/η2 = γ,
γ = 3/4. Исследовалось влияние параметров диффузии k1, k2 на реализующиеся сценарии.

При k1/k2 = γ параметры задачи отвечают соотношению косимметрии (11), и получается
семейство равновесий. В этом случае в зависимости от начальных распределений могут быть
получены различные конфигурации сосуществования популяций. На рис. 1 сплошными линиями
1 и 2 представлены распределения плотностей популяций u и v для трех функций ресурса p(x)
(кривые под номером 3):

p1(x) =
3π
10

sin
πx
a
, p2(x) = sin

πx
a
+
π

10
sin

3πx
a
, p3(x) = sin

πx
a
+ 0.3 sin

3πx
a

sin
2πx
a
.

Эксперимент проводился при одинаковых начальных распределениях популяций:

u0(x) = 0.1 sin
πx
a
, v0(x) = 0.4 sin

πx
a
. (19)

Рис. 1. Распределения плотностей популяций u(x, T ) (1), v(x, T ) (2) для различных функций ресурса (кри-
вые 3): p1 (слева), p2 (посередине), p3 (справа). k1 = 0.3, η1(x) = 15pi, α1 = 0.15

При нарушении условия косимметрии (11) семейство стационарных решений разрушается
и реализуется один из трех сценариев: выживание u, выживание v или сосуществование u и v.
Были построены нейтральные кривые, отвечающие потере устойчивости решений с одной по-
пуляцией при следующих соотношениях на параметры системы: η1/η2 = α1/α2 = 3/4. На рис. 2
приведены нейтральные кривые, отвечающие границе устойчивости сценария выживания попу-
ляции u (кривая 1) и популяции v (кривая 2). Символами U и V обозначены области выживания
одной из популяций u и v соответственно. Область значений параметров диффузии, при кото-
рых реализуется сосуществование видов, отмечена символом C. Точка пересечения нейтральных
кривых и прямой (3), отвечающей случаю косимметрии, обозначена символом K∗. Видно, что об-
ласть диффузионных параметров, при которых реализуется сценарий сосуществования, невелика
по сравнению с областями, отвечающими выживанию одной из популяций.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Косимметричный подход к анализу формирования . . . 667

Рис. 2. Карта диффузионных параметров k1 и k2. 1 и 2 — нейтральные кривые для решений {u = 0, v � 0}
и {u � 0, v = 0}, прямая (3) отвечает случаю косимметрии. Символом U(V) помечена область выживания
популяции u(v), C — сосуществование популяций u и v. α1 = 0.3, функция ресурса p1(x) (слева) и p2(x)
(справа), η1 = 3.0 pi(x), i = 1, 2

Для рассматриваемых значений параметров карты диффузионных параметров незначи-
тельно меняются в зависимости от вида использованных функций ресурса (с одним и двумя
максимумами).

Формирование зоны сосуществования зависит от значений параметров таксиса. На рис. 3
приведены результаты исследования распределения популяций при двух различных значени-
ях α1. Параметр α2 выбирался так, чтобы выполнялось соотношение косимметрии (11). С ро-
стом α1 точка пересечения нейтральных кривых K∗ = (k1

∗ , k
2
∗), отвечающих смене характера ре-

ализовавшегося сценария, отдаляется от центра координат. В таблице 1 приведены значения
параметров диффузии, отвечающих точкам пересечения нейтральных кривых K∗ при различных
значениях параметров миграции.

Рис. 3. Карта диффузионных параметров k1 и k2. 1 и 3 — нейтральные кривые для решения {u = 0, v � 0}
(при α1 = 0.3 и α1 = 0.6), 2 и 4 — нейтральные кривые для решения {u � 0, v = 0} (при α1 = 0.3 и α1 =

= 0.6), прямая (5) отвечает случаю косимметрии. Символами c1, c2 помечены области сосуществования
популяций u и v при α1 = 0.3 и 0.6 соответственно. η1(x) = 3.0 p(x)
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Таблица 1. Изменение координат точки пересечения нейтральных кривых k1
∗ , k

2
∗ в зависимости от значений

параметров миграции

α1 α2 k1
∗ k2

∗
0.15 0.20 0.0352 0.0470
0.3 0.40 0.0722 0.0963
0.6 0.80 0.1328 0.1770
0.9 0.12 0.1861 0.2482
1.2 1.60 0.2352 0.3136
1.5 2.00 0.2821 0.3761
1.8 2.40 0.3269 0.4359

При значении параметра миграции α1 = 0.15 найдено, что нейтральные кривые имеют до-
полнительные точки пересечения, помимо точки на прямой, отвечающей косимметрии. На рис. 4
приведен фрагмент карты популяционных сценариев, где имеются области параметров, отвечаю-
щих выживанию отдельных популяций, их сосуществованию, и область (отмечена символом b)
значений диффузионных параметров, при которых реализация сценария выживания зависит от
начальных распределений. Это иллюстрирует рис. 5, где приведены различные сценарии разви-
тия популяций с течением времени для двух начальных распределений (рис. 5, слева): u0(x) =
= 1.5 sin(πx), v0(x) = A sin(πx) при

(
k1, k2

)
= (0.02; 0.08). Для близких начальных распределений

при A = 1.2 происходит вытеснение популяции v, а при A = 1.3 — популяции u.

Рис. 4. Карта диффузионных параметров k1 и k2: нейтральная кривая для решения {u = 0, v � 0} (1),
нейтральная кривая для решения {u � 0, v = 0} (2), прямая отвечает случаю косимметрии. Буквой c поме-
чена область сосуществования популяций u и v, буквой b — область параметров, при которых устойчивы
режимы {u = 0, v � 0} и {u � 0, v = 0}). α1 = 0.15, η1(x) = 3.0p(x)

В зависимости от начальных распределений популяций могут реализовываться различные
динамические сценарии. На рис. 6 приведены плотности популяций в различные моменты време-
ни при следующих начальных распределениях: u0(x) = Ax(1− x)2, v0(x) = 8x2(1− x). Видно, что
вначале обе популяции убывают, но в результате долгого установления при A = 15 реализуется
распределение с одной популяцией u (рис. 6, сверху), а при A = 17 формируется распределение
с популяцией v (рис. 6, снизу).
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Рис. 5. Различные сценарии развития популяций для близких начальных распределений популяции v
и фиксированного распределения u (слева). Графики зависимости от времени u(a/2, t) и v(a/2, t) при
u0

1/v
0
1 = 1.5/1.2 (1, штриховая линия), u0

2/v
0
2 = 1.5/1.3 (2, пунктирная линия). k1 = 0.02, k2 = 0.08

Рис. 6. Динамика изменения плотностей популяций на ареале из различных начальных распределений.
Параметры диффузии из области b: k1 = 0.02, k2 = 0.08. α1 = 0.15, η1(x) = 3.0p(x). Случай выживания
популяции u (сверху) или v (снизу)
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Заключение

В работе представлены результаты аналитического и численного исследования системы
уравнений параболического типа, описывающей динамику популяций на неоднородном одно-
мерном ареале. Установлены условия на параметры задачи, при которых в силу косимметрии
формируется семейство стационарных решений. На основе метода конечных разностей проведе-
ны прямые расчеты процессов формирования популяционных структур и вычислены нейтраль-
ные кривые, отвечающие устойчивости сценариев выживания одной популяции. Анализ задачи
в окрестности параметрических соотношений, соответствующих косимметрии, позволил описать
характерные сценарии диффузионного расселения популяций с учетом направленной миграции.
В частности, найдены целые области параметров, при которых возможно сосуществование по-
пуляций, эксплуатирующих неоднородный ресурс. Ранее примеры сосуществования двух и трех
популяций на однородном ареале при нелинейных коэффициентах диффузии были получены
в [Белотелов, Лобанов, 1997]. Рассматриваемая модель (и задача) естественно учитывает не все
возможные факторы, влияющие на динамику популяций. Проведенное исследование показывает,
что использование косимметрии позволяет структурировать возможные сценарии распределения
конкурирующих видов. Построенные карты диффузионных параметров, в частности, объясняют
эффект повышения или снижения диффузионной мобильности популяции для ее выживания при
исчерпании ресурса.
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