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1. Предисловие 

Рассматривается задача безусловной минимизации:  

  min
nx R

F x


, (1.1)  

где  — гладкая функция, а  обозначает -мерное евклидово пространство.  

Пусть ,  — градиент и гессиан, вычисленные на итерации  в точке  процесса 
решения задачи (1), тогда, в приведенных обозначениях, общий принцип построения большин-
ства ньютоновских методов безусловной оптимизации с регулировкой шага состоит в следую-

щем. На каждой итерации сначала строится некоторая «связанная» с  существенно поло-

жительно-определенная матрица , а затем направление спуска kp  вычисляется как решение 
системы: 

  (1.2)  
и определяется новая точка 

 , (1.3)  

где  — длина шага, для которого . При этом процедуру построения  органи-

зуют так, чтобы  совпадала с исходной матрицей , если последняя сама является поло-

жительно-определенной, причем выяснение определенности kH  и построение 
k

H  осуществля-
ется параллельно в рамках одной процедуры на основе некоторых матричных разложений, ко-

торые позволяют выявить знаки собственных чисел kH  и приспособиться для генерации 
k

H . 
На практике условие гладкости целевой функции является излишне строгим — как прави-

ло, или первые и (или) вторые производные не существуют, или процесс их вычисления слиш-
ком трудоемок. В этом случае быстро сходящийся алгоритм можно построить на основе их ко-
нечно-разностной аппроксимации. Подобно своему классическому прототипу он порождает 
целый класс модифицированных методов, причем модификации, предлагаемые для обобщения 
метода Ньютона на случаи со знаконеопределенными kH , применимы и к его конечно-
разностному аналогу, и наоборот [Зеленков и др., 2013].  

В квазиньютоновских, как и в ньютоновских, методах направление спуска kp  определяет-
ся в результате решения систем линейных уравнений. В ньютоновских методах это системы 

с матрицами вторых производных , которые на разных итерациях вычисляются независимо 
друг от друга, в то время как в квазиньютоновских методах это системы с квазиньютоновскими 

матрицами , причем матрица очередной системы для построения kp  отличается от преды-
дущей лишь поправкой малого ранга, а выбор формулы пересчета квазиньютоновских матриц 
определяет вариант квазиньютоновского метода. Подробное описание формул пересчета ква-
зиньютоновских матриц, таких как симметричная формула ранга один, DFP (Дэвидона–Флетче-
ра–Пауэлла), PSB (Пауэлла–Бройдена), BFGS (Бройдена–Флетчера–Гольдфарба–Шанно), мож-
но найти, например, в [Гилл и др., 1985]. 

В квазиньютоновских, как и в ньютоновских, методах выяснение определенности kH  

и построение 
k

H  осуществляются параллельно в рамках одной процедуры на основе некото-
рых матричных разложений, которые позволяют выявить знаки собственных чисел kH  и при-

способиться для генерации 
k

H  [Gill et al., 1974]. 

В данной работе в основе выяснения определенности kH  и построения 
k

H  лежит факто-
ризация (разложение) Холесского. Разложение Холесского для симметричной положительно-

1: RRF n  nR n
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определенной матрицы  имеет вид: 

    T Tk k k k k k kH L D L U D U  , (1.4) 

где  — верхняя треугольная матрица с диагональными элементами, равными едини-

це, а  — диагональная матрица с положительными ведущими элементами по диагонали. 

Коль скоро столбцы матрицы  с номерами от 1-го по -ый известны, ее j-ый столбец 
определяется по формулам: 

  
. (1.5) 

Аналогичные формулы существуют и для построчной организации вычислений. В отличие от 
гауссовых исключений алгоритм Холесского численно устойчив без каких-либо перестановок 
[Гилл и др., 1985]. Это свойство определяется соотношением  

 
 (1.6) 

между элементами  и . В силу него существует априорное ограничение сверху на эле-

менты : каждый из них не превосходит максимальной величины . Соответ-

ственно, «лавинообразный рост» элементов  невозможен независимо от того, будут ведущие 

элементы малыми или нет. 

Построение направлений ньютоновского поиска. Факторизация (1.4) неприменима для 
любой симметричной матрицы по следующим причинам. Во-первых, для знаконеопределенной 

матрицы  факторизация Холесского может не существовать. Во-вторых, даже если она 
и существует, то гарантировать численную устойчивость алгоритма уже нельзя, поскольку ни-

каких априорных ограничений на субдиагональные элементы  в рассматриваемом случае не 

будет. Итак, на основе обычной факторизации Холесского построения  не получить. Для 
этого нужно воспользоваться модифицированной факторизацией. Наиболее эффективная вы-
числительная схема предложена Гиллом и Мюрреем [Gill et al., 1974; Гилл и др., 1985]. Данный 

подход состоит в том, чтобы строить факторы Холесского kD  и , подчиняющиеся  двум 

требованиям: все диагональные элементы kD  должны быть существенно положительными, 

модули всех элементов треугольного фактора  должны быть равномерно ограничены сверху. 
Точнее говоря, требуется, чтобы для всех  и некоторых заданных положитель-

ных   и   выполнялись неравенства 

 
, (1.7) 

где  — введенные для удобства изложения вспомогательные величины, по определению 

равные . Гринштадт [Гилл и др., 1977] предложил при реализации алгоритма на кон-

кретной ЭВМ, в которой под запись мантиссы отводится  битов, величину  вычислять по 
формуле 

 
.  (1.8) 
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Для сохранения численной устойчивости процедуры построения , а также для 

совпадения  и  в случае положительно-определенной  целесообразно величину   
вычислять по формуле 

  2 2max , / 1, Mn     . (1.9) 

Здесь   — максимальный модуль недиагонального элемента ,   — значение максималь-

ного из диагональных элементов ,  — машинная точность.  вводится в формулу рас-

чета  , чтобы обеспечить устойчивость вычислений, когда норма kH  очень мала [Гилл и др., 

1977]. При этом процедура расчета модифицированных факторов ,  фактически пред-
ставляет собой обычный алгоритм факторизации Холесского с попутным увеличением (по мере 
необходимости) диагонали исходной матрицы с целью добиться выполнения неравенств (1.7). 

Матрицы  и , полученные по окончании описанной процедуры, будут факторами Холес-

ского для положительно определенной матрицы , связанной с kH  следующим образом: 

 , (1.10) 

где   — неотрицательная диагональная матрица, j-ый элемент которой равен . Таким об-

разом, положительно-определенная матрица  может отличаться от исходной матрицы kH  
только диагональными элементами.  

Направление спуска kp  вычисляется как решение системы , причем 

 определяют последовательным решением двух систем линейных уравнений 
с треугольными матрицами:  

 kkk hyL  , . (1.11) 

Для построения модифицированного разложения Холесского требуется выполнить око-
ло 31

6 n  арифметических операций, примерно столько же, сколько требуется для обычного раз-
ложения для положительно-определенной матрицы. 

Ниже приводится детальное описание всех операций, выполняемых по ходу построения 
модифицированного разложения Холесского с перестановками [Гилл и др., 1977]. Дана наибо-
лее эффективная схема организации расчетов. В процессе вычисления j -го столбца матри-

цы kL  участвуют вспомогательные величины , 1,.., , ,..,k k k
is is ssc l d s j i j n   . 

Вычислительная схема 1.1 модифицированного разложения Холесского.  

   Шаг 0 (расчет порога для элементов). Вычислить  2 0max , / , Mv    , где 

 2max 1, 1v n  , а числа   и   суть максимальные значения  модулей диагонального и не-

диагонального элементов kH . 
   Шаг 1 (инициализация). Присвоить индексу столбца j  значение 1. Положить 

, 1,..,k k
ii iic g i n  . 

   Шаг 2 (перестановка строк и столбцов). Найти индекс q  такой, что 
.

maxk k
qq ii

j i n
c c

 
 . Поменять 

местами все данные, отвечающие столбцам матрицы kH  с номерами q  и  j , а затем проделать 

то же самое с данными, отвечающими ее q -ой и j -ой строкам. 

kH
kH

k
H kH

kH
kH M M

kL kD

kL kD
k

H

  kkkTkkk HEHLDL 

kE k
jje

k
H

kkk
hpH 

  kkk hHp
1



  kkTkk ypLD 
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   Шаг 3 (поиск максимальной по модулю величины k k
ij iil d ). Вычислить 

1

1

j
k k k k
ij ij js is

s

c g l c




   для 

1,..,i j n   и найти  
1

max k
j ij

j i n
c

  
  (если j n , взять 0j  ). 

   Шаг 4 (расчет j -го диагонального элемента фактора kD ). Вычислить 

 2 2max , , /k k
jj jj jd c    и поправку k k k

jj jj jje d c  . Если j n , вычисления прекратить. 

   Шаг 5 (расчет j -ой строки kL ). Вычислить /k k k
js js ssl c d  для 1,.., 1s j  . Для 1,..,i j n   пере-

считать диагональные элементы k
iic  по формуле k k k k

ii ii ij ijc c l c  . Присвоить j  значение 1j   

и вернуться к шагу 2. 

Модифицированная факторизация Холесского, помимо прочего, позволяет определить 

и направление отрицательной кривизны, решая уравнение  Tk k
sL p e , где индекс s  выбира-

ется из условия , 1,...,k k k k
ss ss jj jjd e d e j n    . 

Замечание. Применение вычислительной схемы 1.1 модифицированного разложения Хо-
лесского в подходе Городецкого и Гришагина к построению квазиньютоновских направлений 
поиска [Городецкий и др., 2003] обсуждается ниже. 

Подход к увеличению эффективности алгоритма Гилла и Мюррея предложен в [Зеленков 
и др., 2013]. Доказано, что подход к построению направления спуска kp  определяет решение 
проблемы масштабирования шагов при спуске и интеграцию с методом доверительной окрест-
ности следующим образом. В алгоритме Гилла и Мюррея направление спуска kp  в конечном 
счете вычисляется как решение системы 

   kkkkTk upUpL  ,  (1.12) 

где   kkk yDu
1

 , а ky  есть решение системы kkk hyL  . Величина элементов k
ju  зависит 

от способа задания направления спуска. Следуя подходу Гилла и Мюррея, для численной ус-

тойчивости расчета элементов kD , kL , ku  достаточно потребовать изменения способа зада-

ния kp  так, чтобы для всех nj ,..,2,1  и некоторых заданных положительных  ,   и   вы-
полнялись неравенства:  

   k
j

k
ij

k
jj ujird ,,, . (1.13) 

Это может стать ключом к решению проблемы масштабирования шагов при спуске, но такое 
предположение ошибочно — подход линейной алгебры к вычислению направления спуска kp  

исключает расчет элементов вектора ku  по ходу построения модифицированного разложения 
Холесского [Парлетт, 1983; Свириденко, КиМ, 2015]. Нужен альтернативный подход, который 
опишем следующим образом. Равенства  

  Tk k k kH U D U  (1.14) 

достаточно для определения элементов матриц kD , kU . В скалярной форме это равенство вы-
глядит следующим образом:  

 kk
j

i
k
i

k
ij duuh 







1

, (1.15)  
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отсюда, полагая 1k
iiu , построим соотношения 

  
1 2

1

i
k k k k
ii ii si ss

s

d h u d




  , 
1

1

/ , ,
i

k k k k k k
ij ij si sj ss ii

s

u h u u d d j i




 
   
 

  (1.16) 

для расчета элементов kD , kU . Построение факторов Холесского математически эквивалентно 

применению метода исключения Гаусса к системе уравнений kkk hpH   в прямом порядке, 
при этом техника исключения Гаусса позволяет получить соотношение 

 
1

1

/
i

k k k k k k
i i s si ss ii

s

u h u u d d




 
   

 
  (1.17) 

для расчета элементов вектора ku  и систему уравнений (1.12) для вычисления направления 

спуска kp . Интеграция техники исключения Гаусса и факторизации Холесского приводит 
к соотношениям (1.16), (1.17), которые с помощью элементарных арифметических операций 
позволяют вычислить элементы ku  по ходу построения факторов Холесского. 

Интеграция техники исключения Гаусса и факторизации Холесского порождает множество 
численно устойчивых способов задания направления спуска kp , в основе которых лежит тре-
бование, чтобы на очередном шаге вычислений коэффициентов факторов Холесского соответ-

ствующий диагональный элемент матрицы kD  и соответствующий элемент вектора ku  снача-
ла рассчитывались по вычисленным ранее значениям этих коэффициентов. Затем диагональ-

ный элемент kD  увеличивается настолько, насколько необходимо, чтобы все диагональные 

элементы kD  были существенно положительными, модули всех элементов kU , ku  были рав-
номерно ограничены сверху. Например, достаточно потребовать, чтобы для всех ni ,..,2,1  
выполнялись неравенства:  

 1,,1,  k
i

k
ij

k
ii uijud  . (1.18) 

Положив  ik
ii

k
ii

k
ii ccd  ,,/,,max 22 , поскольку элементы k

iid , k
ii

k
ij dc /  и k

ii
k
i dc /  опреде-

ляют i -ые строки матриц kD , kU , ku  и удовлетворяют неравенствам (1.18). Здесь k
iic , k

ijc , k
ic  

— вспомогательные величины, определяемые следующим образом: 
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i i s si ss

s

c h u u d




 
   

 
 . (1.19) 

Интеграция техники исключения Гаусса и факторизации Холесского порождает множество 
способов интеграции с методом доверительной окрестности, например, следующим образом. 
В процессе построения kD , kU , ku  вычислить элементы /k k k

i ii ig d l  (если k k
ii id l  , взять 

/k k
i ig l  ), где  max ,k k

i iil d , вычислить 
1
maxk k

i
i n

g
 

  и определить направление спуска kp  

из системы 

 1
k

k k kH p h


  . (1.20) 

Здесь параметр   задается пользователем, число k  ( 1k   по построению) характеризует 
степень однородности, при этом (1.20) есть простейшая форма аппроксимации, отличная от 
квадратичной. Пусть  

  1
k k k k k k k k k kH p h h h h G p          , (1.21) 
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где kG  есть диагональная матрица с элементами  

 
 1k k

ik
ii k

i

h
g

p

 
   (1.22) 

на диагонали, или  

  k k k kH G p h   , (1.23) 

что означает сдвиг на k
iig  всех i -х собственных значений матрицы . В методах с регули-

ровкой шага матрицу kH  модифицируют так, чтобы изменения не затрагивали подпространст-
ва, натянутого на ее собственные векторы с положительными собственными значениями [Гилл 
и др., 1985]. Если же замена  осуществляется в методе доверительной окрестности, то она от-

ражается на всех векторах, так как результатом замены kH  на матрицу 
k k kH H I   будет 

сдвиг на k  всех собственных значений матрицы kH  [Гилл и др., 1985]. Из вышесказанного 
следует, что стратегия выбора направления спуска определяет и интеграцию с методом довери-
тельной окрестности. 

Ниже дана наиболее эффективная схема организации расчетов. Все фигурирующие в ней 
величины  при реализации на ЭВМ могут размещаться в памяти, первоначально выделяемой 
для записи матриц kH , kh . При этом коэффициенты рассчитываемых факторов занимают мес-
та ее использованных элементов. В процессе вычисления i -й строки фактора kU  участвуют 
вспомогательные величины (1.19). В процессе построения системы уравнений k k kU p u  на 
каждой итерации k  выявляются знаки собственных чисел и вычисляется количество отрица-
тельных on  и нулевых 0n  собственных значений, число переходов к направлению отрицатель-

ной кривизны sn . 

Вычислительная схема 1.2 модифицированного разложения Холесского  

   Шаг 0. Вычислить  2 0max , / , Mv    , где  2max 1, 1v n  , а числа 0  и   суть макси-

мальные значения  модулей диагонального и недиагонального элементов kH . Положить

2
0 2

F




 ,     132 1
F

k k
s F x F x




    . Здесь F  — число правильных разрядов ( )kF x , 

которые хотелось бы получить. 
   Шаг 1. Положить 1i  , положить , 1,..,k k

jj jjc h j n  , . 

   Шаг 2. Найти индекс q  такой, что maxk k
qq jj

i j n
c c

 
 , и поменять местами все данные, отвечаю-

щие строкам матрицы kH  с номерами q  и i , а затем проделать то же самое с данными, отве-
чающими ее q -му и i -му столбцам. 

   Шаг 3. Если 0
k
iic  , то положить k

il  ; иначе положить k k
i iil c . 

   Шаг 4. Если 0
k
iic  , то положить 0 0 1n n   и перейти к шагу 8; иначе перейти к шагу 5. 

   Шаг 5. Если 0k
iic  , то перейти к шагу 8; иначе — перейти к шагу 6. 

   Шаг 6. Положить 1o on n  . Если k
sh  , то перейти к шагу 8; иначе перейти к шагу 7. 

   Шаг 7. Построить систему уравнений k k
iU p e  для поиска направления отрицательной кри-

визны по формулам 0, 1,..,k
ju j n  ,  1k

iu  , положить 1s sn n   и остановиться. 

   Шаг 8. Если i n , то положить 0i  ; иначе вычислить вспомогательные величины ,k
ijc  

1,..,j i n   , по формуле 
1

1

i
k k k k k
ij ij si sj ss

s

c h u u d




   и найти 
1

max k
i ij

i j n
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  
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njhc k
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Шаг 9. Вычислить диагональный элемент фактора kD  и элемент вектора ku  по формулам 

 2 2max , , / , ,k k k
ii ii i i id c c    , /k k k

i i iiu c d . Вычислить /k k k
i ii ig d l  (если k k

ii id l  , взять 

/k k
i ig l  ). Если i n , то перейти к шагу 11. 

   Шаг 10. Вычислить строку / , 1,..,k k k
ij ij iiu c d j i n   , фактора kU , пересчитать вспомогатель-

ные величины по формулам , 1,..,k k k k
jj jj ij ijc c u c j i n    , , 1,..,k k k k

j j ij ic c u c j i n    , положить 

1i i   и перейти к шагу 2. 

   Шаг 11. Найти 
1
maxk k

i
i n

g
 

 , положить k k ku u  и остановиться. 

Развитие подхода к построению вычислительной схемы 1.2 модифицированного разложе-
ния Холесского обсуждается ниже. 

Построение направлений квазиньютоновского поиска. В данной работе рассматрива-
ются способы задания квазиньютоновского поиска, позволяющие ослабить или снять недостат-
ки квазиньютоновских методов, которые опишем следующим образом. Квазиньютоновские 
методы очень близки к методам сопряженных градиентов — большинство вариантов квази-
ньютоновских методов (например, одна из наиболее эффективных схем Бройдена–Флетчера–
Гольдфарба–Шенно) при минимизации сильно выпуклых квадратичных функционалов приво-
дят к одной и той же траектории спуска, вырождаясь в хорошо изученные методы сопряжен-
ных градиентов [Nazareth, 1979; Черноруцкий, 2013]. Предположение о невыпуклости вносит 
дополнительные трудности: в этих условиях метод сопряженных градиентов по характеристи-
кам сходимости эквивалентен градиентному методу наискорейшего спуска со всеми вытекаю-
щими отсюда последствиями [Черноруцкий, 2011].  

Кроме отмеченных дефектов, общих для методов сопряженных градиентов и квазиньюто-
новских методов, последние имеют дополнительные недостатки, связанные с проблемой поте-
ри положительной определенности квазиньютоновских матриц из-за накопления вычислитель-
ных погрешностей в рекуррентных процедурах аппроксимации матриц Гессе [Гилл и др., 1985]. 

Городецкий и Гришагин в [Городецкий и др., 2003] предложили подход к частичному или 
полному снятию отмеченных выше недостатков, в основе которого лежит модифицированное 

разложение Холесского квазиньютоновской матрицы  (вычислительная схема 1.1). Это 
связано с тем, что процедура модифицированной факторизации Холесского — численно устой-
чивый алгоритм, генерирующий положительно-определенную матрицу, которая может отли-
чаться от исходной матрицы только диагональными элементами. Это оптимизированный алго-
ритм в том смысле, что параметр   подбирается в нем путем минимизации априорной оценки 

нормы поправки kE  при условии сохранения существенно положительно-определенной матри-
цы неизменной [Gill et al., 1974]. Следует также отметить, что реальная величина нормы почти 
всегда оказывается меньше априорной оценки. Развитие подхода Городецкого и Гришагина 
обсуждается ниже. 

1.1. Тестовые задачи и результаты вычислений 

Трудности сравнения между собой нескольких методов оптимизации по результатам чис-
ленных экспериментов состоят в следующем. 

Во-первых, сравнению подвергаются не методы, а машинные реализации соответствую-
щих алгоритмов. Результат сравнения зависит от качества программирования, выбора парамет-
ров алгоритма, числовых типов данных и так далее. 

Во-вторых, неясно, каким образом соизмерять трудоемкость различных методов. Естест-
венный на первый взгляд критерий — затраченное машинное время — в действительности не 
подходит: сложно сравнивать быстродействие различных машин, не всегда имеются данные 
о затратах времени при работе в мультипроцессорном режиме и так далее. Более надежным по-

kH
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казателем является число вычислений минимизируемой функции или другая «внутренняя ха-
рактеристика метода». Но и здесь возникает ряд проблем. Например, неясно, как соизмерять 
трудоемкость вычисления функции и решения различных вспомогательных задач. Затрудни-
тельно сопоставлять вычисления функции и ее производных. В тех задачах, где применяются 
конечно-разностные аппроксимации производных, все намного проще — одно вычисление гра-
диента эквивалентно n

 
вычислениям функции, вычисление гессиана — эквивалентно 

 1 2n n 
 
вычислениям функции. Однако для дискретной задачи оптимального управления 

градиент лишь примерно вдвое «дороже» функции [Поляк, 1983]. Для квадратичной функции 
градиент вычисляется даже проще, чем ее значения. Так же дело обстоит и с субградиентом 
в минимаксной задаче и так далее. 

В-третьих, методы могут по-разному вести себя на разных этапах процесса минимизации. 
Более того, поведение разных величин, характеризующих точность решения, может быть также 
различным. 

Никакого удовлетворительного способа преодоления перечисленных трудностей не суще-
ствует. Единственное, что можно сделать в подобной ситуации, — приводить данные о резуль-
татах вычислений в развернутой форме, чтобы иметь возможность сравнивать методы по раз-
ным критериям. 

Рекомендуется при публикации результатов проверки методов придерживаться следующих 
правил [Поляк, 1983]: 
 приводить точную формулировку задачи, для которой проводился счет, включая все ее па-

раметры и начальное приближение; 
 указывать тип ЭВМ и данных, язык и среду программирования, сведения о программе; 
 давать подробное описание применяемого алгоритма или отсылать к его публикации, если 

она имеется; 
 сообщать различные характеристики точности приближения, невязку в ограничениях и выпол-

нении условий экстремума. В задачах малой размерности приводить и сами приближения; 
 указывать подробные сведения о трудоемкости вычислений. 

При выполнении этих условий можно воспроизводить полученные данные и сравнивать их 
с другими по разным показателям. 

Общие требования к тестовым задачам. Сравнение методов целесообразно проводить на 
стандартных специально подобранных задачах-тестах. Желательно, чтобы тесты удовлетворяли 
следующим требованиям [Поляк, 1983]: 
 тесты должны быть унифицированы и быть общепринятыми; обычно такие задачи форми-

руются в результате своеобразного естественного отбора; основным достоинством тема яв-
ляется его популярность; 

 тесты должны моделировать типовые трудности для данного класса задач, например, для 
задач безусловной минимизации нужны тесты с разной обусловленностью, разной размер-
ностью, разной кривизной линий уровня, одно- и многоэкстремальные и так далее; 

 решение в тестовой задаче должно быть известным; 
 задачи должны быть достаточно компактными — не требовать больших массивов информа-

ции или сложных правил вычисления функций; 
 в качестве тестовых не годятся задачи, обладающие специфическими особенностями, даю-

щие преимущества тому или иному методу. 

Безусловная минимизация гладких функций. Всюду далее *x  — точка глобального ми-

нимума  F x  на nR ,  * *F F x , k  — число итераций,    * kF F x F x    — точность ре-

шения по функции, *max k
i ix x x    — точность решения по аргументам, 0k  — число вычис-

лений функции,  F x  — градиент  F x ,  2F x  — матрица вторых производных (гессиан). 
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Тестовые задачи с известным решением можно построить следующим образом. Выбира-
ются точка *x  и функции   , 1,2,...,i x i m  . Тогда 

       
2

*

1

m

i i
i

F x x x 


   (1.1.1) 

достигает минимума в точке *x . При этом * 0F  ,      2 * * *

1

m
T

i i
i

F x x x 


    , так что мож-

но регулировать обусловленность задачи за счет выбора  i x . В частности, если m n  или 

m n , но  * 0i x   для некоторых i , то получаем вырожденную точку минимума. Функции 

вида (1.1.1), вообще говоря, невыпуклы и могут иметь локальные и даже глобальные миниму-
мы, отличные от *x . 

Другой способ связан с выбором функций вида 

    
1

1 0 1
1

, , ,
n

i i i n
i

F x f x x x a x b


 


   .  (1.1.2) 

Тогда, задавшись *
0x a  и решив последовательно одномерные уравнения 

    * * *
1 1 1, , 0i i i i i i i iF x x f x x f x x  

          (1.1.3) 

(решение обозначим *
1ix  ) для 0,1,...,i n , выберем *

1nb x  . Очевидно, что тогда  * 0F x  . 

Если  1,i i if x x   выпуклы по 1,i ix x  , то  F x  выпукла и *x  — точка минимума  F x . 

Наконец, можно взять произвольную гладкую выпуклую функцию  x  и произвольную 

точку *x  и построить 

       * ,F x x x x    .  (1.1.4) 

Тогда  * 0F x  ,  F x  выпукла, и потому *x  — точка глобального минимума  F x . Сущест-

вуют и другие приемы построения функций с известной точкой минимума.     
Приводимые ниже примеры для численного исследования как ньютоновских, так и ква-

зиньютоновских методов оптимизации построены по одному из описанных способов. Следует 
отметить, что для функций вида (1.1.1), (1.1.2) существуют специальные методы, обладающие 
повышенной эффективностью. Например, для задач (1.1.1) эффективен метод Гаусса–Ньютона 
[Гилл и др., 1985], для (1.1.2) — метод динамического программирования и покоординатного 
спуска [Поляк, 1983]. Аналогичным образом специфика задач (1.1.1), (1.1.2) может сказаться на 
поведении общих методов оптимизации. 

Перейдем к описанию конкретных тестовых задач, предложенных Поляком [Поляк, 1983].  
Задача 1 (тест-функция Розенброка, n  = 2):  

       2 22 0
2 1 1100 1 , 1.2 1 ,

T
F x x x x x       

   * *1 1 , 0
T

x F x  . Функция плохо обусловленная, невыпуклая, c параболическим овра-

гом, точка 0x  далека от точки *x . 
Задача 2 (тест-функция Пауэлла, n = 4):  

         2 2 4 4

1 2 3 4 2 3 1 410 5 2 10F x x x x x x x x x        ,  
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     0 * *3 1 0 1 , 0 0 0 0 , 0
T T

x x F x    . Функция не выпуклая, точка минимума —

вырожденная. 
Задача 3 (тест-функция Поляка, среднеквадратичная аппроксимация экспонентами, n = 4): 

         
10

2

1 2 3 4
1

exp 0.2 2exp 0.4 exp 0.2 exp 0.2
j

F x j j x jx x jx


           , 

   0 *0.5 0 2.5 3 , 1 1 2 2
T T

x x  . Функция не выпуклая, с искривленным оврагом, обу-

словленность велика. 
Задача 4 (тест-функция Вуда, n  = 4):  

              2 22 2 2 22 2
2 1 1 4 3 3 2 4100 1 90 1 10.1 1 1F x x x x x x x x x              

  2 419.8 1 1x x   , 

     0 * *3 1 3 1 , 1 1 1 1 , 0
T T

x x F x       . Функция имеет несколько локальных 

минимумов, это обстоятельство может вызвать преждевременное окончание процесса. 
Задача 5 (тест-функция Степенная, n  = 2):  

      42 2

1 2 110 1F x x x x    , 

     0 * *1.2 0 , 1 1 , 0
T T

x x F x    . 

Завершение итераций производилось с использованием рекомендаций из [Свириденко, 
КиМ, 2015]: 

         1 12 1Fk k k kF x F x F x F x     ,  (1.1.5) 

     3 12 1
Fk k kh F x F x

    ,  (1.1.6) 

   32 1
Fk kh F x

  , (1.1.7) 

что является ужесточением условий останова из [Гилл и др., 1985], позволяющим повысить 
точность решения, и хорошо согласуется с численными экспериментами [Зеленков и др., 2013]. 

Программные реализации ньютоновских и квазиньютоновских методов. Приложения 
Nmbm (Свириденко А. Б. Свидетельство № 2015610399 от 12.01.2015) и NmbmApp (Свириден-
ко А. Б., Зеленков Г. А. Свидетельство № 2015610347 от 12.01.2015) — программная реализа-
ция ньютоновских методов оптимизации с регулировкой шага, основанных на факторизации 
Холесского.  

NmbmApp отличается от своего классического прототипа Nmbm конечно-разностной аппрок-
симацией первых и вторых производных. Все версии алгоритмов реализованы на языке 
Visual Basic.NET, среда разработки — Microsoft Visual Studio 2010. Исходные тексты программ 
доступны на сайте журнала «Компьютерные исследования и моделирование» (http://crm.ics.org.ru) 
и могут быть использованы по универсальной общедоступной лицензии GNU. 

В верхней части окна располагаются описания всех задач, сохраненных пользователями 
в информационной базе данных. Запустить выбранную задачу на решение можно нажатием 
кнопки «Решить задачу». Ниже дан пример результатов решения одной из тестовых задач, со-
храненных в информационной базе данных (рис. 1.1.2). 

Ниже представлено окно настроек алгоритма (рис. 1.1.3). Помимо указания параметров ал-
горитма осуществляется и ввод данных о задаче при переходе по следующим кнопкам: 
   F — функция (рис. 1.1.4);  
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   x — стартовая точка (рис. 1.1.5);  
   h — градиент (рис. 1.1.6);  
   H — матрица вторых производных (гессиан) (рис. 1.1.7). 

 

Рис. 1.1.1. Главное окно приложения Nmbm 
Назначение кнопок приложения: 

    — отменить 

    — удалить 

    — добавить 

    — редактировать 

    — сохранить в локальной базе данных 

    — настройки алгоритма 

    — сохранить в информационной базе данных 

    — решить задачу 

    — закрыть 

 

Рис. 1.1.2. Результаты решения задачи 4 (тест-функция Вуда) 
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Рис. 1.1.3. Настройки алгоритма 

 

Рис. 1.1.4. Задание функции  

 

Рис. 1.1.5. Задание начальной точки 
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Рис. 1.1.6. Задание градиента функции 

 

Рис. 1.1.7. Задание матрицы вторых производных 

Приложения KNmbm и KNmbmApp — программная реализация квазиньютоновских мето-
дах оптимизации с регулировкой шага, основанных на факторизации Холесского. Интерфейс 
аналогичен рассмотренному выше. 

KNmbmApp отличается от своего классического прототипа KNmbm конечно-разностной 
аппроксимацией первых производных. Все версии алгоритмов реализованы на языке Visual 
Basic.NET, среда разработки — Microsoft Visual Studio 2010. Исходные тексты программ дос-
тупны на сайте журнала «Компьютерные исследования и моделирование» (http://crm.ics.org.ru) 
и могут быть использованы по универсальной общедоступной лицензии GNU. 

Варианты квазиньютоновского метода:  
 cимметричная формула ранга один; 
 BFGS (Бройдена–Флетчера–Гольдфарба–Шанно); 
 DFP (Дэвидона–Флетчера–Пауэлла); 
 PSB (Пауэлла–Бройдена). 

Замечания к разделу 1. Предложенный подход к вычислению длины шага  можно 

найти в [Хакимова и др., 2010; Хакимова, Дикусар и др., 2010]. В основе лежит интеграция 
k
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подходов Пшеничного [Пшеничный и др., 1975], Полака [Полак, 1974], Карманова [Карманов, 
1975], Гилла, Мюррея и Райт [Гилл и др., 1985]. 

Предложенный подход к модификации критериев останова, разработанных Гиллом, Мюр-
реем и Райт [Гилл и др., 1985], можно найти в [Свириденко, КиМ, 2015]. 

Предложенный подход к оцениванию конечно-разностных интервалов и подход к конечно-
разностной аппроксимации первых и вторых производных можно найти в [Зеленков и др., 
2013]. В основе лежит интеграция подходов Полака [Полак, 1974], Гилла, Мюррея и Райт [Гилл 
и др., 1985]. Что же касается способов выбора конечно-разностных интервалов, то они практи-
чески ограничены работами Полака [Полак, 1974], Гилла, Мюррея и Райт [Гилл и др., 1985]. 
Это связано с тем, что стандартные программы численного дифференцирования нацелены на 
поиск конечно-разностного интервала, обеспечивающего минимальную суммарную ошибку 
вычисляемого приближения. Алгоритмы выбора интервала для центральной конечно-
разностной формулы можно найти, например, у Стиплмена и Винарски [Stepleman et al., 1979]. 
Однако для оптимизационных приложений такие программы не подходят, так как, обеспечивая 
избыточную точность вычисления оценок производных, они обычно требуют слишком боль-
шого числа обращений к процедуре расчета значений функции. 

Замена градиентов их конечно-разностными оценками лучше всего проходит в квазинью-
тоновских методах. Для методов ньютоновского типа результаты получаются менее удовлетво-
рительными. 

2. Развитие подходов и численные исследования 

Гилл и Мюррей в [Гилл и др., 1985] доказали, что значение нормы поправки kE  можно до-
полнительно уменьшить, если использовать симметричные перестановки строк и столбцов kH  
на шаге 2 вычислительной схемы 1.1 модифицированного разложения Холесского следующим 

образом. Найти индекс q  такой, что maxk k
qq jj

i j n
c c

 
 , и поменять местами все данные, отвечаю-

щие строкам матрицы kH  с номерами q  и i , а затем проделать то же самое с данными, отве-

чающими ее q-му и i-му столбцам. 

Развитие подхода к построению вычислительной схемы 1.2  
Подход Гилла и Мюррея к дополнительному уменьшению нормы поправки kE  развит 

в [Свириденко, КиМ, 2015]. Доказано что фактическое значение нормы поправки kE  можно 
дополнительно уменьшить, если использовать симметричные перестановки строк и столб-
цов kH . На очередном i-м шаге факторизации в качестве i-й строки и i-го столбца надо брать 

ту из нетронутых пар, для которой величина k k
ii ic c  максимальна.  Такая стратегия дает воз-

можность увеличить численную устойчивость расчета элементов kD , kU , ku  и остается рабо-

тоспособной и в том случае, когда kh  не равна нулю, но очень мала.  

Там же отмечено: «Параметр   подбирается путем минимизации априорной оценки нор-

мы поправки kE  и с очевидностью зависит от способа задания направления спуска и, как след-
ствие, от величин ,k

jc  k
ig . Рассмотрение предлагаемой формулы вычисления величины  , учи-

тывающей такую зависимость, не является целью данной работы и находится в стадии экспе-
риментального сравнения эффективности».  

В данной работе величину   предлагается вычислять по формуле 

  2 0max , , / , Mv     , (2.1) 
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где 
1
max k

i
i n

h
 

 ,  — машинная точность.  вводится в формулу расчета ,  чтобы обеспе-

чить устойчивость вычислений, когда норма kH  очень мала. Применение формулы (2.1) хоро-
шо согласуется с численными экспериментами, приведенными в данной работе.  

Ниже приводится предлагаемая модификация вычислительной схемы 1.2, дана наиболее 
эффективная схема организации расчетов. Все фигурирующие в ней величины  при реализации 
на ЭВМ могут размещаться в памяти, первоначально выделяемой для записи матриц kH , kh . 

Вычислительная схема 2.1 модифицированного разложения Холесского 

   Шаг 0. Вычислить  2 0max , , / , Mv     , где 
1
max k

i
i n

h
 

 ,  2max 1, 1v n  , а числа 0  

и   суть максимальные значения  модулей диагонального и недиагонального элементов kH , 

 — машинная точность. Положить 2
0 2

F




 ,     132 1
F

k k
s F x F x




    . Здесь F  — 

число правильных разрядов  kF x , которые хотелось бы получить.  

   Шаг 1. Положить 1i  , положить , 1,..,k k
jj jjc h j n  , . 

   Шаг 2. Найти индекс q  такой, что  maxk k k
qq jj j

i j n

c c c
 

  , и поменять местами все данные, от-

вечающие строкам матрицы kH  с номерами q  и i , а затем проделать то же самое с данными, 
отвечающими ее q-му и i-му столбцам. 
   Шаг 3. Если 0

k
iic  , то положить k

il  ; иначе положить k k
i iil c . 

   Шаг 4. Если 0
k
iic  , то положить 0 0 1n n   и перейти к шагу 8; иначе перейти к шагу 5. 

   Шаг 5. Если 0k
iic  , то перейти к шагу 8; иначе перейти к шагу 6. 

   Шаг 6. Положить 1o on n  . Если k
sh  , то перейти к шагу 8; иначе перейти к шагу 7. 

   Шаг 7. Построить систему уравнений k k
iU p e  для поиска направления отрицательной кри-

визны по формулам 0, 1,..,k
ju j n  ,  1k

iu  , положить 1s sn n   и остановиться. 

   Шаг 8. Если i n , то положить 0i  ; иначе вычислить вспомогательные величины 

, 1,..,k
ijc j i n  , по формуле 

1

1

i
k k k k k
ij ij si sj ss

s

c h u u d




   и найти 
1

max k
i ij

i j n
c

  
 . 

   Шаг 9. Вычислить диагональный элемент фактора kD  и элемент вектора ku  по формулам 

 2 2max , , / , ,k k k
ii ii i i id c c    , /k k k

i i iiu c d . Вычислить /k k k
i ii ig d l  (если k k

ii id l  , взять 

/k k
i ig l  ). Если i n , то перейти к шагу 11. 

   Шаг 10. Вычислить строку / , 1,..,k k k
ij ij iiu c d j i n   , фактора kU , пересчитать вспомогательные 

величины по формулам , 1,..,k k k k
jj jj ij ijc c u c j i n    , , 1,..,k k k k

j j ij ic c u c j i n    ,  

положить 1i i   и перейти к шагу 2. 
   Шаг 11. Найти 

1
maxk k

i
i n

g
 

 , положить k k ku u  и остановиться. 

В таблице 2.1 приводятся результаты численных исследований, выполненных в двух вер-
сиях предложенного ньютоновского метода безусловной минимизации: Nmbm и NmbmApp 
[Свириденко, 2015; Свириденко и др., 2015; Зеленков и др., 2013].  

Достоинством подхода, основанного на применении формул численного дифференцирова-
ния, кроме его универсальности является низкая стоимость подготовки задачи к компьютерно-
му моделированию [Черноруцкий, 2011]. От пользователя требуется лишь написание програм-

M M

M

njhc k
j

k
j ,..,1, 
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мы для вычисления значения  F x  при заданном x , поэтому реализованные на основе числен-

ных производных методы оптимизации оказываются, по существу, прямыми методами, то есть 
методами, не использующими в своей схеме производные от   ,F x  в то время как результаты 

численных исследований, приведенные в таблице 2.1, показывают, что конечно-разностные 
аналоги проигрывают в точности решения задач оптимизации. Предлагаемый подход к увели-
чению точности, в основе которого лежит интеграция ньютоновских и квазиньютоновских на-
правлений поиска, обсуждается ниже. 

Таблица 2.1 

Метод Функция k F x 0k

Nmbm Розенброка 11 0 0 17 
NmbmApp Розенброка 20 0 0 313 

Nmbm Пауэлла 4 0 0 6 
NmbmApp Пауэлла 4 0 0 108 
NmbmApp Поляка 40 4.23·10–33 0 1341 

Nmbm Вуда 13 0 0 36 
NmbmApp Вуда 14 4.4·10–27 2·10–14 470 

Nmbm Степенная 12 0 0 163 
NmbmApp Степенная 13 4.3·10–61 8·10–9 323 

Развитие подхода Городецкого и Гришагина. В основе подхода к дальнейшему ослабле-
нию отмеченных выше недостатков квазиньютоновских методов лежит предлагаемое модифи-

цированное разложение Холесского квазиньютоновской матрицы  (вычислительная схе-
ма 2.1). Такой подход к построению квазиньютоновского поиска определяет и решение про-
блемы масштабирования шагов при спуске, и аппроксимацию неквадратичными функциями, 
и интеграцию с методом доверительной окрестности. Кроме этого, фактическое значение нор-
мы поправки kE  можно дополнительно уменьшить, если использовать симметричные переста-
новки строк и столбцов kH . 

В таблице 2.2 приводятся результаты численных исследований, выполненных в двух вер-
сиях предлагаемого квазиньютоновского метода безусловной минимизации: KNmbm 
и KNmbmApp.  

Таблица 2.2 

Метод Функция k  F  x  0k  Вариант квазиньютоновского метода

KNmbm Розенброка 13 0 0 35 PSB 
KNmbmApp Розенброка 29 0 0 525 PSB 

KNmbm Пауэлла 4 0 0 6 Симметричная формула ранга один 
KNmbmApp Пауэлла 4 0 0 113 Симметричная формула ранга один 
KNmbmApp Поляка 45 4.23·10-33 0 1457 DFP 

KNmbm Вуда 16 0 0 50 PSB 
KNmbmApp Вуда 14 0 0 470 PSB 

KNmbm Степенная 17 0 0 222 DFP 
KNmbmApp Степенная 79 0 0 1719 DFP 

Сравнительные численные исследования KNmbm и KnmbmApp с системой квази-
ньютоновской оптимизации ProfMiniHP. Программная система квазиньютоновской оптими-
зации ProfMiniHP, разработанная Яновским, предназначена для решения задач оптимизации 
с высокой точностью [Яновский, 2005]. Система ProfMiniHP включает 77 программных моду-
лей, расположенных на 7 уровнях вложенности и представленных 3455 операторными строка-
ми языка Borland C++ v5.02. 

kH
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Подсистемы программных модулей ProfMiniHP: 
 расчет вектор-градиентов на основе адаптивных правой и центральной конечно-разностной 

аппроксимаций, а также экстраполяции Ричардсона [Мэтьюз и др., 2001];  
 начального задания обратной матрицы вторых производных на основе единичной матрицы 

или модификаций Денниса–Шнабеля–Фрэнка и Шанно–Фуа [Деннис и др., 1988]; 
 рекуррентной оценки обратных квазиньютоновских матриц методами DFP, проективного 

Ньютона–Рафсона, Бройдена, Пирсона 2 и 3 [Fletcher et al., 1969];  
 численного анализа обратной квазиньютоновской матрицы на основе сингулярного разло-

жения и оценки ее обусловленности, используемой для выбора уровня регуляризации об-
ратной квазиньютоновской матрицы и ее реализации на основе подхода [Яновский, 2005], 
опирающегося на результаты Гершгорина [Форсайт и др., 1980; Хорн и др., 1989]; 

 одномерной оптимизации на основе методов модифицированного золотого сечения, парабо-
лической аппроксимации Мэтьюза–Финка, а также регуляризованных методов Брента–
Форсайта–Малькольма–Моулера и Дэвиса–Свенна–Кемпи–Пауэлла [Мэтьюз и др., 2001; 
Форсайт и др., 1980: Brent, 1973; Гилл и др., 1985]; 

 многоаспектной проверки условий останова на основе регуляризованных критериальных 
функций, опирающихся на относительную машинную точность вычислений; 

 масштабирования пространства независимых переменных и значений функции. 

Для численного исследования системы квазиньютоновской оптимизации ProfMiniHP 
и подсистем квазиньютоновской оптимизации MatLab, Mathematica, MathCAD на тест-
функциях Вуда и Пауэлла Яновским было выполнено более 300 численных экспериментов 
с позиций точности и надежности сходимости численного решения к теоретическому, что по-
зволило ему сделать следующие выводы [Яновский, 2005]. 

Результаты работы пакетов оптимизации MatLab и Mathematica показали, что с их по-
мощью не всегда можно добиться корректного решения задачи оптимизации. Так, при миними-

зации тест-функции Вуда из начальной точки  3 1 3 1
T     пакет оптимизации системы 

MatLab не смог найти точку глобального минимума, указав точку, близкую к псевдорешению. 
Пакет оптимизации системы Mathematica не достиг верного решения в задаче с той же функци-

ей из начальной точки  2 1 3 1
T    и, более того, не смог даже начать решать задачу ми-

нимизации тест-функции Пауэлла для начальной точки  1 1 1 1
T

. 

В целом лучшим пакетом оптимизации среди протестированных коммерческих систем об-
ладает система MathCAD — все корректные результаты. Однако при минимизации тест-

функции Вуда из точки  3 1 3 1
T     установлена низкая точность оценки минимума це-

левой функции, отклоняющаяся от истинного значения уже в третьем знаке после запятой. 
Таким образом, результаты данного сравнительного исследования позволяют оценить сис-

тему оптимизации ProfMiniHP как предпочтительную по сравнению с пакетами оптимизации 
систем MatLab, Mathematica, MathCAD. 

В таблицах 2.3–2.6 приведены сравнения с результатами численного исследования систе-
мы квазиньютоновской оптимизации ProfMiniHP и подсистем квазиньютоновской оптимизации 
MatLab, Mathematica, MathCAD, проведенные Яновским [Яновский, 2005] на тест-функциях 
Вуда и Пауэлла с позиций точности и надежности сходимости численного решения к теорети-
ческому. 

Для тест-функции Вуда фрагменты результатов исследований приведены в таблицах 2.3–
2.4, причем в таблице 2.3 отражены результаты оптимизации из начальной точки 

 3 1 3 1
T    , а в таблице 2.4 — из точки  2 1 3 1

T   . 

Для тест-функции Пауэлла фрагменты результатов исследований приведены в табли-
цах 2.5–2.6, причем в таблице 2.5 отражены результаты оптимизации из начальной точки 

 2 1 3 1
T   , а в таблице 2.6 — из точки  1 1 1 1

T
. 
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Таблица 2.3 

Метод F x
MatLab 7,3825 2,364 

Mathematica 4,6756·10–2 0,19584 
MathCAD 1,154·10–3 1,6·10–2 

ProfMiniHP 4,95·10–-8 2,35·10–4 
KNmbm 0 0 

KNmbmApp 0 0 

Таблица 2.4 

Метод F x
MatLab 3·10–9 0,000 

Mathematica 1,71832 1,0646 
MathCAD 2·10–9 0,000 

ProfMiniHP 9·10–8 3,13·10–4 
KNmbm 0 0 

KNmbmApp 0 0 

Таблица 2.5 

Метод F x
MatLab 1·10–6 2,51·10–2

Mathematica 0,000000 0,000000 
MathCAD 2,1·10–5 5,7·10–2 

ProfMiniHP 1,8·10–8 8,96·10–3 
KNmbm 0 0 

KNmbmApp 0 0 

Таблица 2.6 

MatLab 6·10–6 3,5·10–2 
Mathematica 122 1 
MathCAD 3,17·10–4 5,9·10–2 

ProfMiniHP 9·10–10 1,93·10–3 
KNmbm 0 0 

KNmbmApp 0 0 

Таким образом, результаты данного сравнительного исследования позволяют оценить опи-
санные выше программные реализации квазиньютоновских методов оптимизации с регулиров-
кой шага, основанных на факторизации Холесского, как более предпочтительные по сравнению 
с системой квазиньютоновской оптимизации ProfMiniHP-2004 и с подсистемами квазиньюто-
новской оптимизации MatLab, Mathematica, MathCAD. 

Замечания к разделу 2. Результаты численных исследований, приведенные в таблице 2.2, 
показали, что предлагаемый квазиньютоновский метод с конечно-разностной аппроксимацией 
первых производных не уступает в точности решения тестовых задач ньютоновскому методу 
с аналитическим вычисление первых и вторых производных. 

В настоящее время на основе экспериментальных данных принята точка зрения, согласно 

которой ньютоновские методы с конечно-разностной аппроксимацией   на основе аналити-
ческих выражений для  надежнее, чем квазиньютоновские методы, и сходятся в более ши-

роком классе случаев, в частности в задачах с очень плохой обусловленностью . С другой 
стороны, согласно тем же источникам, если аналитические выражения для  отсутствуют 
и применяются версии нулевого порядка соответствующих алгоритмов, в большинстве случаев 

kH
kh

kH
kh
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более эффективными оказываются квазиньютоновские методы с конечно-разностной аппрок-
симацией [Черноруцкий, 2013]. Данные замечания не только отражают сравнительные оценки, 
основанные на опыте проведения реальных вычислений, но и являются основанием для по-
строения вычислительных схем квазиньютоновского типа. 

Описание вариантов квазиньютоновских методов, не укладывающихся в классическую схе-
му, задаваемую семейством методов Бройдена, которые дают результаты расчетов в среднем не 
хуже, а для отдельных целевых функций лучше, чем BFGS, можно найти в [Ветошкин, 2010]. 

3. Интеграция направлений поиска  

Результаты численных исследований, приведенные в таблице 2.1, показывают, что алго-
ритм с конечно-разностной аппроксимацией первых и вторых производных проигрывает в точ-
ности решения задач оптимизации методу с аналитическим вычислением первых и вторых 
производных, однако точность можно увеличить проведением на итерациях 1k   «альтерна-
тивной процедуры спуска» в тех случаях, когда регулярная процедура поиска направления 
спуска не дает существенных результатов. 

Если аналитические выражения для  отсутствуют и применяются версии нулевого по-
рядка соответствующих алгоритмов, в большинстве случаев более эффективными оказываются 
квазиньютоновские методы с конечно-разностной аппроксимацией  [Черноруцкий, 2013]. 
Данные замечания не только отражают сравнительные оценки, основанные на опыте проведе-
ния реальных вычислений, но и являются основанием для выбора квазиньютоновского направ-
ления в качестве альтернативного направления спуска. 

Достоинства ньютоновских методов с конечно-разностной аппроксимацией первых и вто-
рых производных те же, что и у обычных методов ньютоновского типа, — высокая скорость 
сходимости и способность «ощущать» приближение седловой точки и уходить от нее. К недос-
татку следует отнести необходимость вычисления на каждой итерации n  значений градиента, 
которые требуются для построения n  столбцов матрицы вторых производных, когда в качестве 
конечно-разностных направлений используются столбцы единичной матрицы. 

Для существенного ослабления отмеченного выше недостатка предлагается переход от 
проведения «альтернативной процедуры спуска» в тех случаях, когда регулярная процедура 
поиска направления спуска не дает существенных результатов, к построению на итерациях k  
ньютоновского, а на итерациях 1k   квазиньютоновского направления спуска 1:kp    

 1 1 1k k kH p h    . (3.1)  

В данной работе выбор варианта квазиньютоновского метода определяет симметричная 
формула ранга один:    

 
 

  1 1
  

Tk k k k k k k k
Tk k k k

H H y B s y B s
y B s s

    


 (3.2) 

для пересчета матрицы kH , где 1k k ky h h  , 1k k k k
ks x x p    и вычисляется в результате 

шага k  вдоль направления kp , поэтому формулу можно упростить, используя равенство 
k k k

kB s h   [Гилл и др., 1985]. В этом случае (3.2) преобразуется к виду 

  1 Tk k k k
kH H c z z   , (3.3) 

где k k k
kz y h  ,  1

Tk k
k kc z p . На итерациях 1k    Tk k kU D U -разложение матри-

цы  известно, поэтому  

         1 T T T Tk k k k k k k k k k k
k kH U D U c z z U D c v v U     ,  (3.4) 

kh

kh

kH
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где kv  — решение треугольной системы  Tk k kU v z . При этом структура матрицы 

   Tk k k
kD c v v  (3.5)  

настолько проста, что для элементов ее факторов Холесского, которые обозначим через 
1k

U


 

и 
1k

D


, можно выписать нерекуррентные формулы. Таким образом,  

      1 1 11 1 1 1
TT Tk k kk k k k k kH U U D U U U D U

       , (3.6) 

где через 1kU   обозначим произведение 
1k kU U


, а 
11 kkD D
  . Поскольку результатом пере-

множения двух верхних треугольных матриц с диагональными элементами, равными единице, 
является матрица того же вида, полученное равенство и есть искомое разложение. Вычисления 

здесь можно организовать таким образом, что расчет компонент вектора kv  и умножение 
1k

U


 
на kU  будут вестись параллельно, причем потребуют порядка 2n  операций.  В данной работе 
для пересчета матричных разложений использовался экономный алгоритм вычисления факто-
ров Холесского, предложенный в [Gill et al., 1974]. 

Ниже в таблице 3.1 приведены результаты исследования предлагаемой схемы нахождения 
направления спуска. 

Таблица 3.1 

Функция k F x 0k

Розенброка 26 0 0 567 
Пауэлла 4 0 0 117 
Поляка 66 4.23·10–33 0 1773 
Вуда 23 0 0 730 

Степенная 68 0 0 959 

Выбор способа задания направления спуска тем актуальнее, чем выше размерность задачи. 
Поэтому возьмем тест-функцию переменной размерности аргумента, например расширенную 
функцию Розенброка [Деннис и др., 1988], и исследуем зависимость сходимости от размерно-
сти тестовой задачи: 

    2

1

min min
n n

n

i
x R x R i

F x f x
  

  . (3.7) 

Расширенная функция Розенброка: 

 n  — любое положительное целое, кратное 2; 
 для 1,..., 2i n  

   2
2 1 2 2 110i i if x x x   ,     

 2 2 11 ;i if x x     

  0 1,2 1 ... 1,2 1
T

x    ; 

  * 1 1 ... 1 1
T

x  . 

Ниже, в таблице 3.2, приведены результаты исследования зависимости сходимости от раз-
мерности n  расширенной функции Розенброка, выбор варианта квазиньютоновского метода 
определяет формула Дэвидона–Флетчера–Пауэлла. 
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Таблица 3.2 

n  k F x 0k

2 30 0 0 628 
4 30 0 0 1065 
6 34 0 0 1756 
8 33 0 0 2256 

Замечания к разделу 3. Разложение Холесского матриц 1kH   позволяет получать оценки 
их чисел обусловленности. Например, если максимальный и минимальный элементы факто-

ра 1kD   равны  1
max
kd   и 1

min
kd  , то  1 1 1

min max
k k kcond H d d    [Гилл и др., 1985]. На промежуточных 

итерациях такие оценки требуются для выявления ситуаций, когда матрица 1kH   обусловлена 
настолько плохо, что в численном решении 1kp   системы (3.1), скорее всего, не окажется ни 
одной правильной цифры. При этом факторы разложения можно подправить так, что обуслов-
ленность результирующей матрицы станет приемлемой. 

Факторизация Холесского матриц 1kH   позволяет избежать потери положительной опре-
деленности. Здесь все зависит от значения диагональных элементов фактора 1kD  . Пока они 
больше нуля, положительная определенность квазиньютоновской матрицы 1kH   гарантирова-
на. Контролируя эти значения при пересчете диагонального фактора, всегда можно выявить 
опасность потери положительной определенности в тот момент, когда она возникает, и принять 
своевременные меры. 

Применение факторизации Холесского для построения численно устойчивых реализаций 
квазиньютоновского поиска можно найти в [Gill et al., 1972; Fletcher et al., 1974; Gill et al., 1975; 
Brodlie, 1977]. 

Заключение  

Доказано, что интеграция техники исключения Гаусса и факторизации Холесского опреде-
ляет решение проблемы масштабирования шагов при спуске, а следовательно, и аппроксима-
цию не квадратичными функциями, и интеграцию с методом доверительной окрестности [Зе-
ленков и др., 2013]. Доказано, что интеграция техники исключения Гаусса и факторизации Хо-

лесского определяет и подходы к дальнейшему уменьшению значения нормы поправки kE , 
если использовать симметричные перестановки строк и столбцов kH : на очередном, i-м шаге 
факторизации в качестве i-й строки и i-го столбца надо брать ту из нетронутых пар, для кото-

рой величина k k
ii ic c  максимальна [Свириденко, КиМ, 2015]. Доказано, что модифицирован-

ная факторизация Холесского — оптимизированный алгоритм в том смысле, что параметр   

подбирается в нем путем минимизации априорной оценки нормы поправки kE  при условии 
сохранения существенно положительно-определенной матрицы неизменной и с очевидностью 
зависит от способа задания направления спуска [Зеленков и др., 2013; Свириденко, КиМ, 2015]. 
В данной работе доказанные утверждения позволили модифицировать формулу вычисления 
величины  , предложенную в [Gill et al., 1974], и построить вычислительную схему 2.1 моди-
фицированной факторизации Холесского. Полученные результаты хорошо согласуется 
с численными экспериментами, приведенными в данной работе. 

Рассмотрен способ задания квазиньютоновского поиска, позволяющий ослабить или снять 
недостатки квазиньютоновских методов:  
 большинство вариантов квазиньютоновских методов при минимизации сильно выпуклых 

квадратичных функционалов приводят к одной и той же траектории спуска, вырождаясь 
в хорошо изученные методы сопряженных градиентов;  
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 предположение о невыпуклости вносит дополнительные трудности: в этих условиях метод 
сопряженных градиентов по характеристикам сходимости эквивалентен градиентному мето-
ду наискорейшего спуска со всеми вытекающими отсюда последствиями; 

 кроме отмеченных дефектов, общих для методов сопряженных градиентов и квазиньюто-
новских методов, последние имеют дополнительные недостатки, связанные с проблемой по-
тери положительной определенности квазиньютоновских матриц из-за накопления вычисли-
тельных погрешностей в рекуррентных процедурах аппроксимации матриц вторых произ-
водных.  

В основе способа задания направления спуска лежит модифицированное разложение Холесско-
го квазиньютоновской матрицы. Такой подход определяет для квазиньютоновских методов 
и решение проблемы масштабирования шагов при спуске, и аппроксимацию неквадратичными 
функциями, и интеграцию с методом доверительной окрестности. Кроме этого, фактическое 
значение нормы поправки kE  можно дополнительно уменьшить, если использовать симмет-
ричные перестановки строк и столбцов квазиньютоновской матрицы kH . Результаты числен-
ных исследований, приведенные в данной работе, показали, что предлагаемый квазиньютонов-
ский метод с конечно-разностной аппроксимацией первых производных не уступает в точности 
решения тестовых задач ньютоновскому методу с аналитическим вычислением первых и вто-
рых производных. 

Изучен подход к увеличению эффективности ньютоновских методов с конечно-разностной 
аппроксимацией первых и вторых производных. Подход является основой для дальнейших ис-
следований, результаты которых могут быть использованы для построения численных методов 
квазиньютоновского типа. Результаты численных исследований, приведенные в данной работе, 
показали, что предлагаемый метод квазиньютоновского типа с конечно-разностной аппрокси-
мацией первых и вторых производных не уступает в точности решения тестовых задач ньюто-
новскому методу с аналитическим вычислением первых и вторых производных. 
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