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Работа посвящена построению приближенной математической модели нелинейной теории упруго-
сти для плоской деформации. В качестве метода, реализующего символьные вычисления, применяется 
метод эффектов третьего порядка. Предложенная модель позволяет использовать методы линейной тео-
рии упругости для решения конкретных задач. Данный метод является пригодным для автоматического 
получения аналитических решений плоских задач нелинейной теории упругости о концентрации напря-
жений около отверстий на базе математического пакета Maple. На примере треугольного контура иссле-
дован нелинейный эффект зависимости коэффициента концентрации напряжений от уровня внешней 
нагрузки. 
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Введение 

Нахождение аналитических решений задач нелинейной теории упругости в настоящее 
время представляет собой достаточно сложный процесс. Найденные точные решения для кон-
кретных потенциалов энергии деформации гиперупругих материалов могут удовлетворительно 
совпадать с экспериментальными данными для одного вида деформированного состояния, но 
неудовлетворительно описывать другие деформированные состояния. В связи с этим возникает 
задача разработки такой приближенной модели нелинейной теории гиперупругости, которая 
одинаково удовлетворительно описывает различные напряженные состояния для средних 
уровней деформации и позволяет использовать для решения нелинейных задач методы линей-
ной теории. Одним методов, приводящих к решению задач линейной теории упругости неодно-
родных тел, служит метод возмущения, который сводит решение нелинейной задачи к реше-
нию ряда линейных задач, но уже однородных тел. Этот метод основан на разложении объек-
тов, описывающих напряженно-деформированное состояние, в ряд по степеням малого 
параметра. Удерживая один, два или три члена этого разложения, получим решение в рамках 
эффектов первого, второго или третьего порядка. Для нахождения каждого члена разложения 
получается задача линейной теории упругости однородных тел, но с добавочными «внешними» 
поверхностными и объемными усилиями, которые зависят от решений в рамках эффектов пре-
дыдущих порядков. Для точного аналитического решения плоских задач при искривлении по-
верхности разработан мощный аппарат, использующий теорию функций комплексной пере-
менной. Такой подход положен в основу создания данной приближенной модели нелинейной 
теории гиперупругости. Из-за громоздких вычислений разложение выше второго порядка прак-
тически не используется. Появление современных пакетов символьной математики позволяет 
написать программы, облегчающие манипулирование с громоздкими выражениями, описы-
вающими эффекты третьего порядка при произвольном напряженно-деформированном состоя-
нии. В качестве системы для реализации и автоматизации расчетов выбрана система Maple, ко-
торая содержит средства символьной математики и позволяет использовать мощные средства 
исследования дифференциальных уравнений и возможности визуализации результатов. 

Математическая постановка задачи 

В статических задачах предполагается, что эластомер является гиперупругим материалом, 
то есть существует потенциал энергии упругой деформации. Для изотропного несжимаемого 
материала функция удельной потенциальной энергии деформации (потенциал энергии 
деформации) имеет вид [Жуков, Щукина, 2010] 

        22 1
1 1 1 2 2

1
3 3 3 3

6 8
w I I I

                          
G G G , 

где  , 1 , 2  — константы, причем   — модуль сдвига линейной теории,  kI G  — главные 

инварианты меры деформации Коши G .  
Ориентируем пространственную декартову систему координат так, чтобы вектор 

перемещения имел вид   

   , ,X x y x Y x y y            U R r i j , 

где  R  и r  — радиус-векторы точек в плоскости, ортогональной оси OZ , в текущей и отсчет-
ной конфигурациях соответственно,  ,X Y  —  координаты точек  в плоскости XOY  в текущей 

конфигурации, а  ,x y  — координаты тех же точек в отсчетной, последние принимаются в ка-

честве материальных.  
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Ограничивая разложение для радиус-вектора частиц в текущей конфигурации R  до 
третьего порядка по малому параметру  , согласно работе [Жуков, 2001] получим представле-
ние  
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Здесь 
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x y

 
 

  i j  — оператор Гамильтона в базисе исходной конфигурации, 

S

y x

 
   

 
i j  — симплектический оператор. Дифференциальные операторы действуют толь-

ко на первый множитель справа, не являющийся оператором. Здесь и далее точка означает ска-
лярное произведение, знак «Т» — транспонирование. 

Используя разложение (1), получим представления тензора напряжений Пиолы D  и тен-

зора напряжений Коши 
0

T  S R D  в рамках эффектов третьего порядка 
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— функция, связанная с гидростатическим давлением, 
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Уравнения равновесия приводит к системе уравнений для эффектов первого, второго 
и третьего порядков соответственно: 
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Условия интегрируемости приводят к следующим уравнениям: 
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Таким образом, функции  ,f x y  и  ,h x y  — бигармонические, а  ,g x y  представляет 

собой сумму бигармонической функции и некоторого частного решения дифференциального 
уравнения (4). 

Обозначим через 2 3      f f f f  вектор плотности внешних сил, приложенный к де-
формированной боковой поверхности и рассчитанный на единицу площади этой поверхности. 
Тогда для эффектов первого, второго и третьего порядков силовые граничные условия в на-
пряжениях получим в форме  
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Если плотность внешних сил 2 3      f f f f  задана в отсчетной конфигурации, а на-

гружение «мертвое», то 1 2



f

f , 2 2
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
f

f , 3 2



f
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Таким образом, выражения (1)–(5) представляют приближенную нелинейную модель пло-
ской деформации несжимаемого однородного изотропного материала в рамках разложения по 
степеням малого параметра до третьего порядка включительно. 

Для областей произвольной формы необходимо рассмотреть комплексное представление 

перемещений и напряжений для эффектов первого и второго порядка. С помощью стандартной 

процедуры [Мусхелишвили, 1966] граничные задачи линейной теории упругости сводятся 

к интегральным уравнениям теории функций комплексной переменной. Рассматриваются об-
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ласти, которые можно конформно отобразить на внешность окружности единичного радиуса с 

центром в начале координат с помощью функции вида 

0

( )
k n

k
k

k

a
z   







   . 

Для этих областей интегральные уравнения теории функций комплексного переменного 
приводятся к алгебраическим уравнениям с помощью интегралов типа Коши. Для эффектов пер-
вого и второго порядков искомые потенциалы аппроксимируются разложением в ряды Лорана, 
а коэффициенты находятся из условия удовлетворения граничным условиям на бесконечности и 
на контуре отверстия. На бесконечности с помощью предельного перехода получаем конечную 
систему линейных алгебраических уравнений для части коэффициентов разложения. Для нахож-
дения оставшихся коэффициентов требуется вычисление интегралов типа Коши на контуре от-
верстия. На свободном от нагрузки контуре нормальные напряжения равны нулю, поэтому тан-
генциальные напряжения на контуре, потребные для вычисления коэффициента концентрации, 
вычисляются в виде инварианта 11 22nn          тензора напряжений Коши. 

Задача о концентрации напряжений около треугольного отверстия 
при равномерном растяжении на бесконечности в Maple 

Для нахождения аналитического решения задач нелинейной теории упругости на базе ма-
тематического пакета Maple создан комплекс программ, позволяющий проводить символьные 
вычисления. Алгоритм реализован в рамках эффектов второго порядка и позволяет находить 
выражение коэффициента концентрации напряжений для различных форм отверстия при раз-
личных видах деформации. Основная идея, положенная в основу создания специализированной 
библиотеки, состоит в том, что она не вычисляет объекты по готовым формулам (2)–(5), а на-
ходит разложения этих объектов, начиная с разложения вектора перемещения (1), автоматиче-
ски удовлетворяющего условию несжимаемости. В созданной библиотеке программ все опера-
ции распространены на тензоры, компоненты которых являются рядами, до второго порядка 
включительно. 

Без потери общности будем считать радиус отверстия равным единице. Контур отверстия 
свободен от напряжений. На бесконечности приложена равномерная радиальная нагрузка ин-
тенсивности p  . 

Рассмотрим цилиндрическую систему координат  , ,r z  и введем единичный базис 

1 cos sin  e i j , 2 sin cos   e i j , 3 e k .  
Коэффициент концентрации напряжений в нелинейной теории, как и в классическом ре-

шении линейной теории, определяется как 22

1r

S
k

p 

 , где 22S  — тангенциальная компонента 

«плоской» части тензора истинных напряжений Коши 11 1 1 22 2 2S S S e e e e . Представление этой 

компоненты в рамках приближенной теории имеет вид 2
22 22 22S S    . Тогда разложение для 

коэффициента концентрации имеет вид: 
2

22 22 22 22 22
1 2

1 11 1 r rr r

S S S
k k k

p

     
    

 
      . 

Конформное отображение внешности треугольника на внешность круга 1   задается 

формулой 
2 5

1 1

3 45
z    

 
. На бесконечности приложена равномерная нагрузка интенсивно-
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сти p  , где   — малый параметр. Обозначим разложение вектора внешних сил 
2   f f f . Тогда на бесконечности на площадках с нормальным вектором i имеем компо-

ненты разложения  f i , 0 f , а на площадке с нормальным вектором j — компоненты 

 f j , 0 f .  
Параметрические уравнения контура отверстия имеют вид: 

 4 22 1
cos 8cos 10cos 15cos 25

45 3
x         , 

 4 22
sin 8cos 6cos 15cos 22

45
y         . 

Вершинам этого треугольника соответствуют значения параметра  0   и 
2

3


   . Для 

линейного приближения наибольшее значение относительного инварианта 
S

p
 тензора напря-

жений Коши достигается в вершинах треугольника и равно 1

712

43
k  . Для квадратичного при-

ближения разложение коэффициента концентрации напряжений по малому параметру 
p


  

принимает вид 
712 127669

43 7396
k   . Значение тангенциальных напряжений зависит от величины 

интенсивности приложенной внешней нагрузки p . При этом при всех значениях параметра   
наблюдаем эффект раздвоения максимума относительно вершин треугольного отверстия, 
а в самих вершинах треугольника достигается минимум. 

Графики распределения относительных тангенциальных напряжений на внутреннем кон-
туре отверстия, свободном от нагрузок, вычисленных в рамках эффектов первого и второго по-
рядков при различных значениях параметра  , изображены на рисунках 1–3. Тонкая линия со-
ответствует решению, полученному в рамках линейной теории, толстая линия соответствует 
решению в рамках эффектов второго порядка. 

 

Рис. 1. Распределение относительных тангенциальных напряжений на контуре отверстия (развертка) при 

0.8
p


   

Как видно из графиков, в квадратичном приближении при различных значениях парамет-
ра   максимум величины коэффициента концентрации напряжений достигается при различ-

ных значениях  . При этом величина максимального значения 
S

k
p

 , по сравнению с класси-
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ческим решением линейной теории, уменьшается. Ниже представлена таблица максимального 
значения коэффициента концентрации напряжений на контуре отверстий и соответствующие 
значения параметра   в зависимости от величины внешней нагрузки p . 

 

Рис. 2. Распределение относительных тангенциальных напряжений на контуре отверстия (развертка) при 

0.5
p


   

 

Рис. 3. Распределение относительных тангенциальных напряжений на контуре отверстия (развертка) при 

0.3
p


   

Таблица 1 

p


  maxk
 

max
 

0.1 14.83195326 0.00001716614 

0.2 13.11079202 0.00935668945 

0.3 12.37821990 0.03749942780 

0.4 12.48501162 0.05035400390 

0.5 12.92200328 0.05755462704 

0.6 13.20643370 0.07500002682 

0.7 14.05552454 0.07500000000 

0.8 14.90461674 0.07500000000 

0.9 15.75371198 0.07500000000 

 
Таким образом, учет нелинейности в области концентраторов напряжений не только сни-

жает значение тангенциальных напряжений, но и позволяет говорить об эффекте раздвоения 
одного максимума в вершине угловой точки на два симметричных максимума в окрестности 
данной вершины.  
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