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Получена ассимптотическая формула для верхних граней уклонений сумм Фейера на клас-
сах интегралов Пуассона. В ряде случаев полученное соотношение обеспечивает решение
задачи Колмогорова–Никольского для сумм Фейера и классов интегралов Пуассона.
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Введение

Работа посвящена решению одной из экстремальных задач теории приближения классов
периодических функций линейными методами. Изучены вопросы асимптотического поведения
верхних граней уклонений сумм Фейера на классах периодических функций, представимых в ви-
де интегралов Пуассона. В работе применены методы исследования интегральных представле-
ний уклонений полиномов на классах функций, возникшие и получившие свое развитие благо-
даря работам С.М. Никольского, С. Б. Стечкина, Н. П. Корнейчука, В. К. Дзядика, А. И. Степанца
и других.

В работе [Степанец, 1987, с. 29] классы периодических (ψ, β)-дифференцируемых функций
определены следующим образом.

Пусть L — пространство суммируемых 2π-периодических функций, f ∈ L и

S [ f ] =
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak cos kx + bk sin kx

)

— ряд Фурье функции f . Пусть ψ(k) — произвольная функция натурального аргумента и β —
фиксированное число. Если ряд

∞∑
k=1

1
ψ(k)

(
ak cos

(
kx +

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx +

βπ

2

))

является рядом Фурье некоторой суммируемой функции, то эта функция называется (ψ, β)-
производной функции f и обозначается f ψβ . Множество всех непрерывных функций, имеющих

(ψ, β)-производную, обозначается Cψ
β . Если f ∈ Cψ

β и, кроме того, f ψβ (x) ∈ S 0
M, где

S 0
M = {ϕ(t) ∈ L

...

π∫
−π

ϕ(t)dt = 0, ess sup|ϕ(t)| ≤ 1},

то множество таких функций обозначается Cψ
β,∞.

В работе [Степанец, 1987, с. 31] показано, что элементы классов Cψ
β , которые определяются

функциями ψ(k) = qk, q ∈ (0; 1), с точностью до константы представимы в виде свертки

f (x) =
1
π

π∫
−π

f ψβ (x + t)Pq
β(t),

где

Pq
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt +
βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R,

— ядро Пуассона.

Будем обозначать символом Cq
β,∞ классы Cψ

β,∞ которые определяются указанной функцией

ψ(k) = qk, q ∈ (0; 1). Также будем обозначать f ψβ (x) = f q
β (x). Известно [Степанец, 2001], что

классы Cq
β,∞, которые принято называть классами интегралов Пуассона, состоят из функций f (x),

которые являются сужениями на действительную ось функций F(z), аналитических в полосе
|Imz| ≤ ln 1

q .
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Обозначим через S n( f ; x) частичные суммы ряда Фурье функции f ∈ L

S n( f ; x) =
n∑

k=0

(ak cos kx + bk sin kx).

Суммы Фейера σn( f ; x) функции f ∈ L задаются следующим соотношением

σn( f ; x) =
1
n

n−1∑
k=0

S k( f ; x)

и представляют собой средние арифметические частичных сумм Фурье этой функции. Как из-
вестно, последовательность полиномов σn( f ; x) равномерно сходится к исходной функции для
всех f ∈ C.

Суммы Валле Пуссена функции f ∈ L (см. [Степанец, 1987, с. 47]) определяются
соотношением

Vn,p( f ; x) =
1
p

n−1∑
k=n−p

S k( f ; x)

и являются средними арифметическими частичных сумм Фурье S k( f ; x) для k = n − p, n − p +
+ 1, ..., n − 1.

Задача приближения классов интегралов Пуассона тригонометрическими полиномами
имеет свою историю. В 1946 году С.М. Никольский [Никольский, 1946] показал, что для верхних
граней уклонений частичных сумм Фурье, взятых по классам Cq

β,∞, имеет место асимптотическое
равенство

En

(
Cq
β,∞

) df
= sup

f∈Cq
β,∞

|| f (x) − S n−1( f ; x)||C =
8qn

π2

π
2∫

0

du√
1 − q2 sin2 u

+ O(1)
qn

n
,

где величина O(1) не зависит от n. В 1980 году С. Б. Стечкин [Стечкин, 1980] показал, что

остаточный член в этой формуле можно записать в виде O(1) qn+1

(1−q)n , где величина O(1) равномерно
ограничена по n и q.

В работе [Рукасов, Чайченко, 2002] (см. также [Степанец, Рукасов, Чайченко, 2007, с. 218])
для верхних граней уклонений сумм Валле Пуссена получена асимптотическая формула

E
(
Cq
β,∞; Vn,p

) df
= sup

f∈Cq
β,∞

|| f (x) − Vn,p( f ; x)||C =

=
4qn−p+1

πp(1 − q2)
+ O(1)

(
qn−p+1

p(n − p)(1 − q)3
+

qn

p(1 − q2)

)
, 1 < p < n.

А.С. Сердюком [Сердюк, 2004] также было показано, что имеет место более общий
результат

E
(
Cq
β,∞; Vn,p

)
=

qn−p+1

p

(
4

π2
Kp,q + O(1)

(
q

(n − p + 1)(1 − q)s(p)

))
,

где

Kp,q =

π∫
0

√
1 − 2qp cos pt + q2p

1 − 2q cos pt + q2
dt, s(1) = 1, s(p) = 3, ∀p > 1.
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Кроме того, в работе [Ровенская, Новиков, 2010] исследованы вопросы приближения
интегралов Пуассона тригонометрическими полиномами, которые порождаются повторным
применением метода суммирования Валле Пуссена.

В работах [Новиков, Ровенская, 2011; Ровенская, Новиков, 2012] рассмотрены асимпто-
тические свойства прямоугольных линейных средних рядов Фурье на классах функций многих
переменных, являющихся аналогами интегралов Пуассона в многомерном случае.

Основной результат

В данной работе исследуется асимптотическое поведение при β = 1, n→ ∞ величины

E
(
Cq
β,∞;σn

)
= sup

f∈Cq
β,∞

|| f (x) − σn( f ; x)||C.

Теорема. Пусть q ∈ (0; 1). Тогда для n→ ∞ имеет место асимптотическая формула

E(Cq
1,∞;σn) =

2
πn

(
2q

1 − q2
+ ln

1 + q
1 − q

)
+ O(1)

qn

n(1 − q)3
,

где O(1) — величина, равномерно ограниченная по n, q.

Доказательство. Найдем интегральные представления для уклонений сумм Фейера от
функций f (x) ∈ Cq

β,∞:

δn( f ; x)
d f
= f (x) − σn( f ; x) = f (x) − 1

n

n−1∑
k=0

S k( f ; x) =
1
n

n−1∑
k=0

ρk( f ; x),

где

ρk( f ; x)
d f
= f (x) − S k( f ; x).

Преобразуем величины ρm( f ; x):

ρm( f ; x) =
1
π

π∫
−π

f q
β (x + t)

∞∑
k=m

qk cos(kt + βπ/2)dt =

=
1
π

π∫
−π

f q
β (x + t)

∞∑
k=0

qk+m cos((k + m)t + βπ/2)dt =

=
1
π

π∫
−π

f q
β (x + t)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∞∑

k=0

cos(βπ/2)qk+m cos(k + m)t − sin(βπ/2)qk+m sin(k + m)t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dt =

=
1
π

π∫
−π

f q
β (x + t)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝cos(βπ/2)qm cos mt
∞∑

k=0

qk cos kt − cos(βπ/2)qm sin mt
∞∑

k=0

qk sin kt −

− sin(βπ/2)qm sin mt
∞∑

k=0

qk cos kt − sin(βπ/2)qm cos mt
∞∑

k=0

qk sin kt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dt.

Используя формулы [Степанец, 1987, с. 123]

∞∑
k=0

qk cos kt =
1 − q cos t

1 − 2q cos t + q2
,
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∞∑
k=0

qk sin kt =
q sin t

1 − 2q cos t + q2
,

получим

ρm( f , x) =
1
π

π∫
−π

f q
β (x + t)

{[
cos(βπ/2)qm 1 − q cos t

1 − 2q cos t + q2
−

− sin(βπ/2)qm q sin t

1 − 2q cos t + q2

]
cos mt −

[
cos(βπ/2)qm q sin t

1 − 2q cos t + q2
+

+ sin(βπ/2)qm 1 − q cos t

1 − 2q cos t + q2

]
sin mt

}
dt.

Теперь можем записать

δn( f ; x) =
1
n

n−1∑
k=0

ρk( f ; x) =
1
n

n−1∑
m=0

1
π

π∫
−π

f q
β (x + t)

{[
cos(βπ/2)qm 1 − q cos t

1 − 2q cos t + q2
−

− sin(βπ/2)qm q sin t

1 − 2q cos t + q2

]
cos mt −

[
cos(βπ/2)qm q sin t

1 − 2q cos t + q2
+

+ sin(βπ/2)qm 1 − q cos t

1 − 2q cos t + q2

]
sin mt

}
dt =

1
πn

π∫
−π

f q
β (x + t)

1 − 2q cos t + q2
×

×
n−1∑
m=0

qm
[
[cos mt − q cos(m − 1)t] cos

βπ

2
− [sin mt − q sin(m − 1)t] sin

βπ

2

]
dt.

Выполняя элементарные преобразования, можно показать что

δn( f ; x) =
1
πn

π∫
−π

f q
β (x + t)

(1 − 2q cos t + q2)2

[
[1 − 2q cos t + q2 cos 2t] cos

βπ

2
−

−[−2q sin t + q2 sin 2t] sin
βπ

2

]
dt + O(1)

qn

n

π∫
−π

dt

(1 − 2q cos t + q2)2
.

Так как
π∫
−π

dt

(1 − 2q cos t + q2)2
= O(1)

1
(1 − q)3

,

то

δn( f ; x) =
1
πn

π∫
−π

f q
β (x + t)

(1 − 2q cos t + q2)2

[
[1 − 2q cos t + q2 cos 2t] cos

βπ

2
−

−[−2q sin t + q2 sin 2t] sin
βπ

2

]
dt + O(1)

qn

(1 − q)3n
.

Пусть β = 1. Тогда

δn( f ; x) =
1
πn

π∫
−π

f q
1 (x + t)[−2q sin t + q2 sin 2t]

(1 − 2q cos t + q2)2
dt + O(1)

qn

n(1 − q)3
.
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В силу инвариантности класса Cq
1,∞ относительно сдвига по аргументу

sup
f∈Cq

1,∞

||δn( f ; x)|| = sup
f∈S 0

M

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
πn

π∫
−π

f (t)[−2q sin t + q2 sin 2t]

(1 − 2q cos t + q2)2
dt + O(1)

qn

n(1 − q)3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1
πn

π∫
−π

∣∣∣−2q sin t + q2 sin 2t
∣∣∣

(1 − 2q cos t + q2)2
dt + O(1)

qn

n(1 − q)3
=

=
1
πn

π∫
−π

ϕ(t)(−2q sin t + q2 sin 2t)

(1 − 2q cos t + q2)2
dt + O(1)

qn

n(1 − q)3
,

где
ϕ(t) = sign(−2q sin t + q2 sin 2t).

Так как ϕ(t) ∈ S 0
M, то

E(Cq
1,∞;σn) =

1
πn

π∫
−π

∣∣∣−2q sin t + q2 sin 2t
∣∣∣

(1 − 2q cos t + q2)2
dt + O(1)

qn

n(1 − q)3
=

=
2
πn

π∫
0

2q sin t − q2 sin 2t

(1 − 2q cos t + q2)2
dt + O(1)

qn

n(1 − q)3
.

Поскольку

π∫
0

2q sin t − q2 sin 2t

(1 − 2q cos t + q2)2
dt = − (1 − q2)

2
(1 − 2q cos t + q2)−1 +

1
2

ln(1 − 2q cos t + q2)

∣∣∣∣∣∣
π

0

=

=
2q

(1 − q2)
+ ln

(1 + q)
(1 − q)

,

то

E(Cq
1,∞;σn) =

2
πn

(
2q

(1 − q2)
+ ln

(1 + q)
(1 − q)

)
+ O(1)

qn

n(1 − q)3
.

Утверждение теоремы доказано.
В случаях q ∈ (0; 1 − δ], δ ∈ (0; 1) полученная асимптотическая формула обеспечивает

решение соответствующей задачи Колмогорова–Никольского.
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