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Для многомерного нелокального уравнения Фишера–Колмогорова–Петровского–Пискунова
в классе траекторно-сосредоточенных функций построены квазиклассические асимптотики
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тотических решений исходного уравнения с точностью O(D3/2). В явном виде построены асимп-
тотические решения двумерного уравнения Фишера–Колмогорова–Петровского–Пискунова.
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Введение

Эволюция популяций микроорганизмов одного вида с эффектами дальнодействия меж-
ду индивидами моделируется нелокальными обобщениями классического уравнения Фишера
[Fisher, 1937] и Колмогорова–Петровского–Пискунова [Колмогоров и др., 1937] (ФКПП) (см.,
например, [Fuentes et al., 2003; da Cunha et al., 2009; Ei, 1986]), которое в общем виде запишем
как

ut = DΔu −
〈
∇, u[V�x(�x, t) + κ

∫
Rn

W�x(�x,�y, t)u(�y, t)d�y]
〉
+ a(�x, t)u − κu

∫
Rn

b(�x,�y, t)u(�y, t)d�y, (1)

u(�x, t)|t=0 = γ(�x). (2)

Здесь D — постоянный коэффициент диффузии; процесс производства популяции происходит
с постоянным темпом роста a; нелокальные потери контролируются функцией влияния b(�x,�y, t).
Векторы-градиенты V�x = ∇xV(�x, t) и W�x = ∇xW(�x,�y, t) в уравнении (1) описывают локаль-
ные и нелокальные средние конвективные скорости соответственно. Функция u(�x, t) являет-
ся гладкой функцией, принадлежащей пространству Шварца S по пространственной перемен-
ной �x ∈ Rn в каждый момент времени t; 〈�a, �b〉 обозначает евклидово скалярное произведение
векторов �a, �b ∈Rn, |�a|2 = 〈�a, �a〉.

Применение точных методов аналитического интегрирования к нелокальному уравнению
ФКПП сдерживается принципиальными трудностями, поэтому для аналитического исследования
возможно использовать асимптотические методы, позволяющие находить приближенные реше-
ния данного уравнения. Одним из таких методов, доказавшим свою эффективность, является
метод квазиклассических асимптотик [Белов, Доброхотов, 1988; Маслов, 1973; Маслов, 1977].
Отметим, что в данном случае малым параметром будем считать коэффициент диффузии D. Так-
же данное предположение можно объяснить и с физической точки зрения: образование структур
в популяциях микроорганизмов возможно лишь при малых коэффициентах диффузии [Kenkre,
2004].

Ранее квазиклассические асимптотики были построены для задачи Коши [Трифонов, Ша-
повалов, 2009], для краевой задачи [Левченко и др., 2013] и для многокомпонентного [Левченко
и др., 2010] одномерного уравнения ФКПП. Для одномерного нелокального уравнения ФКПП
была проведена оценка точности [Левченко и др., 2012].

Опишем кратко метод квазиклассического приближения для решения нелокального урав-
нения ФКПП. Ключевым элементом квазиклассического подхода к построению асимптотических
решений является выбор класса функций, сингулярно зависящих от малого асимптотического па-
раметра, в котором строятся квазиклассические асимптотики. Следующим важным шагом явля-
ется построение динамической системы Эйнштейна–Эренфеста (ЭЭ), описывающей эволюцию
моментов искомой функции. Затем нелокальному уравнению ФКПП сопоставляется вспомога-
тельное семейство ассоциированных линейных уравнений. Ключевая идея предлагаемого метода
построения решения задачи Коши для нелинейного уравнения состоит в следующем: решения
задачи Коши для ассоциированного линейного уравнения при определенном выборе параметров
семейства являются приближенными решениями нелинейного уравнения. В результате удается
получить формальное асимптотическое решение задачи Коши исходного нелинейного уравнения
в классе траекторно-сосредоточенных функций с любой точностью по O(DN/2), N ≥ 3.

Работа имеет следующую структуру. В первом разделе описывается класс траекторно-
сосредоточенных функций и строится динамическая система ЭЭ. Во втором разделе найдены
решения ассоциированного линейного уравнения с точностью O(D3/2), а также приближенные
с точностью O(D3/2) функция Грина и оператор эволюции. В третьем разделе построены высшие
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асимптотики уравнения ФКПП. В последнем разделе разработанный метод проиллюстрирован
примером решения двумерного уравнения ФКПП.

Класс траекторно-сосредоточенных функций
и динамическая система Эйнштейна–Эренфеста

В качестве класса функций, сингулярно зависящих от малого параметра, выберем класс
траекторно-сосредоточенных функций (ТСФ) [Bagrov et al., 1996; Багров и др., 1996]

PD
t
(�X(t,D), S (t,D)

)
=

{
Φ
∣∣∣∣Φ(�x, t,D) = ϕ

(
Δ�x
√

D
, t,D

)
exp

[ 1
D

S (t,D)
]}
. (3)

Здесь вещественная функция ϕ(�η, t,D) принадлежит пространству Шварца S по переменной
�η ∈Rn, гладким образом зависит от t и регулярно зависит от

√
D при D → 0, Δ�x = �x −

− �X(t,D), а вещественные функции S (t,D) (аналог классического действия в линейном случае
при κ= 0) и �X(t,D), характеризующие класс PD

t = PD
t
(�X(t,D), S (t,D)

)
, регулярно зависят от

√
D

в окрестности D = 0 и подлежат определению.
Предположим, что для нелинейного уравнения (1) существуют точные (или отличающиеся

от них на величину O(D∞)) решения u(�x, t) в классе ТСФ с начальным условием u(�x, 0) = ϕ(�x) ∈
∈ PD

t . Обозначим

mu(t,D) =
∫
Rn

u(�x, t,D)d�x, (4)

�xu(t,D) =
1

mu(t,D)

∫
Rn

�xu(�x, t,D)d�x, (5)

α(σ)
u (t,D) =

1
mu(t,D)

∫
Rn

[�x − �xu(t,D)]σu(�x, t,D)d�x, (6)

Θu(t,D) =
(
mu(t,D), �xu(t,D), α(σ)

u (t,D)
)
. (7)

Функция mu(t) — момент нулевого порядка; �xu(t) — первый начальный нормированный, а α(σ)
u (t) —

высшие центральные нормированные моменты функции u(�x, t). Здесь σ ∈ Zn
+ — мультииндекс:

�aσ = aσ1
1 aσ2

2 · · · a
σn
n , |σ| = σ1 + σ2 + . . . + σn, σ! = σ1!σ2! · · ·σn!, α(σ) = α(σ1,...,σ2). (8)

Положим в (3) �X(t) = �xu(t). Тогда на функциях класса PD
t справедливы асимптотические

оценки [Bagrov et al., 1996; Багров и др., 1996]:

‖Δ̂α,β(t,D)Φ‖
‖Φ‖

= O(D(|α|+|β|)/2),
‖ [D∂t + 〈�̇x(t), �̂π〉 − Ṡ (t)]Φ‖

‖Φ‖
= O(D), α(σ)

u (t) = O(D|σ|/2), (9)

где через ‖ . . . ‖ обозначена норма в пространстве L2, �̂π = D∂�x, Δ�x = �x− �xu, а Δ̂α,β(t,D) — оператор
с вейлевским символом Δα,β(�π, �x, t,D) = �πα(Δ�x)β и α, β ∈ Zn

+ — мультииндексы.
Динамическая система Эйнштейна–Эренфеста, описывающая эволюцию моментов (4)–(6),

может быть представлена в виде (см. приложение, система (89))

Θ̇(t,D) = Γ(Θ(t,D), t; D), Θ(t) = (m(t), �x(t), α(M)(t)), (10)

где Γ(Θ(t,D), t; D) представляет собой вектор, состоящий из правых частей системы (89) при
m(t), �x(t), α(M)(t) соответственно.
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Систему уравнений (10) будем называть системой уравнений ЭЭ порядка M для
уравнения (1), или системой ЭЭ типа (0,M).

Начальные условия для системы (10) определим соотношениями

m|t=0 = mγ =

∫
Rn

γ(�x)d�x, �x|t=0 = �xγ =
1

mγ

∫
Rn

�xγ(�x)d�x,

α(σ)|t=0 = α
(σ)
γ =

1
mγ

∫
Rn

(�x − �xγ)σγ(�x)d�x, Θγ = (mγ, �xγ, α
(σ)
γ ), γ(�x) ∈ PD

0 .

(11)

Решения системы (10) с начальными условиями (11) будем обозначать как

g
(M)[γ](t) =

(
m(M)[γ](t), �x(M)[γ](t), α(σ,M)[γ](t)

)
, |σ| = 2,M, (12)

а общее решение системы (10), —

g
(M)(t,C) =

(
m(M)(t,C), �x(M)(t,C), α(σ,M)(t,C)

)
, |σ| = 2,M, (13)

где C — набор постоянных интегрирования. C учетом оценок (9) справедлива следующая
теорема.

Теорема 1. Решения m(M)[γ](t), �x(M)[γ](t) и α(σ,M)[γ](t) системы Эйнштейна–Эренфеста
порядка M и средние (4)–(6) связаны соотношениями

mu(t) = m(M)[γ](t) + O(D(M+1)/2),

�xu(t) = �x(M)[γ](t) + O(D(M+1)/2),

α(σ)
u (t) = α(σ,M)[γ](t) + O(D(M+1)/2), |σ| = 2,M,

(14)

причем u(�x, 0) = γ(�x) ∈ PD
0 .

Структура решения нелинейного уравнения ФКПП
в классе траекторно-сосредоточенных функций

Решение уравнения (1) будем искать в классе функций PD
t (3). Разложим функции W�x(�x,�y, t)

и b(�x,�y, t) в ряд Тейлора по степеням Δ�y = �y−�xu(t). C учетом оценок (9) перепишем уравнение (1)
в виде

D
∂u(�x, t)
∂t

= 〈�̂π, �̂π〉u(�x, t) −
〈
�̂π,
[
V�x(�x, t)u(�x, t) + κmuu(�x, t)Γ̂(0,M)

y,�xu(t)

[
W�x(�x,�y, t)

]]〉
+

+ Da(�x, t)u(�x, t) − Dκmuu(�x, t)Γ̂(0,M)
y,�xu(t)

[
b(�x,�y, t)

]
+ O(D(M+1)/2). (15)

Запишем вспомогательное уравнение, которое получается из (15) формальной заменой средних
mu(t), �xu(t) и α(ν)

u (t) общим решением (13) системы Эйнштейна–Эренфеста порядка M (10):

D
∂v(�x, t,C)

∂t
=
{
〈�̂π, �̂π〉 − 〈�̂π, �B(M)(�x, t,C)〉 + DA(M)(�x, t,C)

}
v(�x, t,C) + O(D(M+1)/2), (16)

где

A(M)(�x, t,C) = a(�x, t) − κm(t,C)Γ̂(0,M)
y,�x(t,C)

[
b(�x,�y, t)

]
, (17)

�B(M)(�x, t,C) = V�x(�x, t) + κm(t,C)Γ̂(0,M)
y,�x(t,C)

[
W�x(�x,�y, t)

]
. (18)

Здесь параметрами семейства уравнений (16) являются постоянные C. Отметим, что (16) не
является линеаризацией уравнения (15), а привлекается в качестве вспомогательной линейной
задачи для решения уравнения (15).
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Теорема 2. Если траекторно-сосредоточенные решения уравнений (15) и (16)
удовлетворяют одному и тому же начальному условию

u(�x, 0) = v(�x, 0,C) = γ(�x), γ(�x) ∈ PD
0 , (19)

то решения уравнений (15) и (16) связаны соотношением

u(M)(�x, t) = v(M)(�x, t,C)
∣∣∣
C=C[γ] + O(D(M+1)/2). (20)

Уравнение (16) назовем ассоциированным линейным уравнением ФКПП порядка M. Раз-
ложим функции A(M)(�x, t,C) и �B(M)(�x, t,C) в ряд Тейлора по степеням Δ�x = �x − �x(M)(t,C), где
�x (M)(t,C) — главный член решения системы Эйнштейна–Эренфеста (10):

A(M)(�x, t,C) =
M∑
|μ|=0

1
μ!
∂|μ|A(M)(t,C)

∂�xμ
Δ�x μ, �B(M)(�x, t,C) =

M∑
|μ|=0

1
μ!
∂|μ|�B(M)(t,C)

∂�xμ
Δ�x μ. (21)

Представим уравнение (16) в виде

L̂(t,C)v =
[
L̂(M)

0 (t,C) +
√

DL̂(M)
1 (t,C) + DL̂(M)

2 (t,C) + . . .
]
v(�x, t,C) = 0, (22)

где

L̂(M)
0 (t,C) = D∂t − 〈�̂π, �̂π〉 +

〈
�̂π,
[
�B(M)(t,C) +

∂�B(M)(t,C)
∂x1

Δx1 + . . . +
∂�B(M)(t,C)

∂xn
Δxn

]〉
− DA(M)(t,C) =

= D∂t + 〈�̇x (M)(t,C), �̂π〉 − 〈�̂π, �̂π〉 +
〈
�̂π,
[
∂�B(M)(t,C)

∂x1
Δx1 + . . . +

∂�B(M)(t,C)
∂xn

Δxn

]〉
− DA(M)(t,C),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Траекторно-сосредоточенные решения v(�x, t,C) ∈ PD
t уравнения (22) будем искать в виде

регулярного разложения по степеням
√

D:

v(�x, t,C) = v(0)(�x, t,C) +
√

Dv(1)(�x, t,C) + Dv(2)(�x, t,C) + . . . . (23)

Здесь v(k)(�x, t,C) ∈ PD
t .

Для нахождения функции v0(�x, t,C) получим уравнение

L̂(M)
0 (t,C)v(0) = 0. (24)

Уравнение (24) является линейным уравнением ФКПП с квадратичным по производным
и линейным по координатам оператором, который мы запишем в симметризованном виде:{

D∂t − 〈�̂π, �̂π〉 +
D
2

SpΩ +
1
2

[〈 n∑
i=1

∂�B(M)(t,C)
∂xi

Δxi, �̂π
〉
+

+

〈
�̂π,

n∑
i=1

∂�B(M)(t,C)
∂xi

Δxi

〉]
+ 〈�̇x (M)(t,C), �̂π〉 − DA(M)(t,C)

}
v0 = 0,

v0 = v(0)
0 (�x, t,C), Δ�x = �x − �x(M)(t,C), Ω(t) = Vxx(t,C) + κm(t,C)Wxx(t,C). (25)

Частное решение уравнения (25) будем искать в виде

v0(�x, t,C) = NDm(t,C) exp
{ 1

D

[
S 0(t) + DS 1(t) +

1
2
〈Δ�x,Q(t)Δ�x〉

]}
, (26)
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где Δ�x = �x − �x(M)(t,C); ND — нормировочная константа, а функции S 0(t), S 1(t) и симметрич-
ная отрицательно-определенная матрица Q(t) подлежат определению. Подставив (26) в уравне-
ние (25) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях Δ�x, получим следующую систему
уравнений:

Ṡ 0(t) = 0, (27)

Ṡ 1(t) − Sp[−Ω(t) + Q(t)] = 0, (28)

Q̇(t) + Q(t)Ω(t) + Ωᵀ(t)Q(t) − 2Q2(t) = 0. (29)

Уравнение (29) является матричным уравнением типа Риккати.
Уравнения типа (25) допускают операторы симметрии c общей структурой вида

â(t,C) = Na[〈 �Z(t),D∂�x〉 − 〈 �W(t),Δ�x〉], (30)

где Na — постоянный множитель. Операторы вида (30) являются линейными по производным
и координатам. Функции �Z(t) и �W(t) определяются из условия равенства нулю коммутатора

[L̂(M)
0 (t,C), â(t,C)] = 0. (31)

Соотношение (31) будет выполнено, если векторы �Z(t), �W(t) являются решениями системы
уравнений ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

�̇W(t) = −Ωᵀ(t) �W(t),
�̇Z(t) = −2 �W(t) + Ω(t) �Z(t),

(32)

которую мы назовем системой в вариациях в векторной форме.
Обозначим через B(t) и C(t) матрицы размера n×n, элементами которых являются частные

решения системы в вариациях

B(t) =
( �W1(t), . . . , �Wn(t)

)
, C(t) =

( �Z1(t), . . . , �Zn(t)
)
. (33)

Тогда матрицы (33) удовлетворяют системе уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩Ḃ(t) = −Ωᵀ(t)B(t),

Ċ(t) = −2B(t) + Ω(t)C(t),
(34)

которую назовем системой в вариациях в матричной форме. Справедливы следующие
соотношения [Bagrov et al., 1996]:

Q(t) = B(t)
(
C(t)

)−1, exp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
t∫

0

Sp
[
−Ω(τ) + 2Q(τ)

]
dτ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = det C(0)
det C(t)

,

exp
[
−

t∫
0

SpQ(τ)dτ
]
=

√
det B(t) detC(t)
det B(0) detC(0)

. (35)

Выделим из общего решения системы уравнений (32) 2n частных решений, удовлетворя-
ющих начальным условиям

B(±)(0) = diag
(
± b1, ...,±bn

)
, bi > 0, C(±)(0) = In×n. (36)

Эти решения обозначим как

a(±)
j (t,C) =

( �W(±)
j (t), �Z(±)

j (t)
)
=
(
W(±)

1 j (t), . . . ,W(±)
n j (t),Z(±)

1 j (t), . . . ,Z(±)
n j (t)

)ᵀ, j = 1, n. (37)
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Заметим, что на решениях системы в вариациях сохраняется кососкалярное произведение:

〈 �Z(−)
i (t), �W(+)

j (t)〉 − 〈 �W(−)
j (t), �Z(+)

i (t)〉 = 2b jδi j. (38)

Назовем операторы �̂a(−)(t,C) и �̂a(+)(t,C) операторами «уничтожения» и «рождения» соответствен-
но для функции

v0(�x, t,C) = m(t,C)

√
det B(−)(t)

(−2πD)n det C(−)(t)
exp

(
1

2D
〈Δ�x,Q(−)(t)Δ�x〉

)
. (39)

Будем предполагать, что матрицы B(−)(t) и C(−)(t) таковы, что интеграл∫
Rn

v0(�x, t,C)d�x (40)

сходится. Сходимость интеграла (40) можно объяснить тем, что матрица Q(−)(t) отрицательно-
определенная. В этом случае подкоренное выражение в предэкспоненте автоматически будет
положительным. Отметим, что интеграл (40) равен m(t,C).

Выберем операторы симметрии (30) в виде

â (−)
j (t,C) = −

1√
2Dbj

[〈 �Z(−)
j (t),D∂�x〉 − 〈 �W(−)

j (t),Δ�x〉], (41)

â (+)
j (t,C) =

1√
2Dbj

[〈 �Z(+)
j (t),D∂�x〉 − 〈 �W(+)

j (t),Δ�x〉]. (42)

Тогда выполняется следующее условие:[
â(−)

j (t,C), â(+)
k (t,C)

]
= δ jk. (43)

Функция (39) является вакуумным состоянием для оператора �̂a(−)(t,C), т. е.

�̂a(−)(t,C)v0(�x, t,C) = 0. (44)

Набор функций vν(�x, t,C) определим как результат действия оператора
�̂a(+)(t,C) =

(
â(+)

1 (t,C), . . . , â(+)
n (t,C)

)
на решение (39):

vν = vν(�x, t,C) =
1
√
ν!

(�̂a(+)(t,C))νv0(�x, t,C). (45)

Так как �̂a(+)(t,C) — операторы симметрии уравнения (25), а функция v0(�x, t,C) является его
решением, то функции (45) также являются решением уравнения (25).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Функции uν(�x, t) = vν(�x, t,Cν) являются асимптотическими решениями
уравнения (1) с точностью O(D3/2), если удовлетворяют начальному условию

u(�x, t)
∣∣∣
t=0 = vν(�x, 0,Cν) = γ(�x), (46)

где Cν определяются из условия g(M)(t,Cν) = g(M)[γ](t).

Определим вспомогательную систему функций

wμ(�x, t,C) =
1√
μ!

(�̂b(+)(t,C))μw0(�x, t,C), μ = (μ1, . . . , μn) ∈ Z+n, (47)
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где

w0(�x, t,C) =
1

m(t,C)

√
(−1)n(b1 · · · bn)

det[B(+)(t)C(+)(t)]
exp

[
− 1

2D
〈Δ�x,Q(+)(t)Δ�x〉

]
, (48)

�̂b(+)(t) = (b̂(+)
1 (t), . . . , b̂(+)

n (t)), b̂(+)
j (t) =

1√
2Dbj

(
〈 �Z(−)

j ,D∂�x〉 + 〈 �W
(−)
j ,Δ�x〉

)
. (49)

Теорема 4. 1. Система функций
{
vν
}∞
|ν|=0,

{
wμ
}∞
|μ|=0 биортогональна:∫

Rn

vν(�x, t,C)wμ(�x, t,C)d�x = δμν, (50)

удовлетворяет условию полноты

∞∑
|ν|=0

vν(�x, t,C)wν(�y, t,C) = δ(�x − �y). (51)

Функция Грина уравнения (25) определяется соотношением (детали вычислений для
одномерного случая подробно приведены в [Трифонов, Шаповалов, 2009])

G0(�x,�y, t, s, g(M)(t,C)) =
∞∑
|ν|=0

vν(�x, t,C)wν(�y, s,C) =
m[γ](t,C)
m[γ](s,C)

√
1

(2πD)n

det M1(t, s)
det M2(t, s)

×

× exp
{ 1
2D
〈Δ�x − Mᵀ3 (t, s)(�y − �X(s,C)),M1(t, s)

(
M2(t, s)

)−1(Δ�x − Mᵀ3 (t, s)(�y − �X(s,C)))〉
}
, (52)

а оператор эволюции уравнения уравнения (25) можно представить в виде

Û0(t, s, γ)(x) =
∫
Rn

G0(�x,�y, t, s, g(M)(t,C))
∣∣∣∣
C=C[γ]

γ(�y)d�y, (53)

где M1(t, s), M2(t, s), M3(t, s) — матрицанты системы в вариациях (32):

M =

(
M1(t, s) 0
M2(t, s) M3(t, s)

)
, M|t=s = I. (54)

Оператор эволюции (53) является приближенным с точностью до O(D3/2) оператором эво-
люции уравнения (1). Если уравнение (1) является уравнением с квадратичным оператором,
оператор (53) является точным оператором эволюции.

Квазиклассические асимптотики нелокального уравнения ФКПП
с точностью O(DN/2)

Подставим (23) в (22) и приравняем слагаемые, имеющие одинаковую по D оценку
в смысле (9). Получим рекуррентную систему уравнений:

L̂(M)
0 (t,C)v(0) = 0, (55)

L̂(M)
0 (t,C)v(1) + L̂(M)

1 (t,C)v(0) = 0, (56)

L̂(M)
0 (t,C)v(2) + L̂(M)

1 (t,C)v(1) + L̂(M)
2 (t,C)v(0) = 0. (57)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Из (55)–(57) найдем

v(1)(�x, t,C) =

t∫
s

dτÛ0(t, τ)L̂(M)
1 (τ,C)v(0), (58)

v(2)(�x, t,C) =

t∫
s

dτÛ0(t, τ)L̂(M)
2 (τ,C)v(0)+

+

t∫
s

dτ1

τ1∫
s

dτÛ0(t, τ1)L̂(M)
1 (τ,C)Û0(τ1, τ)L̂(M)

1 (τ1,C)v(0), (59)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Функция
v(2)

2 (�x, t,C) = v(0)(�x, t,C) +
√

Dv(1)(�x, t,C) + Dv(2)(�x, t,C)

является формальным асимптотическим решением ассоциированного уравнения ФКПП (22)
с точностью O(D5/2). Функция

u(2)(�x, t) = v(2)(�x, t,C)
∣∣∣∣
C=C[γ]

является формальным асимптотическим с точностью O(D5/2) решением задачи Коши u(�x, t)|t=s =

= γ(�x) для уравнения (1).
Формулы (58), (59) могут быть легко обобщены на случай построения асимптотического

решения u(N)(�x, t) уравнения (1) с любой точностью по O(DN/2).

Пример решения двумерного уравнения ФКПП

В качестве примера рассмотрим двумерное (�x,�y ∈ R2) обобщенное нелокальное уравне-
ние ФКПП вида (1) при следующих функциях, входящих в уравнение, и начальном условии
соответственно:

V(�x, t) =
k�x2

2
, W(�x,�y, t) = w0 exp

(
− (�x − �y)2

2γ2
1

)
, a(�x, t) = a, b(�x,�y, t) = b0 exp

(
− (�x − �y)2

2γ2
2

)
,

u|t=0 = γ(�x) =
1

2πD
exp

(
− �x2

2D

)
. (60)

Здесь k,w0, a, b0, γ1, γ2 — вещественные параметры. Функции (60) используются при модели-
ровании процессов популяционной динамики (см., например, [da Cunha et al., 2009; Murray,
2001]).

Cистема ЭЭ вида (10) для функций m(t), �x(t) и α(2,0)(t), α(1,1)(t), α(0,2)(t) имеет вид

ṁ = am − κb0m2, �̇x = k�x,

α̇(2,0)(t) = 2D + 2kα(2,0) − 2κw0

γ2
1

mα(2,0),

α̇(1,1)(t) = 2kα(1,1) − 2κw0

γ2
1

mα(1,1),

α̇(0,2)(t) = 2D + 2kα(0,2) − 2κw0

γ2
1

mα(0,2). (61)
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Решение задачи Коши для системы (61) с начальными условиями

mγ = 1, �xγ = 0, α(2,0)
γ = D, α(1,1)

γ = 0, α(0,2)
γ = D (62)

запишем в виде

m(t) =
amγeat

a + mγκb0(eat − 1)
=

aeat

a + κb0(eat − 1)
, �x(t) = �xγe

kt = 0, α(1,1)(t) = α(1,1)
γ ϕ(t) = 0,

α(2,0)(t) = ϕ(t)
(
2D

t∫
0

ϕ−1(τ)dτ + α(2,0)
γ

)
= Dϕ(t)

(
2

t∫
0

ϕ−1(τ)dτ + 1
)
,

α(0,2)(t) = ϕ(t)
(
2D

t∫
0

ϕ−1(τ)dτ + α(0,2)
γ

)
= Dϕ(t)

(
2

t∫
0

ϕ−1(τ)dτ + 1
)
, (63)

где

ϕ(t) = e2kt
[
1 +
κb0mγ

a
(eat − 1)

]−2w0/b0γ
2
1

.

Решение уравнения (1) с точностью до O(D3/2) находим с помощью решений ассоциированного
линейного уравнения вида (24)

L̂0(t,C)v(0)(�x, t,C) = 0, (64)

где

L̂0(t,C) = D∂t + 〈�̇x(t,C), �̂π〉 − DA(t,C) +
〈
�̂π,
[
∂�B(t,C)
∂x1

Δx1 +
∂�B(t,C)
∂x2

Δx2

]〉
− 〈�̂π, �̂π〉,

�B = �B(t,C) = k�x − κw0

γ2
1

m(t)Δ�x, A = A(t,C) = a − κb0m(t). (65)

Уравнение (64) параметрически зависит от набора констант C. Для построения решений
уравнения (64) введем матрицы

B(t,C) = ( �W1(t,C), �W2(t,C))ᵀ, C(t,C) = ( �Z1(t,C), �Z2(t,C))ᵀ,

которые определяются из системы в вариациях вида (32):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�̇W = −Bx

�W,

�̇Z = −2 �W + Bx
�W.

(66)

Решение системы в вариациях с начальными условиями (36) представим в матричном
виде (33):

B(±) =

(
±b1ϕ

−1/2(t) 0
0 ±b2ϕ

−1/2(t)

)
, C(±) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ϕ1/2(t)ψ(∓)
1 (t) 0

0 ϕ1/2(t)ψ(∓)
2 (t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (67)

где

ψ(±)
k (t) = ±2bk

∫ t

0
ϕ−1(τ)dτ + 1, k = 1, 2. (68)

Тогда решение ассоциированного линейного уравнения v0(�x, t,C) (39) представим в виде

v0(�x, t,C) =
m(t,C)

2πD

√
det B(−)(t)
det C(−)(t)

exp

(
1

2D
〈Δ�x,Q(−)(t)Δ�x〉

)
=

=
m(t,C)
2πDϕ(t)

√
b1b2

ψ(+)
1 (t)ψ(+)

2 (t)
exp

{
−1

2Dϕ(t)ψ(+)
1 (t)ψ(+)

2 (t)

〈
Δ�x,

⎛⎜⎜⎜⎜⎝b1ψ
(+)
2 (t) 0
0 b2ψ

(+)
1 (t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,Δ�x〉
}
. (69)
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Чтобы функция v0(�x, t,C) удовлетворяла начальному условию (60), положим b1 = b2 = 1.
Тогда решение исходного уравнения (1) имеет вид

u0(�x, t) = v0(�x, t,C)|C=C[u0]. (70)

C помощью соотношения (45) построим систему функций — решений ассоциированного
линейного уравнения

vν(�x, t,C) =
1
√
ν!

(�̂a(+)
1 (t,C))ν1(�̂a(+)

2 (t,C))ν2v0(�x, t,C), ν = ν1 + ν2. (71)

Асимптотические решения uν(�x, t) исходного уравнения (1) с точностью до O(D3/2) имеют
вид

uν(�x, t) = vν(�x, t,C)|C=C[uν]. (72)

В качестве примера запишем в явном виде решения

v(2,0) = (�̂a(+)
1 )2v0, v(1,1) = �̂a

(+)
1 �̂a(+)

2 v0. (73)

Для (73) получим

v(2,0) =
m(t,C)

4
√

2πD2ϕ(t)

√
1

ψ(+)
1 (t)ψ(+)

2 (t)

[
− D〈 �Z1,Q(t) �Z1〉 − D〈 �Z1, �W1〉 +

(
〈 �Z1,Q(t)Δ�x〉

)2
+

+ 2〈 �Z1,Q(t)Δ�x〉〈 �W1,Δ�x〉 +
(
〈 �W1,Δ�x〉

)2] exp

{
−1
2D

〈
Δ�x,Q(t)Δ�x

〉}
,

v(1,1) =
m(t,C)

4πD2ϕ(t)

√
1

ψ(+)
1 (t)ψ(+)

2 (t)

[
〈 �Z1,Q(t)Δ�x〉〈 �Z2,Q(t)Δ�x〉 + 〈 �Z2,Q(t)Δ�x〉〈 �W1,Δ�x〉 +

+ 〈 �Z1,Q(t)Δ�x〉〈 �W2,Δ�x〉 + 〈 �W1,Δ�x〉〈 �W2,Δ�x〉
]

exp

{
−1
2D

〈
Δ�x,Q(t)Δ�x

〉}
, (74)

где согласно (69)

Q(t) =
1

ϕ(t)ψ(+)
1 (t)ψ(+)

2 (t)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ψ(+)
2 (t) 0
0 ψ(+)

1 (t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , �Z j = �Z(+)
j , �W j = �W(+)

j , j = 1, 2.

Начальные условия для системы ЭЭ (61) примут вид

m(2,0) =
1
√

2
, m(1,1) =

1
2D

, �x(2,0) = 0, �x(1,1) = 0. (75)

Тогда решения u(2,0)(�x, t) и u(1,1)(�x, t) соответственно вычисляются по формулам

u(2,0)(�x, t) = v(2,0)(�x, t,C)|C=C[u(2,0)], u(1,1)(�x, t) = v(1,1)(�x, t,C)|C=C[u(1,1)]. (76)

На рисунке 1 изображены графики функций u0(�x, t), u(2,0)(�x, t), u(1,1)(�x, t) в момент времени
t = 5 при κ = 1, γ1 = 2, γ2 = 2, k = 1, w0 = 1, a = 5, b0 = 1, D = 0.8.

Отметим, что только решение u0(�x, t) можно интерпретировать в качестве популяционной
плотности, а решения, полученные с помощью операторов симметрии, такой интерпретации
не допускают. Рисунки 1, б, в иллюстрируют тот факт, что для разных решений, построенных
с помощью операторов симметрии с одинаковым модулем мультииндекса (|σ| = 2), получаются
различные решения.
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Рис. 1. Графики функций u0(�x, t) (a), u(2,0)(�x, t)
(б), u(1,1)(�x, t) (в)

Заключение

В работе найдены асимптотические решения задачи Коши для многомерного нелокально-
го уравнения ФКПП в классе траекторно-сосредоточенных функций. Метод квазиклассических
асимптотик позволяет находить асимптотические решения исходного уравнения с заданной точ-
ностью O(DN/2),N ≥ 3. Ключевым моментом развитого формализма является динамическая си-
стема Эйнштейна–Эренфеста, описывающая эволюцию моментов, т. к. общее решение системы
Эйнштейна–Эренфеста, с одной стороны, позволяет связать ассоциированное линейное урав-
нение ФКПП с исходным уравнением ФКПП, а с другой — сформулировать алгебраические
условия для постоянных интегрирования. В статье наибольшее внимание уделено построению
главного члена асимптотики, т. к. для его нахождения необходимо решать нелинейное уравнение.
Старшие члены асимптотического ряда находятся из линейных уравнений. Отметим, что по-
строенные квазиклассические асимптотики действительны в течение конечного интервала вре-
мени [0,T ]. Оценка этого интервала выходит за рамки квазиклассического метода и требует
дополнительного изучения.

Приложение

В приложении получим динамическую систему ЭЭ, описывающую эволюцию момен-
тов (4)–(6). Для этого продифференцируем соотношения (4)–(6) по t и подставим в полученные
выражения производную ut из (1). В результате запишем

d
dt

mu =

∫
Rn

utd�x =
∫
Rn

[
a(�x, t) − κ

∫
Rn

b(�x,�y, t)u(�y, t)d�y
]
u(�x, t,D)d�x, (77)

d
dt
�xu =

1
mu

[ ∫
Rn

(
V�x(�x, t) + κ

∫
Rn

W�x(�x,�y, t)u(�y, t)d�y
)
u(�x, t,D)d�x +

+

∫
Rn

�x
[
a(�x, t) − κ

∫
Rn

b(�x,�y, t)u(�y, t)d�y
]
u(�x, t,D)d�x − ṁu�xu

]
, (78)
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d
dt
α(σ)

u =
1

mu

{
− mu

n∑
i=1

σiα
(σ1−δ1i,...,σn−δni)
u

d
dt

(xu)i +

∫
Rn

n∑
i=1

σi

n∏
j=1

(x j − (xu) j)
σ j−δ ji ×

×
(
Vxi(�x, t) + κ

∫
Rn

Wxi(�x,�y, t)u(�y, t,D)d�y
)
u(�x, t,D)d�x + D

∫
Rn

n∑
i=1

n∏
j=1

σi(σi − 1)(x j − xuj)
(σ j−2δ ji) ×

× u(�x, t,D)d�x +
∫
Rn

(�x − �xu)σ
[
a(�x, t) − κ

∫
Rn

b(�x,�y, t)u(�y, t,D)d�y
]
u(�x, t,D)d�x − ṁuα

(σ)
u

}
, σ ∈ Zn

+. (79)

Разложив функции V�x(�x, t), W�x(�x,�y, t), a(�x, t), b(�x,�y, t) в ряд Тейлора по степеням
Δ�x = �x − �xu и Δ�y = �y − �xu, получим

ṁu =

∞∑
|ν|=0

[ 1
ν!
∂|ν|a(t)
∂�xν

α(ν)
u mu − κ

∞∑
|μ|=0

1
ν!μ!

∂|ν|+|μ|b(t)
∂�xν∂�yμ

α(ν)
u α

(μ)
u m2

u

]
, (80)

(ẋu) j =

∞∑
|ν|=0

[ 1
ν!

∂|ν|Vxj(t)

∂�xν
α(ν)

u + κ

∞∑
|μ|=0

1
ν!μ!

∂|ν|+|μ|Wxj(t)

∂�xν∂�yμ
α(ν)

u α
(μ)
u mu

]
+

+

∞∑
|ν|=0

[ 1
ν!
∂|ν|a(t)
∂�xν

α
(ν1+δ j1,...,νn+δ jn)
u − κ

∞∑
|μ|=0

1
ν!μ!

∂|ν|+|μ|b(t)
∂�xν∂�yμ

α
(ν1+δ j1,...,νn+δ jn)
u α

(μ)
u mu

]
, (81)

α̇(σ)
u =

n∑
j=1

σ j

{ ∞∑
|ν|=0

[ 1
ν!

∂|ν|Vxj(t)

∂�xν
+ κ

∞∑
|μ|=0

1
ν!μ!

∂|ν|+|μ|Wxj(t)

∂�xν∂�yμ
α

(μ)
u mu

]
α

(σ1+ν1−δ j1,...,σn+νn−δ jn)
u +

+ D(σ j − 1)α
(σ1−2δ j1,...,σn−2δ jn)
u −

( ∞∑
|ν|=0

[ 1
ν!

∂|ν|Vxj(t)

∂�xν
α(ν)

u + κ

∞∑
|μ|=0

1
ν!μ!

∂|ν|+|μ|Wxj(t)

∂�xν∂�yμ
α(ν)

u α
(μ)
u mu

]
+

+

∞∑
|ν|=0

[ 1
ν!
∂|ν|a(t)
∂�xν

α
(ν1+δ j1,...,νn+δ jn)
u − κ

∞∑
|μ|=0

1
ν!μ!

∂|ν|+|μ|b(t)
∂�xν∂�yμ

α
(ν1+δ j1,...,νn+δ jn)
u α

(μ)
u mu

])
×

× α(σ1−δ j1,...,σn−δ jn)
u

}
+

∞∑
|ν|=0

[ 1
ν!
∂|ν|a(t)
∂�xν

− κ
∞∑
|μ|=0

1
ν!μ!

∂|ν|+|μ|b(t)
∂�xν∂�yμ

α
(μ)
u mu

]
×

× α(σ1+ν1,...,σn+νn)
u −

∞∑
|ν|=0

[ 1
ν!
∂|ν|a(t)
∂�xν

α(ν)
u − κ

∞∑
|μ|=0

1
ν!μ!

∂|ν|+|μ|b(t)
∂�xν∂�yμ

α(ν)
u α

(μ)
u mu

]
α(σ)

u , σ ∈ Zn
+. (82)

Соотношение (9) связывает асимптотические оценки центральных моментов в классе
траекторно-сосредоточенных функций с их порядком. Правая часть системы (80)–(82) регуляр-
но зависит от моментов, поэтому задача построения решений системы (80)–(82) с точностью
до O(D(M+1)/2) эквивалентна отбрасыванию моментов, порядок которых выше M. Таким образом,
с точностью до моментов порядка M система (80)–(82) становится конечной и замкнутой.

Введем оператор, который каждой мультииндексной функции ϕ(σ), σ ∈ Z+n, сопоставляет
вектор

�̂D±(σ)ϕ(σ) =
(
D̂±1 (σ)ϕ(σ), ..., D̂±n (σ)ϕ(σ)

)
, D̂+k (σ)ϕ(σ) =

1
σk + 1

ϕ(∂+k σ),

D̂−k (σ)ϕ(σ) = σkϕ
(∂−k σ), ∂±kσ = (σ1 ± δk1, ..., σn ± δkn). (83)

По аналогии с оператором Лапласа обозначим

�(σ) =
n∑

l=1

D̂−l (∂−l σ)D̂−l (σ). (84)
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Также введем набор операторов

Γ̂
(σ,M)
x,�x(t)

[
ϕ(�x,�y, t)

]
(t) =

M∑
|ν|=0

1
ν!
∂|ν|ϕ(�x,�y, t)

∂�xν
α(σ1+ν1,...,σn+νn)(t)

∣∣∣∣∣
�x=�x(t)

. (85)

Тогда с учетом обозначений (83)–(85) систему (80)–(82) можно представить в виде

ṁu = muΓ̂
(0,M)
x,�xu(t)

[
a(�x, t) − κmuΓ̂

(0,M)
y,�xu(t)

[
b(�x,�y, t)

]]
+ O(D(M+1)/2), (86)

�̇xu = Γ̂
(0,M)
x,�xu(t)

[
V�x(�x, t) + κmuΓ̂

(0,M)
y,�xu(t)

[
W�x(�x,�y, t)

]]
+

+ �̂D+(σ)Γ̂(σ,M−1)
x,�xu(t)

[
a(�x, t) − κmuΓ̂

(0,M)
y,�xu(t)

[
b(�x,�y, t)

]]∣∣∣∣
σ=0
+ O

(
D(M+1)/2), (87)

α̇(σ)
u = 〈 �̂D−(σ), Γ̂(σ,M−|σ|+1)

x,�xu(t)

[
V�x(�x, t) + κmuΓ̂

(0,M)
y,�xu(t)

[
W�x(�x,�y, t)

]]
〉 + D�α(σ)

u −

−
〈
Γ̂

(0,M)
x,�xu(t)

[
V�x(�x, t) + κmuΓ̂

(0,M)
y,�xu(t)

[
W�x(�x,�y, t)

]]
+

+ �̂D+(σ)Γ̂(σ,M−1)
x,�xu(t)

[
a(�x, t) − κmuΓ̂

(0,M)
y,�xu(t)

[
b(�x,�y, t)

]]∣∣∣∣
σ=0

, �̂D−(σ)α(σ)
u

〉
+

+ Γ̂
(σ,M−|σ|)
x,�xu(t)

[
a(�x, t) − κmuΓ̂

(0,M)
y,�xu(t)

[
b(�x,�y, t)

]]
−

− Γ̂(0,M)
x,�xu(t)

[
a(�x, t) − κmuΓ̂

(0,M)
y,�xu(t)

[
b(�x,�y, t)

]]
α(σ)

u + O(D(M+1)/2). (88)

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений относительно перемен-
ных m, �x и α(σ),|σ| = 2,M:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ṁ = mΓ̂(0,M)
x,�x(t)

[
a(�x, t) − κmΓ̂(0,M)

y,�x(t)

[
b(�x,�y, t)

]]
,

�̇x = Γ̂(0,M)
x,�x(t)

[
V�x(�x, t) + κmΓ̂(0,M)

y,�x(t)

[
W�x(�x,�y, t)

]]
+ �̂D+(σ)Γ̂(σ,M−1)

x,�x(t)

[
a(�x, t) − κmΓ̂(0,M)

y,�x(t)

[
b(�x,�y, t)

]]∣∣∣∣
σ=0

,

α̇(σ) = 〈 �̂D−(σ), Γ̂(σ,M−|σ|+1)
x,�x(t)

[
V�x(�x, t) + κmΓ̂(0,M)

y,�x(t)

[
W�x(�x,�y, t)

]]
〉 + D�α(σ) −

〈
Γ̂

(0,M)
x,�x(t)

[
V�x(�x, t) +

+κmΓ̂(0,M)
y,�x(t)

[
W�x(�x,�y, t)

]]
+ �̂D+(σ)Γ̂(σ,M−1)

x,�x(t)

[
a(�x, t) − κmΓ̂(0,M)

y,�x(t)

[
b(�x,�y, t)

]]∣∣∣∣
σ=0

, �̂D−(σ)α(σ)
〉
+

+Γ̂
(σ,M−|σ|)
x,�x(t)

[
a(�x, t) − κmΓ̂(0,M)

y,�x(t)

[
b(�x,�y, t)

]]
− Γ̂(0,M)

x,�x(t)

[
a(�x, t) − κmΓ̂(0,M)

y,�x(t)

[
b(�x,�y, t)

]]
α(σ).

(89)
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