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Постановка задачи

Исследуем задачу о построении решений [Самойленко, Перестюк, 1987; Sčhwabik, 1980;
Boichuk, Samoilenko, 2004]

z(t) ∈ C1
{
[a; b] \ {τi}I

}
, i = 1, 2, . . . , p

вырожденной (k � n) дифференциально-алгебраической системы [Бояринцев, Чистяков, 1998;
Campbell, 1980; Чистяков, 1996; Чистяков, Щеглова, 2003; Хайрер, Ваннер, 1999; Бойчук, Шегда,
2007]

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), t � τi, f (t) ∈ C[a, b] (1)

с импульсным воздействием типа interface conditions [Чуйко, 2001a; Чуйко, 2001b; Pignani,
Whyburn, 1956]

�iz(·) = αi, αi ∈ Rm, i = 1, 2, . . . , p, (2)

где A(t) и B(t)- (k × n)-мерные матрицы, непрерывные на отрезке [a; b]; �iz(·) — линейные
векторные функционалы вида

�iz(·) =
i∑

j=0

�
( j)
i z(·) : C

{
[a, τi+1 [ \{τ1, . . . , τi}I

}
→ Rm,

где

�(0)
i z(·) : C[a, τ1[→ Rm, . . . , �(i)

i z(·) : C[τi, τi+1[→ Rm, i = 1, . . . , p − 1, . . . ,

�(0)
p z(·) : C[a, τ1[→ Rm, . . . , �

(p)
p z(·) : C[τp, b]→ Rm

— линейные ограниченные функционалы. Достаточные условия однозначной разрешимости
и структура гладкого решения двухточечной краевой задачи для системы (1) были получены
в монографии [Campbell, 1980]. Условия существования и структура непрерывных решений нете-
ровой краевой задачи для системы (1) в общем случае (k � n) были получены в монографии [Бо-
яринцев, Чистяков, 1998] с использованием понятия совершенных троек матриц. Конструктив-
ные условия разрешимости и структура гладкого решения дифференциально-алгебраических си-
стем (1) в случае k = n получены в монографиях [Чистяков, 1996; Чистяков, Щеглова, 2003]
с использованием центральной канонической формы. Эффективные численные методы решения
дифференциально-алгебраических систем (1) в случае k = n получены в монографии [Хайрер,
Ваннер, 1999]. Целью данной статьи является нахождение конструктивных достаточных условий
разрешимости задачи Коши и линейной нетеровой краевой задачи (1), (2) с импульсным воздей-
ствием interface conditions в общем случае k � n, в частности, для переопределенных (k > n)
и недоопределенных (k ≤ n) вырожденных дифференциально-алгебраических систем.

Достаточные условия в случае разрешимости относительно
производной

Обозначим PA∗(t) ортопроектор PA∗(t) : Rk → N(A∗(t)) матрицы A∗(t), транспонированной
к матрице A(t) на N(A∗(t)) — нуль-пространство матрицы A∗(t). При условии [Чуйко, 2011; Чуйко,
2013a; Чуйко, 2013b]

PA∗(t)B(t) = 0, PA∗(t) f (t) = 0 (3)

однородная часть системы (1) разрешима относительно производной: z′ = A+(t)B(t)z по
меньшей мере одним способом. Обозначим X0(t) нормальную фундаментальную матрицу
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X′0(t)= A+(t)B(t)X0(t), X0(a) = In полученной системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений [Boichuk, Samoilenko, 2004]. При условии (5) система (1) имеет непрерывное решение
вида

z(t, c) = X0(t)c + K
[
A+(s) f (s)

]
(t), K

[
A+(s) f (s)

]
(t) := X0(t)

t∫
a

X−1
0 (s)A+(s) f (s)ds.

При условии PA∗(t)B(t) = 0 фундаментальную матрицу нетривиальных решений задачи

z′ = A+(t)B(t)z, t � τi, �iz(·) = 0

ищем в виде

X(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X0(t)W0, W0 ∈ Rn×n, t ∈ [a; τ1[,
X0(t)W1, W1 ∈ Rn×n, t ∈ [τ1; τ2[,
.............. ................. ............. ,

X0(t)Wp, Wp ∈ Rn×n, t ∈ [τp; b].

(4)

Здесь A+(t) — псевдообратная по Муру–Пенроузу матрица [Boichuk, Samoilenko, 2004]. Матрицу
A+(t)B(t) при этом предполагаем непрерывной. В статье [Sčhwabik, 1980] фундаментальная мат-
рица X(t) была найдена в предположении W0 = In, что приводило к дополнительным условиям
разрешимости однородной части системы (1), (2). Таким образом, целью данной статьи является
нахождение решений системы (1), (2) с импульсным воздействием типа interface conditions без
ограничения W0 = In.

Для нахождения матриц W0,W1 ∈ Rn×n используем уравнение

Q1W1 + �
(0)
1 X0(·)W0 = 0, Q1 := �(1)

1 X0(·) ∈ Rm×n,

разрешимое относительно матрицы W1 ∈ Rn×n тогда и только тогда, когда

PQ∗1
�(0)

1 X0(·)W0 = 0;

последнее равенство обеспечивает матрица

W0 = P1U1 ∈ N
[
PQ∗1

�(0)
1 X0(·)

]
, U1 ∈ Rn×n, P1 := P[

PQ∗1
�(0)
1 X0(·)

] ∈ Rn×n.

Здесь PQ∗1
— ортопроектор: Rm → N(Q∗1), P[

PQ∗1
�

(0)
1 X0(·)

] — ортопроектор:

R
n → N

[
PQ∗1

�(0)
1 X0(·)

]
.

При p = 1 положим U1 = In; если же p > 1, то матрица будет определена из условия разрешимос-
ти в моменты времени τ2, τ3, ... однородной части задачи (1), (2) с импульсным воздействием
типа interface conditions. Таким образом,

W1 = −Q+1 �
(0)
1 X0(·)W0 + PQ1V1 · U1, V1 ∈ Rn×n, det V1 � 0.

Для нахождения матрицы W2 ∈ Rn×n используем уравнение

Q2W2 + �
(0)
2 X0(·)W0 + �

(1)
2 X0(·)W1 = 0, Q2 := �(2)

2 X0(·) ∈ Rm×n,

разрешимое относительно матрицы W2 ∈ Rn×n тогда и только тогда, когда

PQ∗2

{
�(0)

2 X0(·)P1 + �
(1)
2 X0(·)

[
PQ1V1 − Q+1 �

(0)
1 X0(·)P1

]}
U1 = 0;
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последнее равенство обеспечивает матрица U1 = P2U2 ∈ Rn×n, где

P2 := PPQ∗2

{
�

(0)
2 X0(·)P1+�

(1)
2 X0(·)

[
PQ1 V1−Q+1 �

(0)
1 X0(·)P1

]}.

Здесь PQ∗2
— ортопроектор: Rm → N(Q∗2),

P2 = PPQ∗2

[
�(0)
2 X0(·)W0+�

(1)
2 X0(·)W1

]
∣∣∣∣∣ U1 = In

— ортопроектор:

R
n → N

{
�(0)

2 X0(·)P1 + �
(1)
2 X0(·)

[
PQ1V1 − Q+1 �

(0)
1 X0(·)P1

]}
.

Таким образом,

W2 = −Q+2

{
�(0)

2 X0(·)P1 + �
(1)
2 X0(·)

[
PQ1V1 − Q+1 �

(0)
1 X0(·)P1

]}
P2 · U2 + PQ2V2 · U2,

при этом

W0 = P1U1 = P1P2 · U2, W1 = −Q+1 �
(0)
1 X0(·)P1P2 · U2 + PQ1V1P2 · U2, det V2 � 0.

При p = 2 положим U2 = In; если же p > 2, то матрица будет определена из условия разреши-
мости в моменты времени τ3, τ4, ... однородной части задачи (1), (2). Продолжая рассуждения,
для нахождения матрицы Wp ∈ Rn×n используем уравнение

QpWp +

p−1∑
i=0

�(i)
p X0(·)Wi = 0, Qp := �(p)

p X0(·) ∈ Rm×n,

разрешимое относительно матрицы Wp ∈ Rn×n тогда и только тогда, когда

PQ∗p

p−1∑
i=0

�(i)
p X0(·)Wi = 0,

последнее равенство обеспечивает матрица Up−1 = PpUp ∈ Rn×n, где

Pp := PPQ∗p
∑p−1

i=0 �
(i)
p X0(·)Wi

∣∣∣∣∣ Up−1 = In.

Здесь PQ∗p — ортопроектор: R
m → N(Q∗p), Pp — ортопроектор:

R
n → N

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣PQ∗p

p−1∑
i=0

�(i)
p X0(·)Wi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Таким образом, при условии PA∗(t)B(t) = 0 однородная часть краевой задачи (1), (2) имеет
решение z(t, c) = X(t)c, c ∈ Rn, представимое фундаментальной матрицей (4), где

W0 = P1P2 ... Pp · Up, W1 = −Q+1 �
(0)
1 X0(·)P1P2 ... P3 · Up + PQ1V1P2 ... Pp · Up , ... ,

Wp = −Q+p

p−1∑
i=0

�(i)
p X0(·)Wi + PQpVp · Up, Vp ∈ Rn×n, det Vp � 0, Up = In.
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При условии
PA∗(t)B(t) = 0, PA∗(t) f (t) = 0, A+(t) f (t) ∈ C[a, b] (5)

решение неоднородной дифференциально-алгебраической задачи (1), (2) с импульсным
воздействием типа interface conditions ищем в виде

G
[
A+(s) f (s);αi

]
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K
[
A+(s) f (s)

]
(t), t ∈ [a; τ1[,

X0(t)γ1 + K
[
A+(s) f (s)

]
(t), t ∈ [τ1; τ2[,

.................................... , .............. ,

X0(t)γp + K
[
A+(s) f (s)

]
(t), t ∈ [τp; b],

где

K
[
A+(s) f (s)

]
(t) := X0(t)

t∫
a

X−1
0 (s)A+(s) f (s)ds

— оператор Грина задачи Коши для неоднородной дифференциально алгебраической системы (1),
γ1, γ2, ... , γp — постоянные:

γi = Q+i

{
αi − �iK

[
A+(s) f (s)

]
(·)

}
, i = 1, 2, ... p.

Следуя традиционной классификации краевых задач [Boichuk, Samoilenko, 2004], случай PQ∗i
� 0

по меньшей мере для одного i = 1, 2, ... p, назовем критическим; в этом случае условия
существования и вид общего решения задачи (1), (2) определяет следующая лемма.

Лемма. При условии PA∗(t)B(t) = 0, A+(t)B(t) ∈ C[a, b] однородная часть задачи (1), (2)
имеет решение z(t, c) = X(t)c, c ∈ Rn, представимое фундаментальной матрицей (4), где

W0 = P1P2 ... Pp · Up, W1 = −Q+1 �
(0)
1 X0(·)P1P2 ... P3 · Up + PQ1V1P2 ... Pp · Up , ... ,

Wp = −Q+p

p−1∑
i=0

�(i)
p X0(·)Wi + PQpVp · Up, Vp ∈ Rn×n, det Vp � 0, Up = In.

При условии (5) линейная неднородная задача для дифференциально алгебраической системы (1)
с импульсным воздействием типа interface conditions (2) в критическом случае разрешима тогда
и только тогда, когда выполнены условия

PQ∗i

{
αi − �iK

[
A+(s) f (s)

]
(·)

}
= 0, i = 1, 2, ... p, (6)

в этом случае задача (1), (2) имеет решение

z(t, c) = X(t)c +G
[
A+(s) f (s);αi

]
(t), c ∈ Rn,

представимое фундаментальной матрицей X(t) вида (4) и обобщенным оператором Грина

G
[
A+(s) f (s);αi

]
(t) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K
[
A+(s) f (s)

]
(t), t ∈ [a; τ1],

X0(t)Q+1

{
α1 − �1K

[
A+(s) f (s)

]
(·)

}
+ K

[
A+(s) f (s)

]
(t), t ∈ [τ1; τ2],

..................................................................... , .............. ,

X0(t)Q+p

{
αp − �pK

[
A+(s) f (s)

]
(·)

}
+ K

[
A+(s) f (s)

]
(t), t ∈ [τp; b]

задачи (1), (2) с импульсным воздействием типа interface conditions.
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ПРИМЕР 1. Требованиям доказанной леммы удовлетворяет задача о построении
2π-периодических решений переопределенной дифференциально-алгебраической системы
с импульсным воздействием типа interface conditions

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), t ∈ [0; 2π], t �

2π
3
, t �

4π
3
, �iz(·) = αi, (7)

где

A(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos t sin t
− sin t cos t
cos t sin t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , B(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− sin t cos t
− cos t − sin t
− sin t cos t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , f (t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos 2t
sin 2t
cos 2t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

�1z(·) := z

(
2π
3
+ 0

)
− z

(
4π
3
− 0

)
, �2z(·) := z (0) − z (2π) , α1 =

(
0
3
4

)
, α2 =

(
0
0

)
.

Матрица A(t) определяет непрерывную псевдообратную матрицу A+(t) и ортопроектор

A+(t) =
1
2

(
cos t −2 sin t cos t
sin t 2 cos t sin t

)
, PA∗(t) =

1
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1
0 0 0
−1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

при этом

A+(t)B(t) = J2 :=

(
0 1
−1 0

)
, A+(t) f (t) =

(
cos 3t
sin 3t

)
.

Условие (5) выполнено, следовательно решение однородной части дифференциально алгебраи-
ческой системы (7) определяет нормальная (X(0) = I2) фундаментальная матрица

X0(t) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

при этом Q1 = O2, следовательно PQ∗1
= I2, P1 = O2 и W0 = O2. Таким образом, для задачи (7)

имеет место критический случай. Поскольку �(0)
1 X0(·) = I2, постольку W1 = I2. Кроме того,

невырождена матрица Q2 = −I2, следовательно PQ2 = PQ∗2
= O2, при этом P2 = I2, W2 = O2.

Таким образом,

X(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
O2, t ∈ [0; 2π

3 [,
X0(t), t ∈ [ 2π

3 ; 4π
3 [,

O2, t ∈ [ 4π
3 ; 2π].

Оператор Грина задачи Коши для неоднородной дифференциальной системы (7)

K
[
A+(s) f (s)

]
(t) := X0(t)

t∫
a

X−1
0 (s)A+(s) f (s)ds =

1
4

(
sin t + sin 3t
cos t − cos 3t

)

определяет условие разрешимости (6) задачи (7) для i = 1, при этом

γ1 = Q+1

{
α1 − �1K

[
A+(s) f (s)

]
(·)

}
= 0.

Поскольку PQ∗2
= O2, постольку условие разрешимости (6) задачи (7) для i = 2 выполнено, при

этом

γ2 = Q+2

{
α2 − �2K

[
A+(s) f (s)

]
(·)

}
= 0.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Краевые задачи типа interface conditions для дифференциально- . . . 471

Таким образом, для задачи (7)

K
[
A+(s) f (s)

]
(t) ≡ G

[
A+(s) f (s);αi

]
(t).

Доказанная лемма является обобщением аналогичных утверждений [Чуйко, 2001a; Чуйко,
2001b] на случай дифференциально-алгебраических систем, с другой стороны лемма является
обобщением аналогичных утверждений [Boichuk, Pokutnyi et al, 2013; Boichuk, Langerova et al.,
2013] на случай с импульсного воздействия типа interface conditions.

Случай неразрешимости относительно производной

Предположим, что псевдообратная матрица B+(t) непрерывна и условие PA∗(t)B(t) = 0
не выполнено; при этом однородная часть системы (1) не разрешима относительно производной.
При условии [Чуйко, 2013a; Чуйко, 2013b]

PA∗(t)B(t) � 0, PB∗(t)A(t) = 0, PB∗(t) f (t) = 0, B+(t) ∈ C[a, b] (8)

однородная часть системы (1) по меньшей мере одним способом разрешима относительно неиз-
вестной z = B+(t)A(t)·z′. Предположим, что матрица B+(t)A(t) постоянного ранга δ и не имеет сре-
ди собственных чисел нулей геометрической кратности, отличной от алгебраической; при этом
неособенным (det S (t) � 0) преобразованием подобия B+(t)A(t) = S (t)J(t)S −1(t) она приводится
к жордановой форме

J(t) =

(
Jδ(t) O
O Oω

)
, Jδ(t) ∈ Rδ×δ, det Jδ(t) � 0, Oω ∈ Rω×ω.

Обозначим вектор

y(t) = S −1(t)z(t) := col
(
u(t), v(t)

)
, u(t) ∈ Rδ, v(t) ∈ Rω, ω := n − δ.

При условии (8) однородная часть системы (1)

J(t) · y′ =
(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
· y

приводится к виду (
Jδ(t) O
O Oω

) (
u′

v′

)
=

(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
·
(

u
v

)
. (9)

Отметим, что уравнение (9), вообще говоря, не разрешимо относительно производных,
поскольку

PJ∗(t)

(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
= PJ∗(t) � 0;

здесь ортопроектор

PJ∗(t) =

(
Oδ(t) O

O Iω

)
, PJ∗(t) : Rn → N(J∗(t))

и матрица

S −1(t)S ′(t) =

(
Sδδ(t) Sδω(t)
Sωδ(t) Sωω(t)

)
, Sδδ(t) ∈ Rδ×δ, Sωω(t) ∈ Rω×ω.
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С другой стороны, уравнение (9) разрешимо при условии v(t) ≡ 0. Для нахождения первой из
компонент u(t) ∈ Rδ вектора y(t) используем систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний u′ = (J−1

δ (t) − Sδδ(t)) · u. Предположим, что матрица J−1
δ (t) − Sδδ(t) непрерывна; обозначим

Yδ(t) нормальную фундаментальную матрицу

Y ′δ(t) =
(
J−1
δ (t) −Sδδ(t)

)
· Yδ(t), Yδ(a) = Iδ.

Однородная часть системы (1) имеет решение y(t, cδ) = Y(t)cδ, cδ ∈ Rδ, определяемое матрицей

Y(t) =

(
Yδ(t)

O

)
.

Таким образом, при условии (8) однородная часть системы (1) в случае непрерывности матрицы
J−1
δ (t) −Sδδ(t) имеет решение вида

z(t, cδ) = X0(t)cδ, X0(t) = S (t) · Y(t) ∈ Rn×δ, cδ ∈ Rδ,

при этом задача Коши z(a) = c для однородной части вырожденной дифференциально-алгебраи-
ческой системы (1) разрешима для любого вектора [Boichuk, Samoilenko, 2004]

c ∈ R(X0(t)), Rn = R(X0(t)) ⊕ N(X∗0(t)), Rδ = N(X0(t)) ⊕ R(X∗0(t));

здесь PX0(t) — ортопроектор матрицы X0(t). При условии (8) неоднородная система (1) приводится
к виду

J(t) · y′ =
(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
· y + S −1(t)B+(t) f (t). (10)

Неоднородность S −1(t)B+(t) f (t) системы (10) представима двумя компонентами

S −1(t)B+(t) f (t) = col
(
ϕ(t), ψ(t)

)
,

где

ϕ(t) =
(
Iδ O

)
S −1(t)B+(t) f (t) ∈ Rδ, ψ(t) =

(
O In−δ

)
S −1(t)B+(t) f (t) ∈ Rω.

Система (10) расщепляется на обыкновенное дифференциальное и функциональное уравнения

u′ =
(
J−1
δ (t) −Sδδ(t)

)
· u + J−1

δ (t)ϕ(t) + ψ(t), v + ψ(t) = 0.

При условии ϕ(t) ∈ C[a, b], Sδω(t)ψ(t) ∈ C1[a, b] система (10) имеет решение вида

y(t, c) = Y(t)cδ + K
[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t), cδ ∈ Rδ,

где

K
[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Yδ(t)

t∫
a

Y−1
δ (s)

(
J−1
δ (s)ϕ(s) +Sδω(s)ψ(s)

)
ds

−ψ(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом, при условии (8) для непрерывной матрицы J−1
δ (t) − Sδδ(t) система (1) имеет

решение вида

z(t, cδ) = X0(t)cδ +K
[
f (s)

]
(t), cδ ∈ Rδ, K

[
f (s)

]
(t) = S (t) · K

[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t).
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При условии (8) в случае непрерывности матрицы J−1
δ (t)−Sδδ(t) частное решение неоднородной

дифференциально алгебраической задачи с импульсным воздействием (1), (2) ищем в виде

G
[
f (s);αi

]
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K
[
f (s)

]
(t), t ∈ [a; τ1[,

X0(t)γ1 +K
[
f (s)

]
(t), t ∈ [τ1; τ2[,

.................................... ..............

X0(t)γp +K
[
f (s)

]
(t), t ∈ [τp; b].

(11)

Здесь

γi = Q+i

{
αi − �iK

[
f (s)

]
(·)

}
, i = 1, 2, ... p.

В критическом случае условия существования и вид общего решения задачи (1), (2) определяет
следующая теорема.

Теорема. Предположим, что матрица B+(t)A(t) постоянного ранга δ и не имеет среди
собственных чисел нулей геометрической кратности, отличной от алгебраической; при усло-
вии (8) в случае непрерывности матрицы J−1

δ (t) −Sδδ(t) однородная часть линейной вырожден-
ной дифференциально-алгебраической задачи (1), (2) с импульсным воздействием типа interface
conditions

A(t) dz/dt = B(t)z, t � τi, �iz(·) = 0, i = 1, 2, . . . , p

имеет решение
z(t, cδ) = X(t)cδ, δ = rank B+(t)A(t), cδ ∈ Rδ,

представимое фундаментальной матрицей X(t) вида (4); в этом случае неоднородная задача (1),
(2) при условии

PQ∗i

{
αi − �iK

[
f (s)

]
(·)

}
= 0, i = 1, 2, ... p, (12)

имеет решение

z(t, cδ) = X(t)cδ + G
[
f (s);αi

]
(t), cδ ∈ Rδ,

где

G
[
f (s);αi

]
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K
[
f (s)

]
(t), t ∈ [a; τ1],

X0(t)Q+1

{
α1 − �1K

[
f (s)

]
(·)

}
+K

[
f (s)

]
(t), t ∈ [τ1; τ2],

................................................................... ..............

X0(t)Q+p

{
αp − �pK

[
f (s)

]
(·)

}
+K

[
f (s)

]
(t), t ∈ [τp; b].

— обобщенный оператор Грина задачи (1), (2) с импульсным воздействием типа
interface conditions в случае неразрешимости дифференциально-алгебраической системы (1)
относительно производной. Здесь

K
[
f (s)

]
(t) = S (t) · K

[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t)

— обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы (1) в случае неразрешимости
дифференциально-алгебраической системы (1) относительно производной.
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Доказанная теорема является обобщением аналогичных утверждений [Чуйко, 2001a; Чуй-
ко, 2001b] на случай дифференциально-алгебраических систем, с другой стороны теорема явля-
ется обобщением аналогичных утверждений [Boichuk, Pokutnyi et al, 2013; Boichuk, Langerova
et al., 2013] на случай с импульсного воздействия типа interface conditions. Существенным от-
личием вырожденной дифференциально-алгебраической системы (1) в случае ω � 0 является
прямоугольность матрицы X0(t), не позволяющая для решения неоднородной дифференциально-
алгебраической системы (1) непосредственно использовать конструкцию оператора Грина задачи
Коши [Чуйко, 2001a; Чуйко, 2001b].

ПРИМЕР 2. Требованиям теоремы удовлетворяет задача о построении решений
вырожденной дифференциально-алгебраической системы

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), t ∈ [−2π; 2π], t � τi := ±π, i = 1, 2, (13)

с импульсным воздействием типа interface conditions

�iz(·) = 0 ∈ R2, �1z(·) := z(−2π) − z(0), �2z(·) := z(0) − z(2π), (14)

где

A(t) :=

(
sin 2t − 1 cos 2t
− cos 2t sin 2t + 1

)
, B(t) :=

(
2 0
0 −2

)
, f (t) := 4

√
2

(
sin t
cos t

)
.

Действительно, матрица B(t) невырождена, следовательно PB∗(t) = 0, при этом условие (8)
выполнено. Используя матрицы

S =

(
1 − cos 2t

sin 2t−1
cos 2t

sin 2t−1 1

)
, J =

(
−1 0
0 0

)
, J−1

δ (t) −Sδδ(t) = −
2 cos t

cos t − sin t
,

приводим решение z(t, cδ) = X0(t)cδ, cδ ∈ R2 однородной части системы (13) без импульсного
воздействия к виду

X0(t) = e−t
(

sin t − cos t
sin t + cos t

)
,

следовательно

PQ∗1
= PQ∗2

=
1
2

(
1 1
1 1

)
,

при этом P1 = 1. Поскольку �(0)
1 X0(·) = X0(−2π) � 0, постольку W1 = e2π. Кроме того, P2 =

= 1, следовательно W2 = e4π. Таким образом, для задачи (13), (14) имеет место критический
случай, при этом однородная часть системы (13) с импульсным воздействием (14) имеет решение
z(t, cδ) = X(t)cδ, cδ ∈ R1, представимое фундаментальной матрицей X(t) вида (4), где W1 =

= e2π, W2 = e4π. Обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы (13) имеет вид

K
[
f (s)

]
(t) =

√
2

5

(
cos t + 2 cos 3t − 8 sin t − sin 3t + 2e−t(− sin t + cos t)
8 cos t − cos 3t + sin t − 2 sin 3t − 2e−t(sin t + cos t)

)
,

при этом

�1K
[
f (s)

]
(·) = 2

√
2

5

(
−1 + e2π

1 − e2π

)
, �2K

[
f (s)

]
(·) = 2

√
2e−2π

5

(
−1 + e4π

1 − e4π

)
,
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следовательно условие (12) выполнено. Обобщенный оператор Грина задачи с импульсным
воздействием (13), (14) имеет вид

G
[
f (s); 0

]
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

K
[
f (s)

]
(t), t ∈ [−2π;−π],

X0(t)γ1 +K
[
f (s)

]
(t), t ∈ [−π; π],

X0(t)γ2 +K
[
f (s)

]
(t), t ∈ [π; 2π];

здесь

γ1 = −
2
√

2
5

(
e2π − 1

)
, γ2 = −

2
√

2
5

(
e4π − 1

)
;

при этом задача (13), (14) имеет решение

z(t, cδ) = X(t)cδ + G
[
f (s); 0

]
(t), cδ ∈ R1.

В некритическом случае, а именно при условии PQ∗i
= 0 для всех i = 1, 2, ... p, требова-

ние (12) выполняется, следовательно линейная неднородная задача (1), (2) с импульсным воздей-
ствием типа interface conditions разрешима для любых неоднородностей f (t) ∈ C[a, b] и αi ∈ Rm,

при этом вид общего решения задачи (1), (2) определяет следующее утверждение.

Следствие. Предположим, что матрица B+(t)A(t) постоянного ранга δ и не имеет среди
собственных чисел нулей геометрической кратности, отличной от алгебраической; при усло-
вии (8) в случае непрерывности матрицы J−1

δ (t) −Sδδ(t) однородная часть линейной вырожден-
ной дифференциально-алгебраической задачи (1), (2) с импульсным воздействием типа interface
conditions

A(t) dz/dt = B(t)z, t � τi, �iz(·) = 0, i = 1, 2, . . . , p

имеет решение, представимое фундаментальной матрицей X(t) вида (4); в этом случае
неоднородная задача (1), (2) имеет решение

z(t, cδ) = X(t)cδ + G
[
f (s);αi

]
(t), cδ ∈ Rδ,

где G
[
f (s);αi

]
(t) — обобщенный оператор Грина задачи (1), (2) с импульсным воздействием ти-

па interface conditions в случае неразрешимости дифференциально-алгебраической системы (1)
относительно производной.

ПРИМЕР 3. Требованиям следствия удовлетворяет задача о построении решений вы-
рожденной дифференциально-алгебраической задачи с импульсным воздействием типа interface
conditions

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), �iz(·) = 0, t ∈ [−2π; 2π], t � τi := ±π, i = 1, 2, (15)

где

�1z(·) :=

(
1
0

) [
z(0) − z(π − 0)

]
, �2z(·) :=

(
1
0

) [
z(π + 0) − z(2π)

]
,

кроме того,

A(t) :=

(
sin 2t − 1 cos 2t
− cos 2t sin 2t + 1

)
, B(t) :=

(
2 0
0 −2

)
, f (t) := 4

√
2

(
sin t
cos t

)
.
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Действительно, матрица B(t) невырождена, следовательно PB∗(t) = 0, при этом условие (8)
выполнено. Решение z(t, cδ) = X0(t)cδ, cδ ∈ R1 однородной части системы (13) без импульсного
воздействия имеет вид

X0(t) = e−t
(

sin t − cos t
sin t + cos t

)
,

следовательно PQ∗1
= 0, при этом P1 = 1. Таким образом, для задачи (15) имеет место некрити-

ческий случай. Поскольку �(0)
1 X0(·) = 0, постольку W1 = eπ, при этом однородная часть системы

с импульсным воздействием (15) имеет решение, представимое фундаментальной матрицей X(t)
вида (4), где W1 = eπ. Обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы (15) имеет вид

K
[
f (s)

]
(t) =

√
2

5

(
cos t + 2 cos 3t − 8 sin t − sin 3t + 2e−t(− sin t + cos t)
8 cos t − cos 3t + sin t − 2 sin 3t − 2e−t(sin t + cos t)

)
,

при этом

�1K
[
f (s)

]
(·) =

2
√

2
5

(
1 − e−2π

)
.

Обобщенный оператор Грина задачи с импульсным воздействием (15) имеет вид

G
[
f (s); 0

]
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
K

[
f (s)

]
(t), t ∈ [0; π[,

X0(t)γ1 +K
[
f (s)

]
(t), t ∈ [π; 2π];

, γ1 = −
2
√

2
5

(
eπ − 1

)
,

при этом задача (15) имеет решение

z(t, cδ) = X(t)cδ + G
[
f (s); 0

]
(t), cδ ∈ R1.

Доказанное следствие является обобщением аналогичных утверждений [Чуйко, 2001a;
Чуйко, 2001b] на случай дифференциально-алгебраических систем, с другой стороны, след-
ствие является обобщением аналогичных утверждений [Boichuk, Pokutnyi et al, 2013; Boichuk,
Langerova et al., 2013] на случай с импульсного воздействия типа interface conditions.
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