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Постановка задачи

Исследуем задачу о построении решений z(t) ∈ C1[a, b] дифференциально-алгебраической
системы

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), A(t), B(t) ∈ Rk×n, A(t), B(t), f (t) ∈ C[a, b], (1)

подчиненной краевому условию [Boichuk, Samoilenko, 2004; Бойчук, Шегда, 2007]

�z(·) = α, �z(·) : C[a, b]→ Rm, α ∈ Rm. (2)

Достаточные условия однозначной разрешимости и структура решения двухточечной краевой
задачи для системы (1) были получены в монографии [Campbell, 1980]. Условия существо-
вания и структура решений аналогичной нетеровой краевой задачи (1), (2) в общем случае
(k � n) были получены в монографии [Бояринцев, Чистяков, 1998] с использованием поня-
тия совершенных троек матриц. Конструктивные условия разрешимости и структура решения
дифференциально-алгебраических систем (1) в случае k = n получены в монографиях [Чистяков,
1996; Чистяков, Щеглова, 2003] с использованием центральной канонической формы. Эффек-
тивные численные методы решения дифференциально-алгебраических систем (1) в случае k = n
получены в монографи [Хайрер, Ваннер, 1999]. Целью данной статьи является нахождение до-
статочных условий разрешимости задачи Коши и линейной нетеровой краевой задачи (1), (2)
в общем случае k � n, в частности, для переопределенных k > n и недоопределенных k ≤ n
дифференциально-алгебраических систем.

Достаточные условия в случае разрешимости относительно производ-
ной

Предположим, что матрица A+(t) непрерывна; обозначим X(t) нормальную фундамен-
тальную матрицу [Boichuk, Samoilenko, 2004] X′(t) = A+(t)B(t)X(t), X(a) = In полученной

традиционной
(
A+(t)B(t) ∈ Rn×n

)
системы дифференциальных уравнений. При условии

PA∗(t)B(t) = 0, PA∗(t) f (t) = 0 (3)

однородная часть A(t)z′ = B(t)z системы (1) по меньшей мере одним способом разрешима
относительно производной, при этом система (1) имеет решение вида

z(t, c) = X(t)c + K
[
f (s)

]
(t), K

[
f (s)

]
(t) := X(t)

∫ t

a
X−1(s)A+(s) f (s)ds, c ∈ Rn.

В критическом случае (PQ∗ � 0) при условии (3) и

PQ∗d

{
α − �K

[
f (s)

]
(·)

}
= 0 (4)

краевая задача (1), (2) имеет семейство решений [Boichuk, Samoilenko, 2004]

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f (s);α

]
(t), cr ∈ Rr,

где

G
[
f (s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α − �K

[
f (s)

]
(·)

}
+ K

[
f (s)

]
(t).
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Здесь Q := �X(·)− (m × n)− матрица, rank Q = n1, r := n − n1, d := m − n1, PQ∗- (m × m)-
матрица-ортопроектор PQ∗ : Rm → N(Q∗), Xr(t) := X(t)PQr , PQr - (n × r)-матрица, составленная
из r-линейно независимых столбцов (n × n)-матрицы-ортопроектора PQ : Rn → N(Q); PQ∗d

- (d ×
m)-мерная матрица PQ∗d

составлена из d линейно независимых строк матрицы-ортопроектора
PQ∗ , Q+-псевдообратная матрица по Муру–Пенроузу [Boichuk, Samoilenko, 2004], In-единичная
(n× n)-матрица. Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 1. При условии (3) для непрерывной матрицы A+(t) однородная часть
дифференциально-алгебраической системы (1) имеет решение вида z(t, c) = X(t)c, c ∈ Rn, где
X(t) — нормальная фундаментальная матрица X′(t) = A+(t)B(t)X(t), X(a) = In. При условии (3)
задача Коши z(a) = c для неоднородной части дифференциально-алгебраической системы (1)
при любом c ∈ Rn имеет решение вида z(t, c) = X(t)c + K[ f (s)](t), c ∈ Rn, где

K
[
f (s)

]
(t) := X(t)

t∫
a

X−1(s)A+(s) f (s)ds

— оператор Грина задачи Коши z(a) = 0 для системы (1). В критическом случае (PQ∗ � 0) при
условиях (3) и (4) для любого вектора f (t) ∈ C[a, b] краевая задача (1), (2) имеет семейство

решений z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f (s);α

]
(t), cr ∈ Rr, где

G
[
f (s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α − �K

[
f (s)

]
(·)

}
+ K

[
f (s)

]
(t)

— обобщенный оператор Грина краевой задачи (1), (2).

В частности, условие (3) выполняется для недоопределенной дифференциально-
алгебраической системы (1) с матрицей A(t) полного ранга. Действительно, при условии
A(t) ∈Rk×n, rank A(t) := k < n имеет место равенство rank PA∗(t) = k − rank A(t) = 0, гарантиру-
ющее выполнение требования (3). Таким образом, для недоопределенной системы (1) с матри-
цей A(t) полного ранга утверждение теоремы 1 эквивалентно теоремам 3.1.1 и 3.2.1, доказанным
в монографии [Campbell, 1980].

ПРИМЕР 1. Требованиям теоремы 1 удовлетворяет задача о построении 2π-периодических
решений переопределенной дифференциально-алгебраической системы

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), (5)

где

A(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos t sin t
− sin t cos t
cos t sin t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , B(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− sin t cos t
− cos t − sin t
− sin t cos t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , f (t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos 2t
sin 2t
cos 2t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
Матрица A(t) определяет непрерывную псевдообратную матрицу A+(t) и ортопроектор

A+(t) = 1
2

(
cos t −2 sin t cos t
sin t 2 cos t sin t

)
, PA∗(t) =

1
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1
0 0 0
−1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Условие (3) при этом выполнено. Поскольку Q = 0, постольку в задаче о построении 2π-перио-
дических решений системы (5) имеет место критический случай, причем условие (4) выполнено,
следовательно периодическая задача для системы (5) имеет решение вида

z(t, c) = X(t)c +G
[
f (s)

]
(t), X(t) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
, G

[
f (s)

]
(t) = 1

4

(
sin t + sin 3t
cos t − cos 3t

)
.
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Следствие 1. В некритическом случае (PQ∗ = 0) при условии (3) задача (1), (2) имеет

семейство решений z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
A+(s) f (s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Достаточные условия в случае неразрешимости дифференциально-
алгебраической системы относительно производной

Предположим, что псевдообратная матрица B+(t) непрерывна и условие PA∗(t)B(t) = 0
не выполнено. При условии

PA∗(t)B(t) � 0, PB∗(t)A(t) = 0, PB∗(t) f (t) = 0 (6)

однородная часть A(t)z′ = B(t)z системы (1) по меньшей мере одним способом разрешима от-
носительно неизвестной z = B+(t)A(t) · z′. Предположим, что матрица B+(t)A(t) постоянного
ранга rank B+(t)A(t) = δ, n − δ := ω, и не имеет среди собственных чисел нулей геометриче-
ской кратности, отличной от алгебраической; при этом неособенным преобразованием подобия
B+(t)A(t) = S (t)J(t)S −1(t), (det S (t) � 0), она приводится к жордановой форме

J(t) =

(
Jδ(t) O
O Oω

)
, Jδ(t) ∈ Rδ×δ, det Jδ(t) � 0, Oω ∈ Rω×ω.

Обозначим вектор y(t) = S −1(t)z(t) := col
(
u(t), v(t)

)
, u(t) ∈ Rδ, v(t) ∈ Rω. При условии (6)

однородная часть системы (1) J(t) · y′ =
(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
· y приводится к виду

(
Jδ(t) O
O Oω

) (
u′

v′

)
=

(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
·
(
u
v

)
. (7)

Отметим, что уравнение (7), вообще говоря, не разрешимо относительно производных. Дей-
ствительно, условие разрешимости уравнения (7) при произвольных функциях u(t) и v(t) не

выполнено PJ∗(t)

(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
= PJ∗(t) � 0; здесь ортопроектор

PJ∗(t) =

(
Oδ(t) O

O Iω

)
, PJ∗(t) : Rn → N(J∗(t)),

и матрица

S −1(t)S ′(t) =

(
Sδδ(t) Sδω(t)
Sωδ(t) Sωω(t)

)
, Sδδ(t) ∈ Rδ×δ, Sωω(t) ∈ Rω×ω.

С другой стороны, уравнение (7) разрешимо при условии v(t) ≡ 0. Для нахождения первой из
компонент u(t) ∈ Rδ вектора y(t) используем систему обыкновенных дифференциальных уравне-

ний u′ =
(
J−1
δ (t)−Sδδ(t)

)
·u. Предположим, что матрица J−1

δ (t)−Sδδ(t) непрерывна; обозначим Yδ(t)

нормальную фундаментальную матрицу Yδ(t) =
(
J−1
δ (t) − Sδδ(t)

)
· Yδ(t), Yδ(a) = Iδ. Однородная

часть системы (1) имеет решение y(t, cδ) = Y(t)cδ, cδ ∈ Rδ. Таким образом, при условии (6),
в случае непрерывности матрицы J−1

δ (t) − Sδδ(t) однородная часть системы (1) имеет решение
вида

z(t, cδ) = X(t)cδ, X(t) = S (t) · Y(t), Y(t) =

(
Yδ(t)

O

)
, cδ ∈ Rδ.
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При условии (6) система (1) приводится к виду

J(t) · dy
dt
=

(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
· y + S −1(t)B+(t) f (t). (8)

Неоднородность S −1(t)B+(t) f (t) системы (8) представима двумя компонентами S −1(t)B+(t) f (t) =

= col
(
ϕ(t), ψ(t)

)
, где ϕ(t) =

(
Iδ O

)
S −1(t)B+(t) f (t) ∈ Rδ, ψ(t) =

(
O In−δ

)
S −1(t)B+(t) f (t) ∈ Rω.

Система (8) расщепляется на обыкновенное дифференциальное и функциональное уравнения

du
dt
=

(
J−1
δ (t) −Sδδ(t)

)
· u + J−1

δ (t)ϕ(t) + ψ(t), v + ψ(t) = 0.

При условии ϕ(t) ∈ C[a, b], Sδω(t)ψ(t) ∈ C1[a, b] система (8) имеет решение вида

y(t, c) = Y(t)cδ + K
[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t), cδ ∈ Rδ,

где

K
[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝Yδ(t)
∫ t

a
Y−1
δ (s)

(
J−1
δ (s)ϕ(s) +Sδω(s)ψ(s)

)
ds

−ψ(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом, при условии (6) для непрерывной матрицы J−1
δ (t) − Sδδ(t) система (1) имеет

решение вида

z(t, c) = X(t)c +K
[
f (s)

]
(t), K

[
f (s)

]
(t) := S (t) · K

[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t), cδ ∈ Rδ.

Таким образом, доказано следующее утверждение [Чуйко, 2011].

Теорема 2. Предположим, что матрица B+(t) непрерывна, а матрица B+(t)A(t) — по-
стоянного ранга rank B+(t)A(t) = δ и не имеет среди собственных чисел нулей геометрической
кратности, отличной от алгебраической; при условии (6) для J−1

δ (t)−Sδδ(t), Y−1
δ (t), ϕ(t) ∈ C[a, b],

Sδω(t)ψ(t) ∈ C1[a, b] задача Коши z(a) = c для однородной части системы (1) разрешима для лю-
бого вектора c ∈ R(X(t)) и при этом имеет решение вида z(t, cδ) = X(t) · cδ, cδ ∈ Rδ. При этом
задача Коши z(a) = c для дифференциально-алгебраической системы (1) имеет решение вида

z(t, c) = X(t) · cδ +K
[
f (s)

]
(t), K

[
f (s)

]
(t) = S (t) · K

[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t), cδ ∈ Rδ,

где K
[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t) — обобщенный оператор Грина задачи Коши z(a) = 0 для вырожденной

дифференциально-алгебраической системы (1). В критическом случае (PQ∗ � 0) при условии (6)
краевая задача (1), (2) имеет семейство решений

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f (s);α

]
(t), cr ∈ Rr,

где

G
[
f (s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α − �K

[
f (s)

]
(·)

}
+K

[
f (s)

]
(t)

— обобщенный оператор Грина краевой задачи (1), (2).
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ПРИМЕР 2. Требованиям теоремы 2 удовлетворяет задача о построении 2π-периодических
решений дифференциально-алгебраической системы

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), (9)

где

A(t) :=

(
sin 2t − 1 cos 2t
− cos 2t sin 2t + 1

)
, B(t) :=

(
2 0
0 −2

)
, f (t) := 4

√
2

(
sin t
cos t

)
.

Действительно, матрица B(t) невырождена, следовательно PB∗(t) = 0, при этом условие (6)
выполнено. Используя матрицы

S =

(
1 − cos 2t

sin 2t−1
cos 2t

sin 2t−1 1

)
, J =

(
−1 0
0 0

)
,

приводим систему (9) к виду (8). Решение z(t, cδ) = X(t)cδ, cδ ∈ R2 однородной части системы (9)
определяет матрица

X(t) =

(
e−t(sin t − cos t)
e−t(sin t + cos t)

)
, J−1

δ (t) −Sδδ(t) = −
2 cos t

cos t − sin t
.

Обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы (9) имеет вид

K
[
f (s)

]
(t) =

√
2

5

(
cos t + 2 cos 3t − 8 sin t − sin 3t + 2e−t(− sin t + cos t)
8 cos t − cos 3t + sin t − 2 sin 3t − 2e−t(sin t + cos t)

)
.

Поскольку PQ∗ � 0, постольку в задаче о построении 2π-периодических решений систе-
мы (9) имеет место критический случай, причем условие (4) выполнено, следовательно
2π-периодическая задача для системы (9) имеет решение вида

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f (s)

]
(t), Xr(t) =

(
e−t(sin t − cos t)
e−t(sin t + cos t)

)
, cr ∈ R1,

где

G
[
f (s)

]
(t) =

√
2

5

(
cos t + 2 cos 3t − 8 sin t − sin 3t
8 cos t − cos 3t + sin t − 2 sin 3t

)
.

Предположим далее, что матрица S (t) ≡ S ∈ Rn×n — постоянная. При условии (6)
однородная часть системы (1) приводится к виду

y = J(t) · dy
dt
. (10)

Для нахождения первой из компонент u(t) ∈ Rδ вектора y(t) используем систему обыкновенных
дифференциальных уравнений u′ = J−1

δ (t)u. Заметим, что вторая компонента v(t) ∈ Rn−δ век-
тора y(t) нулевая. Предположим, что матрица J−1

δ (t) непрерывна; обозначим Yδ(t) нормальную
фундаментальную матрицу

dYδ(t)
dt

= J−1
δ (t)Yδ(t), Yδ(a) = Iδ.
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Общее решение системы (10) y(t, cδ) = Y(t)cδ, cδ ∈ Rδ определяет матрица

Y(t) =

(
Yδ(t)

O

)
.

Таким образом, при условии (6) в случае непрерывности матрицы J−1
δ (t) однородная часть си-

стемы (1) имеет решение вида z(t, cδ) = X(t)cδ, X(t) = S · Y(t), cδ ∈ Rδ. При условии (6) в случае
S ′ = 0 неоднородная система (1) приводится к виду

J(t) · dy
dt
= y + S −1B+(t) f (t). (11)

Система (11) имеет решение вида y(t, cδ) = Y(t)cδ + K
[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t), cδ ∈ Rδ, где

K
[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t) =

(
Yδ(t)

∫ t

a
Y−1
δ (s)J−1

δ (s)ϕ(s)ds
−ψ(t)

)
.

При условии (6) и S ′ = 0 для непрерывной матрицы J−1
δ (t) система (1) имеет решение вида

z(t, cδ) = X(t)cδ +K
[
f (s)

]
(t), K

[
f (s)

]
(t) := S · K

[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t), cδ ∈ Rδ.

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Следствие 2. Предположим, что матрица B+(t)A(t) постоянного ранга rank B+(t)A(t)= δ
и не имеет среди собственных чисел нулей геометрической кратности, отличной от ал-
гебраической; при условии (6) для непрерывной матрицы J−1

δ (t) и постоянной матрицы S
дифференциально-алгебраическая система (1) имеет решение вида

z(t, cδ) = X(t)cδ +K
[
f (s)

]
(t), K

[
f (s)

]
(s) = S · K

[
ϕ(s), ψ(s)

]
(t), cδ ∈ Rδ.

В критическом случае (PQ∗ � 0) при условиях (6) и S ′ = 0 краевая задача (1), (2) имеет семейство

решений z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f (s);α

]
(t), cr ∈ Rr, где

G
[
f (s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α − �K

[
f (s)

]
(·)

}
+K

[
f (s)

]
(t)

— обобщенный оператор Грина краевой задачи (1), (2).

ПРИМЕР 3. Требованиям следствия 2 удовлетворяет задача о построении 2π-периодичес-
ких решений дифференциально-алгебраической системы

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), (12)

где

A(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −1 0
1 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , B(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , f (t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos 2t
sin 2t
cos 2t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Действительно, матрица A(t) — неполного ранга, при этом k < n, следовательно PA∗(t) � 0,
с другой стороны, матрица B(t) — полного ранга, при этом k < n, следовательно PB∗(t) = 0, таким
образом, достаточное условие разрешимости дифференциально-алгебраической системы (12)
выполнено. Используя матрицы

S =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , S −1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , J =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

приводим систему (12) к виду (10). Поскольку S ′ = 0, условие (6) выполнено и матрица

J−1
δ (t) =

(
0 1
−1 0

)

непрерывна, постольку для системы (10) выполнены требованиям следствия 2. Таким образом,
решение однородной части дифференциально-алгебраической системы (12) определяет матрица

X(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos t sin t
0 0
− sin t cos t

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Поскольку Q = 0, постольку в задаче о построении 2π-периодических решений системы (12) име-
ет место критический случай, причем условие (4) выполнено, следовательно 2π-периодическая
задача для системы (12) имеет решение вида

z(t, cr) = X(t)cr +G
[
f (s), α

]
(t), cr ∈ R2,

где

G
[
f (s), α

]
(t) ≡ K

[
f (s)

]
(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
3

(
cos t − cos 2t

)
− cos 2t

− 1
3

(
sin t + sin 2t

)
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Предположим далее, что матрица B+(t)A(t) постоянного ранга и имеет среди собственных
чисел нули геометрической кратности, отличной от алгебраической. Для упрощения выкладок
предположим, что матрица B+(t)A(t) имеет среди собственных чисел один нуль геометрической
кратности γ, отличной от алгебраической, δ ненулевых собственных чисел и ω := n − δ − γ ну-
лей, для которых геометрическая кратность совпадает с алгебраической; при этом неособенным
(det S (t) � 0) преобразованием подобия B+(t)A(t) = S (t)J(t)S −1(t) она приводится к жордановой
форме

J(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Jδ(t) O O
O Jγ O
O O Oω

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Jγ :=

(
O Iγ−1

O O

)
, Oω ∈ Rω×ω.
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Блок Jδ(t) ∈ Rδ×δ, det Jδ(t) � 0 соответствует ненулевым собственным числам матрицы B+(t)A(t);
блок Jγ ∈ Rγ×γ соответствует нулевому собственному числу матрицы B+(t)A(t), для которого
геометрическая кратность отличается от алгебраической, при этом

J1 := 0 ∈ R1, J2 :=

(
0 1
0 0

)
∈ R2×2, ... , Jγ :=

(
O Iγ−1

O O

)
∈ Rγ×γ.

Обозначим вектор

y(t) = S −1(t)z(t) := col
(
u(t), v(t),w(t)

)
, u(t) ∈ Rδ, v(t) ∈ Rγ, w(t) ∈ Rn−δ−γ.

При условии (6) однородная часть системы (1) J(t) · dy
dt =

(
In− J(t)S −1(t)S ′(t)

)
·y приводится к виду

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Jδ(t) O O
O Jγ O
O O On−δ−γ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u′

v′

w′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u
v
w

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (13)

Отметим, что уравнение (13), вообще говоря, не разрешимо относительно производ-
ных. Действительно, условие разрешимости уравнения (13) относительно производных при
произвольных функциях u(t), v(t) и w(t) не выполнено:

PJ∗(t)

(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
= PJ∗(t) � 0;

здесь ортопроектор

PJ∗(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Oδ(t) O O

O PJ∗γ O
O O In−δ−γ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , PJ∗(t) : Rn → N(J∗(t)), PJ∗γ : Rn → N(J∗γ)

и матрица

S −1(t)S ′(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Sδδ(t) Sδγ(t) Sδω(t)
Sγδ(t) Sγγ(t) Sγω(t)
Sωδ(t) Sωγ(t) Sωω(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Sδδ(t) ∈ Rδ×δ, Sγγ(t) ∈ Rγ×γ.

При этом уравнение (13) разрешимо относительно производных для w(t) ≡ 0 и любого векто-
ра v(t), имеющего представление

v(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
μ(t)
ν(t)
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , μ(t) ∈ R1, ν(t) ∈ Rγ−2.

Для нахождения неизвестных u(t) и v(t) используем систему
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

du
dt =

(
J−1
δ (t) −Sδδ(t)

)
· u −Sδγ(t) · v,

dv
dt = −J+γ JγSγδ(t) · u + J+γ

(
Iγ − JγSγγ(t)

)
· v .

(14)

При помощи обозначений χ1 := 1 ∈ R1, χk :=
[
1 0 ... 0

]
∈ R1×k;

Sγγ(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s11(t) s12(t) s13(t)
s21(t) s22(t) s23(t)
s31(t) s32(t) s33(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , s11(t) ∈ R1×1, s22(t) ∈ R(γ−2)2 ,
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θ1 := 1 ∈ R1, θ2 :=

(
0
1

)
∈ R2×1, ... , θk :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
...

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ R
k×1,

приведем второе уравнение системы (14) к виду

d
dt
μ = 0,

(
ν′

0

)
= −

[
O Iγ−1

]
Sγδ(t) · u + Θ ·

(
μ

ν

)
. (15)

Здесь

Θ(t) :=

(
1 − χγ−2s21(t) − oγ−2s31(t) χγ−2s22(t) − oγ−2s32(t)
−Jγ−2s21(t) − θγ−2s31(t) Iγ−2 − Jγ−2s22(t) − θγ−2s32(t)

)
∈ R(γ−1)2 .

Решение первого уравнения системы (15) представляет собой произвольную действительную

константу; решение второго уравнения также ищем в виде константы; при условии
[
O Iγ−1

]
·

Sγδ(t) ≡ 0 второе уравнение системы (15) имеет решение

(
μ

ν

)
= PΘ · cγ−1, cγ−1 ∈ Rγ−1,

где PΘ — ортопроектор PΘ : Rγ−1 → N(Θ). В свою очередь решение второго уравнения си-
стемы (14) v(t, cρ) = Yρ(t) · cρ, cρ ∈ Rρ определяет матрица Yρ(t) ∈ Rγ×ρ, составленная из
ρ−линейно-независимых столбцов матрицы

Yγ(t) :=

(
PΘ O
O O

)
.

Предположим, что матрица
(
J−1
δ (t)−Sδδ(t)

)
непрерывна. Решение первого уравнения системы (14)

имеет вид

u(t, cδ, cρ) = Yδ(t) · cδ + Yδ(t)

t∫
a

Y−1
δ (s)Sδγ(s)Yρ(s) ds · cρ;

здесь Yδ(t) нормальная фундаментальная матрица

dYδ(t)
dt

=

(
J−1
δ (t) −Sδδ(t)

)
· Yδ(t), Yδ(a) = Iδ.

Таким образом, при условии (6) и
[
O Iγ−1

]
· Sγδ(t) = 0 для непрерывных матриц J−1

δ (t), Sδδ(t)

и Sδγ(t) однородная часть системы (1) имеет решение вида

z(t, cδ+ρ) = X(t)cδ+ρ, X(t) = S (t) · Y(t), cδ+ρ ∈ Rδ+ρ,

где матрица

Y(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Yδ(t) Yδ(t)

∫ t

a
Y−1
δ (s)Sδγ(s)Yρ ds

O Yρ
O O

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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определяет решение уравнения (13). При условии (6) неоднородная система (1) приводится
к виду (8):

J(t) ·
dy
dt
=

(
In − J(t)S −1(t)S ′(t)

)
· y + S −1(t)B+(t) f (t).

Пусть (O O Iγ)S −1(t)B+(t) f (t) ≡ 0 ∈ Rn−δ−γ. Неоднородность S −1(t)B+(t) f (t) системы (8) при этом
представима компонентами

S −1(t)B+(t) f (t) = col
(
ϕ(t), ψ(t), 0

)
,

где

ϕ(t) =
(
Iδ O O

)
S −1(t)B+(t) f (t) ∈ Rδ, ψ(t) =

(
O Iγ O

)
S −1(t)B+(t) f (t) ∈ Rγ.

Согласно принятым обозначениям система (8) равносильна следующей:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d
dt u =

(
J−1
δ (t) −Sδδ(t)

)
· u −Sδγ(t) · v + J−1

δ (t) · ϕ(t),

Jγ · d
dt v = −JγSγδ(t) · u +

(
Iγ − JγSγγ(t)

)
· v + ψ(t).

(16)

В случае
[
O Iγ−1

]
·Sγδ(t) ≡ 0 решение второго уравнения (16) определяет система

d
dt
μ = 0,

( d
dt ν

0

)
= Θ ·

(
μ

ν

)
+ J+γ ψ(t). (17)

При условии PΘ∗ J+γ ψ(t) ≡ 0,
[
O Iγ−1

]
· Sγδ(t) ≡ 0 уравнение Θ ·

(
μ

ν

)
+ J+γ ψ(t) = 0 имеет решение

вида

(
μ

ν

)
= PΘcγ−1(t) − Θ+J+γ ψ(t); здесь PΘ∗(t) : Rγ−1 → N(Θ∗(t)) — ортопроектор матрицы Θ∗(t).

Таким образом, при условии

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(
O O Iγ

)
S −1(t)B+(t) f (t) ≡ 0, PΘ∗ J+γ ψ(t) ≡ 0,(

O Iγ−1

)
·Sγδ(t) ≡ 0, d

dt Θ
+J+γ ψ(t) ≡ 0

(18)

система (17) имеет решение вида

(
μ

ν

)
= PΘcγ−1(t) − Θ+(t)J+γ ψ(t), cγ−1(t) ∈ Rγ−1. Зафиксируем

произвольную функцию cγ−1(t) ∈ C1[a, b]; при этом вектор-столбец

(
v
0

)
= K

[
ψ(s), g(s)

]
(t) :=

(
g(t) − Θ+(t)J+γ (t)ψ(t)

0

)
, g(t) := PΘcγ−1(t)

является решением второго уравнения системы (16). При условии (18) для непрерывных функ-
ций ϕ(t), ψ(t), J−1

δ (t), Sδδ(t) и Sδγ(t) система (8) имеет решение вида y(t, cδ+ρ) = Y(t)cδ+ρ +

+K
[
ϕ(s), ψ(s), g(s)

]
(t), cδ+ρ ∈ Rδ+ρ, где

K
[
ϕ(s), ψ(s), g(s)

]
(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝Yδ(t)
∫ t

a
Y−1
δ (s)

[
J−1
δ (s)ϕ(s) −Sδγ(t)K

[
ψ, g

]
(s)

]
ds

−ψ(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Таким образом, при условиях (6) и (18) для гладких функций

ϕ(t), ψ(t), J−1
δ (t), Sδδ(t), Sδγ(t), ∈ C[a, b], g(t) ∈ C1[a, b] (19)

система (1) имеет решение z(t, cδ+ρ) = X(t)cδ+ρ +K
[
f (s), g(s)

]
(t), где

K
[
f (s), g(s)

]
(t) := S (t) · K

[
ϕ(s), ψ(s), g(s)

]
(t), cδ+ρ ∈ Rδ+ρ.

В критическом случае (PQ∗ � 0) при условии (6), (18), (19) и

PQ∗d

{
α − �K

[
f (s); g(s)

]
(·)

}
= 0

краевая задача (1), (2) имеет семейство решений

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f (s); g(s);α

]
(t), cr ∈ Rr,

где

G
[
f (s); g(s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α − �K

[
f (s); g(s)

]
(·)

}
+K

[
f (s); g(s)

]
(t).

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 3. Предположим, что матрица B+(t)A(t) постоянного ранга и имеет δ собствен-
ных чисел, отличных от нуля, одно нулевое собственное число геометрической кратности γ,
отличной от алгебраической и n − δ − γ := ω нулевых собственных чисел, для которых гео-
метрическая кратность совпадает с алгебраической; при условиях (6), (18) и (19) задача Коши
z(a) = c для однородной части дифференциально-алгебраической системы (1) разрешима для
любого вектора c ∈ R(X(t)) и при этом имеет решение вида

z(t, cδ+ρ) = X(t)cδ+ρ, X(t) = S (t) · Y(t), cδ+ρ ∈ Rδ+ρ,

где

Y(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Yδ(t) Yδ(t)

∫ t

a
Y−1
δ (s)Sδγ(s)Yρ ds

O Yρ
O O

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

При этом задача Коши z(a) = c для неоднородной вырожденной дифференциально-алгебраичес-
кой системы (1) имеет решение вида

z(t, cδ+ρ) = X(t)cδ+ρ +K
[
f (s), g(s)

]
(t), g(t) ∈ N

(
Θ(t)

)
⊂ Rγ−1,

где

K
[
f (s), g(s)

]
(t) := S (t) · K

[
ϕ(s), ψ(s), g(s)

]
(t), cδ+ρ ∈ Rδ+ρ

— обобщенный оператор Грина задачи Коши z(a) = 0 для вырожденной дифференциально-
алгебраической системы (1). В критическом случае (PQ∗ � 0) при условиях (6), (18), (19)
и

PQ∗d

{
α − �K

[
f (s); g(s)

]
(·)

}
= 0 (20)
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краевая задача (1), (2) имеет семейство решений

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f (s); g(s);α

]
(t), cr ∈ Rr,

где

G
[
f (s); g(s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α − �K

[
f (s); g(s)

]
(·)

}
+K

[
f (s); g(s)

]
(t)

— обобщенный оператор Грина краевой задачи (1), (2).

Существенным отличием условия разрешимости (20), конструкций обобщенного операто-
ра Грина задачи Коши K[ f (s), g(s)](t) и обобщенного оператора Грина G[ f (s); g(s);α](t) линей-
ной нетеровой краевой задачи для линейной дифференциально-алгебраической системы (1), (2)
от аналогичных условий разрешимости, а также конструкций обобщенного оператора Грина за-
дачи Коши и обобщенного оператора Грина линейной нетеровой краевой задачи для линейной
системы обыкновенных дифференциальных уравнений является зависимость от произвольной
функции g(t) ∈ C1[a, b], N(Θ(t)) ⊂ Rγ−1.

ПРИМЕР 4. Требованиям теоремы 3 удовлетворяет задача о построении 2π-периодических
решений дифференциально-алгебраической системы

A(t)
dz
dt
= B(t)z + f (t), (21)

где

A(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 cos2 t − sin t cos t − sin2 t sin t cos t
0 0 − sin t cos t sin2 t − sin t cos t cos2 t
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

B(t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, f (t) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0
0
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Действительно, матрица A(t) вырождена, следовательно PA∗(t) � 0, с другой стороны, мат-
рица B(t) невырождена, следовательно PB∗(t) = 0, таким образом, условие (6) разрешимости
системы (21) относительно неизвестной выполнено. Матрица

B+(t)A(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 − sin t cos t sin2 t − sin t cos t cos2 t
0 0 cos2 t − sin t cos t − sin2 t sin t cos t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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постоянного ранга (rank B+(t)A(t) = 4) и имеет два (δ = 2) ненулевых собственных числа λ1,2 =

= ±i ∈ σ(B+(t)A(t)), один трехкратный нуль λ3,4,5 = 0 ∈ σ(B+(t)A(t)), для которого геометрическая
кратность отличается от алгебраической (γ = 3), и один нуль λ6 = 0 ∈ σ(B+(t)A(t)), для которого
геометрическая кратность совпадает с алгебраической (n − δ − γ = 1). Используя матрицы

S =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos t sin t 0 0 0 0
− sin t cos t 0 0 0 0

0 0 0 0 cos t sin t
0 0 0 0 − sin t cos t
0 0 cos t − sin t 0 0
0 0 sin t cos t 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Jγ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

приводим систему (21) к виду (13). Для нахождения компонент вектора

y(t) = S −1(t)z(t) = col
(
u(t), v(t), 0

)
∈ R6, u(t) ∈ R2, v(t) ∈ R3

используем систему (14); для этого выделяем блоки

Sδδ(t) =

(
0 1
−1 0

)
, Sδγ(t) =

(
0 0 0
0 0 0

)
, Sγδ(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0
0 0
0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
матрицы

S −1(t) · S ′(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Sγγ(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Решение первого уравнения системы (14) имеет вид

u(t, cδ) = Yδ(t) · cδ, Yδ(t) =

(
cos 2t − sin 2t
sin 2t cos 2t

)
, cδ ∈ R2;

здесь Yδ(t) — нормальная (Yδ(0) = I2) фундаментальная матрица системы обыкновенных диф-

ференциальных уравнений u′ =
(
J−1
δ (t) − Sδδ(t)

)
· u. Решение второго уравнения системы (14)

v(t, cρ) = Yρ(t) · cρ, cρ ∈ R1 определяет матрица Yρ(t) ∈ R3×1, составленная из единственного
(ρ = 1) линейно независимого столбца матрицы

Yγ(t) :=

(
PΘ O
O O

)
, PΘ =

(
1 0
0 0

)
, Θ =

(
0 0
0 1

)
,

где PΘ — ортопроектор PΘ : R2 → N(Θ). В силу непрерывности матриц J−1
δ (t), Sδδ(t) и Sδγ(t)

однородная часть системы (21) имеет решение вида

z(t, cδ+ρ) = X(t)cδ+ρ, X(t) = S (t) · Y(t), cδ+ρ ∈ R3,
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где

X(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos t − sin t 0
sin t cos t 0

0 0 0
0 0 0
0 0 cos t
0 0 sin t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Y(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos 2t − sin 2t 0
sin 2t cos 2t 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

При этом условия (18) выполнены. В силу непрерывности функций ϕ(t), ψ(t), J−1
δ (t), Sδδ(t)

и Sδγ(t) для фиксированного вектора g(t) частное решение системы (21) определяет оператор

K
[
ϕ(s), ψ(s), g(s)

]
(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2(1 + 2 cos t) sin2 t
2

(−1 + 2 cos t) sin t
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, g(t) :=

(
1
0

)
∈ N

(
Θ(t)

)
.

Поскольку Q = 0, постольку в задаче о построении 2π-периодических решений системы (21) име-
ет место критический случай, причем условие (20) выполнено, следовательно 2π-периодическая
задача для системы (21) имеет решение вида

z(t, cr) = X(t)cr +G
[
f (s), g(s)

]
(t), G

[
f (s)

]
(t) ≡ K

[
f (s)

]
(t), cr ∈ R3.

Заметим, что для произвольного вектора g̃(t) ∈ N
(
Θ(t)

)
задача о построении 2π-периодических

решений системы (21) не разрешима.
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