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1. Введение

Разработка конструктивных методов анализа нелинейных динамических систем со случай-
ными возмущениями является одной из актуальных задач современного математического моде-
лирования. Даже малые случайные воздействия могут приводить к существенным изменениям
в динамике системы [Moss, McClintock, 2007]. Как правило, в детерминированных системах
анализ динамики сводится к отысканию аттракторов и исследованию поведения решений в их
бассейнах притяжения. Решения же стохастических систем могут, пересекая сепаратрисы, пере-
ходить из одного бассейна притяжения в другой и порождать более сложные режимы динамики,
не имеющие аналогов в детерминированном случае. В настоящее время, индуцированные шу-
мами переходы в мультистабильных системах и стохастические бифуркации обнаружены в си-
стемах разной природы и являются объектом интенсивных исследований [Horsthemke, Lefever,
1984; Landa, McClintock, 2000; Gassmann, 1997; Анищенко и др., 2003; Kraut, Feudel, 2002; Lai,
Tel, 2011].

В дискретных динамических системах со случайными возмущениями наблюдается
широкий спектр нелинейных стохастических явлений как в зонах порядка, так и хаоса
[Crutchfield et al, 1981; Неймарк, Ланда, 1987; Кузнецов, Капустина, 2000]. Под действием шума,
случайные траектории системы покидают детерминированный аттрактор и формируют стоха-
стический аттрактор с устойчивым стационарным вероятностным распределением. Это распре-
деление дает полное вероятностное описание установившихся стохастических режимов и яв-
ляется решением стационарного уравнения Перрона–Фробениуса [Аникин, Голубенцев, 2007].
Аналитическое решение этого функционального уравнения даже для одномерных систем воз-
можно лишь в весьма частных случаях. В этих обстоятельствах для описания стохастических
аттракторов широко используется метод прямого численного моделирования. Этот метод требу-
ет больших вычислительных ресурсов, поэтому получение асимптотик и аппроксимаций явля-
ется весьма актуальным направлением исследований. В работах [Bashkirtseva et al, 2010; Баш-
кирцева и др., 2012] для аппроксимации стохастических аттракторов дискретных систем был
развит подход, использующий технику функций стохастической чувствительности. Данная рабо-
та посвящена развитию этого подхода для построения более точных аппроксимаций дисперсий
случайных состояний в системах с параметрическими шумами.

В разделе 2 данной статьи для аппроксимации стохастических аттракторов вблизи устой-
чивых равновесий используются стохастические системы первого приближения. При этом ос-
новными вероятностными характеристиками здесь являются первые два момента решений этих
линейных систем. В работе получена система, задающая динамику этих моментов, и вопрос
о существовании и устойчивости ее стационарного решения сведен в общем n-мерном слу-
чае к проверке некоторого спектрального критерия. Для одномерных систем получены яв-
ные параметрические формулы для дисперсии случайных состояний и границ доверительных
интервалов.

В настоящее время теоретические разработки в нелинейной динамике находят новые ин-
тересные приложения к анализу математических моделей живых систем [Ризниченко, 2011].
Возможности практического использования теоретических результатов раздела 2 демонстриру-
ются в разделе 3 на примере анализа стохастически возмущенных равновесий и индуцированных
шумом переходов в популяционной модели Рикера с эффектом Олли.

2. Система первого приближения и ее моменты

Исходной математической моделью является нелинейная детерминированная система
с дискретным временем

xt+1 = f (xt), (1)
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где x — n-мерный вектор, f (x) — достаточно гладкая вектор-функция, t = 0, 1, 2, . . . . Предпола-
гается, что система (1) имеет экспоненциально устойчивое равновесие x̄. Наряду с системой (1)
рассмотрим стохастическую систему

xt+1 = f (xt) +
k∑

i=1

σi(xt)ξ
i
t , (2)

где σi(x) — вектор-функции, ξit — некоррелированные скалярные случайные величины с парамет-
рами Eξit = 0, E(ξit)

2 = 1, t = 0, 1, .... Функции σi(x) характеризуют зависимость интенсивности
случайных воздействий от состояния системы.

Под воздействием случайных возмущений стохастические решения системы (2) покидают
детерминированное равновесие и формируют некоторое вероятностное распределение. В слу-
чае, когда вероятностное распределение состояний системы (2) стабилизируется, говорят, что
система имеет стохастический аттрактор. Плотность распределений состояний в стохастическом
аттракторе, вообще говоря, зависит от поведения функций f (x) и σi(x) во всем фазовом простран-
стве и задается сложным функциональным уравнением, решение которого связано с серьезными
техническими трудностями даже в одномерном случае. При малых шумах, когда состояния в сто-
хастическом аттракторе концентрируются вблизи исходного устойчивого равновесия, основные
параметры вероятностного распределения могут быть найдены по локальным характеристикам
системы (2) вблизи равновесия x̄.

Для отклонений z = x − x̄ случайных состояний x системы (2) от положения равновесия x̄
запишем систему первого приближения

zt+1 = Fzt +

k∑
i=1

(S 0,i + S 1,izt)ξ
i
t, (3)

где

F =
∂ f
∂x

(x̄), S 0,i = σi(x̄), S 1,i =
∂σi

∂x
(x̄).

Динамика первых mt = Ezt и вторых Mt = Eztz�t моментов системы (3) определяется уравнениями

mt+1 = Fmt, (4)

Mt+1 = FMtF
� +

k∑
i=1

(
S 0,iS

�
0,i + S 0,im

�
t S�1,i + S 1,imtS

�
0,i + S 1,iMtS

�
1,i

)
. (5)

Будем использовать систему (4), (5) для аппроксимации устойчивого стационарного распределе-
ния стохастического аттрактора нелинейной системы (2) вблизи равновесия x̄. Здесь возникает
вопрос существования устойчивого стационарного решения (m̄, M̄) системы (4), (5). Для подси-
стемы (4), благодаря экспоненциальной устойчивости x̄, ρ(F) < 1 (ρ(F) — спектральный радиус
матрицы F), и, следовательно, единственным стационарным и устойчивым решением является
вектор m̄ = 0. Подставляя это решение m̄ = 0 в (5), получаем уравнение

Mt+1 = FMtF
� +

k∑
i=1

(
S 0,iS

�
0,i + S 1,iMtS

�
1,i

)
. (6)

Пусть матрица M̄ является стационарным решением уравнения (6):

M̄ = FM̄F� +
k∑

i=1

(
S 0,iS

�
0,i + S 1,i M̄S�1,i

)
. (7)
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Вычитая (7) из (6), получим для отклонений Δt = Mt − M̄ однородное уравнение

Δt+1 = FΔtF
� +

k∑
i=1

S 1,iΔtS
�
1,i. (8)

Это матричное уравнение задает динамику вторых моментов Δt = Eyty�t решений yt линейного
однородного стохастического уравнения

yt+1 = Fyt +

k∑
i=1

S 1,iytξ
i
t . (9)

Устойчивость стационарного решения M̄ уравнения (6) означает, что limt→∞ Δt = 0 при любом Δ0,
что эквивалентно экспоненциальной устойчивости в среднем квадратичном тривиального ре-
шения y = 0 стохастической системы (9). Теория среднеквадратичной устойчивости линейных
дискретных систем вида (9) достаточно хорошо разработана [Константинов, Невельсон, 1970;
Kubrusly, 1985; Dragan, Morozan, 2006; Пакшин, 1994].

Рассмотрим матрицу S 0 =
∑k

i=1 S 0,iS�0,i и операторы

F [M] = FMF�, A[M] = M − FMF�, S[M] =
k∑

i=1

S 1,iMS�1,i, P = A
−1S.

Тогда уравнения (6), (7), (8) можно переписать в виде

Mt+1 = F [Mt] + S[Mt] + S 0, (10)

M̄ = F [M̄] + S[M̄] + S 0, (11)

Δt+1 = F [Δt] + S[Δt]. (12)

Существование оператора A−1 = (I − F )−1 следует из условия ρ(F) < 1 и соотношения
ρ(F ) = ρ2(F).

Справедлива теорема.

Теорема.
Следующие утверждения эквивалентны:
(а) Система (10) имеет стационарное экспоненциально устойчивое решение M̄,

удовлетворяющее (11);
(б) Решение Δt ≡ 0 системы (12) является экспоненциально устойчивым;
(в) Решение y ≡ 0 стохастической системы (9) является экспоненциально устойчивым

в среднем квадратичном;
(г) ρ(F + S) < 1;
(д) ρ(F ) < 1 и ρ(P) < 1.

Доказательство.
Эквивалентность (а), (б) и (в) непосредственно следует из предыдущих рассуждений.
Неравенство (г) является стандартным критерием для утверждения (б).
Из (б) непосредственно следует неравенство ρ(F ) < 1 утверждения (д). Докажем теперь,

что из (а) следует второе неравенство ρ(P) < 1 из (д). Введем обозначения: неравенство Q > 0
означает, что матрица Q — положительно определенная.
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Рассмотрим M̄ — решение (11). Из условия S 0 > 0 следует, что M̄ > 0. Перепишем (11) как

M̄ − F [M̄] = S[M̄] + S 0

и, применяя слева оператор A−1, получим

M̄ = A−1S[M̄] +A−1[S 0] = P[M̄] +A−1[S 0].

Поскольку A−1[S 0] = (I − F )−1[S 0] =
∑∞

n=1 F n[S 0] > 0, то

P[M̄] < M̄. (13)

Оператор P, как произведение положительных операторов A−1 и S, также является положитель-
ным. Благодаря нормальности и телесности конуса неотрицательно определенных матриц, из
неравенства (13) следует [Красносельский и др., 1985] неравенство ρ(P) < 1.

Докажем, что из (д) следует (г). Пусть ρ(P) < 1. Тогда существует обратный оператор
(I − P)−1. Легко проверить, что при S 0 > 0 матрица M̄ = (I − P)−1A−1[S 0] > 0 удовлетворяет
соотношению (11) и, как следствие, неравенству (F +S)[M̄] < M̄. Оператор F +S положителен,
как сумма положительных операторов F и S. Из последнего неравенства вытекает [Красносель-
ский и др., 1985] утверждение (г).

ЗАМЕЧАНИЕ 1. В случае аддитивных шумов, когда функции σi(x) не зависят от x и, следовательно,
оператор S — нулевой, существование устойчивого стационарного решения уравнения (10) гарантирует-
ся условием ρ(F) < 1 устойчивости равновесия x̄. Если же интенсивности шумов зависят от состоя-

ния

(
∂σi

∂x
(x̄) � 0

)
, то просто устойчивости равновесия уже может оказаться недостаточно. Здесь наряду

с ρ(F) < 1 требуется выполнения неравенства ρ(P) < 1. При нарушении этого дополнительного условия
последовательность вторых моментов, задаваемая системой (10), будет неограниченно возрастать.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Рассмотрим случай, когда оператор S, характеризующий зависимость шумов от
состояния системы, имеет простую структуру:

S[V] = tr(VG) · Q, (14)

где G и Q — неотрицательно-определенные n × n-матрицы. При этом оператор P действует на матри-
цу V следующим образом: P(V) = tr(VG) · A−1[Q], а его спектральный радиус имеет простое явное
представление:

ρ(P) = tr(WG), (15)

где матрица W = A−1[Q] является решением уравнения W = F [W] + Q. В данном случае проверка
алгебраического критерия ρ(P) < 1 существенно упрощается.

Оператор S имеет структуру (14), например, в случае, когда шумы, зависящие от состояния, вхо-
дят лишь в одно уравнение системы (2). Пусть таковым является первое уравнение. В этом случае для
оператора S справедливо представление (14), где матрицы G и Q имеют элементы

[G]l, j =

k∑
i=1

∂σ1i

∂xl
(x̄)
∂σ1i

∂x j
(x̄), [Q]1,1 = 1, [Q]l, j = 0 (l � 1, j � 1).

В общем случае операторы вида (14) могут быть использованы в качестве мажорант. Действительно,
благодаря положительности оператора S из неравенства V ≤ tr(V)I следует неравенство

S[V] ≤ tr(V)S[I] = tr(V)
k∑

i=1

S 1iS
�
1i.

Здесь оператор S̄[V] = tr(V)
∑k

i=1 S 1iS �1i, играющий роль мажоранты для оператора S, имеет структуру (14).
Далее, для оператора P строим мажоранту P̄ = A−1S̄ и получаем для ρ(P) простую оценку сверху:

ρ(P) ≤ ρ(P̄) = tr(W),
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где матрица W является решением уравнения W = F [W] +
∑k

i=1 S 1iS �1i. В итоге неравенство tr(W) < 1
становится простым достаточным условием для утверждений (а), (б), (в), (г) теоремы.

В одномерном случае (n = 1) условие ρ(P) < 1 имеет явное параметрическое
представление:

ρ(P) =
q1

1 − ( f ′(x̄))2
< 1

и тогда дисперсия

M =
q0

1 − ( f ′(x̄))2 − q1
, (16)

где

q0 =

k∑
i=1

σ2
i (x̄), q1 =

k∑
i=1

(
σ
′

i(x̄)
)2
.

Для наглядного геометрического описания разброса случайных состояний используют
доверительные области. В случае одномерной гауссовской случайной величины с математи-
ческим ожиданием x̄ и дисперсией D доверительным интервалом является (x̄ − r, x̄ + r), где
r = k

√
2D, k = erf−1(P), erf(x) = 2√

π

∫ x

0
e−t2dt, а P — доверительная вероятность.

Для стохастического аттрактора системы (2), локализованного вблизи устойчивого рав-
новесия x̄, из (16) следует параметрическая формула, задающая радиус доверительного
интервала

r = k

√
2q0

1 − ( f ′(x̄))2 − q1
.

3. Пример

Рассмотрим в качестве исходной дискретную детерминированную систему

xt+1 = f (xt), f (x) =

{
x2ea(1−x), x ≥ 0
0, x < 0

(17)

0 5 10 15

5

10

15

x

y

Рис. 1. Графики функции f (x, a) для a = 0.2 (сплошная), a = 0.3 (пунктир), a = 0.5 (точки)

Эта система является модификацией известной дискретной популяционной модели Рикера,
учитывающей эффект Олли (Allee effect) [Ризниченко, Рубин, 1993; Elaydi, Sacker, 2010]. Здесь
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xt — численность популяции в момент времени t. В зоне 0 < a < 1 система имеет три равновесия
x̄0 = 0, x̄1 = 1 и x̄2(a) > x̄1. Равновесие x̄0 всегда устойчиво, равновесие x̄1 всегда неустойчи-
во, а равновесие x̄2(a) устойчиво при 0.1788 < a < 1. При меньших a в системе наблюдается
фейгенбаумовский каскад удвоения периода и переход к хаосу. Неустойчивое равновесие x̄1 раз-
деляет бассейны притяжения устойчивых равновесий x̄0 и x̄2. Если начальное состояние лежит
левее x̄1, то limt→∞ xt = 0 — популяция вымирает, а если правее — стабилизируется к x̄2. В дан-
ном случае x̄1 играет роль порогового значения Олли эффекта. На рис. 1 приведены графики
функции f (x) для разных значений параметра a.
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Рис. 2. Дисперсия стохастических состояний при a = 0.2: (a) вокруг равновесия x̄0 для σ2 = 0 (сплошная),
σ2 = 0.5 (пунктир); (b) вокруг равновесия x̄2 для σ2 = 0 (сплошная), σ2 = 0.005 (пунктир). Звездочками
изображены результаты прямого численного моделирования

Рассмотрим далее соответствующую стохастическую систему

xt+1 = f (xt) + σ1ξ
1
t + σ2xtξ

2
t , (18)

где ξ1t , ξ
2
t — последовательности независимых гауссовских случайных величин с параметрами

Eξit = 0, E(ξit)
2 = 1, i = 1, 2. Здесь σ1 — интенсивность аддитивного шума, σ2 — интенсивность

мультипликативного шума.

Под воздействием случайных возмущений стохастические решения системы (18) поки-
дают детерминированные устойчивые равновесия x̄0, x̄2 и формируют вокруг них некоторые
вероятностные распределения. Для анализа зависимости дисперсии от интенсивности шумов,
будем использовать соотношение (16).

2013, Т. 5, № 4, С. 559–571



566 И.А. Башкирцева

(a)
0 0.1 0.2 0.3 0.4

0

5

10

15

1

σ
1

x

(b)
0 200 400 600 800

0

5

10

15

t

x

Рис. 3. Индуцированные шумами переходы в системе (18) при a = 0.2, σ2 = 0, (а) стохастические
аттракторы (серые точки), (b) временной ряд при σ1 = 0.25

Дисперсия равновесия x̄0 с учетом x̄0 = 0, f ′(x̄0) = 0 вычисляется по формуле:

M0 =
σ2

1

1 − σ2
2

, (19)

а дисперсия равновесия x̄2 — по формуле

M2 =
σ2

1 + σ
2
2 x̄2

2

1 − ( f ′(x̄2))2 − σ2
2

. (20)

Зависимость дисперсий (19), (20) случайных состояний системы (18) при a = 0.2 вокруг рав-
новесий x̄0 = 0, x̄2 = 14.302 от параметров σ1, σ2 представлена на рисунке 2. Здесь звездочка-
ми изображены результаты прямого численного моделирования. Как видим, при малых шумах
аналитические зависимости (19), (20) хорошо согласуются с экспериментами.

Когда интенсивности шумов достаточно малы, случайные состояния, покидая устойчивое
детерминированное равновесие, концентрируются вблизи него. При увеличении шума дисперсия
состояний возрастает (см. рис. 2). При достижении некоторого критического значения интенсив-
ности шума итерации дискретной системы с высокой вероятностью переходят через неустой-
чивое равновесие x̄1 и попадают в бассейн притяжения другого устойчивого равновесия, после
чего могут концентрироваться уже вблизи него.
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Отметим, что теоретически переходы между окрестностями этих устойчивых равновесий
могут наблюдаться при любой интенсивности шума. При этом время пребывания системы вблизи
заданной точки равновесия резко возрастает при уменьшении интенсивности шума. В результате
за время численного эксперимента переходы не наблюдаются.

Дальнейшее увеличение шума может привести к случайным колебаниям решений меж-
ду бассейнами притяжения этих двух устойчивых равновесий. Такие индуцированные шумом
переходы наблюдаются в системе (18).
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Рис. 4. Индуцированные шумами переходы в системе (18) при a = 0.5, σ1 = 0.1, (а) стохастические
аттракторы (серые точки), (b) временной ряд при σ2 = 0.2

На рисунках 3–6 серым цветом изображены случайные состояния стохастических ат-
тракторов системы (18), отмечены устойчивые (сплошными линиями) и неустойчивое (пункти-
ром) детерминированные равновесия и границы доверительных интервалов (штрихпунктиром).
Кроме того, приведены характерные временные ряды.

На рисунке 3а представлены стохастические аттракторы системы (18) для a = 0.2, σ2 = 0
при различных значениях σ1, найденные прямым численным моделированием решений, выходя-
щих из точки x0 = x̄0. При малых шумах (σ1 < 0.2) случайные состояния концентрируются вбли-
зи нулевого равновесия. При больших шумах (σ1 > 0.3) после переходного процесса состояния
концентрируются вблизи x̄2 = 14.302. Оценка критического значения интенсивности σ∗1, отве-
чающего началу активных переходов, может быть получена с помощью техники доверительных
интервалов.
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Рис. 5. Индуцированные шумами переходы в системе (18) при a = 0.5, σ1 = 0, (a) стохастические
аттракторы (серые точки), (b) временной ряд при σ2 = 0.2

На рис. 3а штрихпунктиром изображены границы доверительных интервалов x̄0 ± r(σ1),
где r(σ1) = kσ1

√
2. Здесь и далее значение k = 2.8 найдено по выбранной доверительной ве-

роятности P = 0.9999. Критическому значению интенсивности σ∗1 =
1√
2k
≈ 0.25 соответствует

точка пересечения верхней границы доверительного интервала и прямой x = x̄1 = 1, отмечающей
неустойчивое равновесие. Как видим, найденная оценка хорошо согласуется с результатами пря-
мого численного моделирования. На рисунке 3b представлено решение системы при σ1 = 0.25,
иллюстрирующее переход из окрестности точки x̄0 в окрестность точки x̄2. С биологической точ-
ки зрения, этот стохастический переход можно интерпретировать как индуцированное шумами
восстановление популяции.

В системе (18) возможны индуцированные шумом переходы и в противоположном направ-
лении — из окрестности x̄2 в окрестность x̄0. На рисунке 4а изображены случайные состояния
стохастических аттракторов системы (18) при a = 0.5, σ1 = 0.1 и различных значениях σ2,

полученные численным моделированием решений, выходящих из точки x0 = x̄2 = 3.513. При
малых параметрических шумах случайные состояния концентрируются вблизи равновесия x̄2.
При больших шумах состояния системы концентрируются уже вблизи x̄0 = 0. Оценка кри-
тического значения интенсивности σ∗2, отвечающего началу активных переходов, также может
быть получена из анализа взаимного расположения доверительных интервалов и сепаратрисы —
точки x̄1.

На рисунке 4а штрихпунктиром изображена граница доверительных интервалов x̄2− r(σ2),

где r(σ2) = k

√
2(σ2

1 + σ
2
2 x̄2

2)

1 − ( f ′(x̄2))2 − σ2
2

. Критическому значению интенсивности σ∗2 ≈ 0.17 соответству-
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Рис. 6. Индуцированные шумами переходы в системе (18) при a = 0.5, σ1 = 0.3, (a)a стохастические
аттракторы (серые точки), (b) временной ряд при σ2 = 0.2

ет точка пересечения нижней границы доверительного интервала и прямой x = x̄1 = 1, отмеча-
ющей неустойчивое равновесие. Как видим, найденная величина σ∗2 достаточно точно локали-
зует качественное изменение в стохастической динамике исследуемой системы. Отметим, что
разброс состояний после перехода в окрестность нулевого равновесия хорошо описывается най-
денным для x̄0 = 0 доверительным интервалом. На рисунке 4b представлено решение системы
при σ2 = 0.2, иллюстрирующее переход из окрестности точки x̄2 в окрестность точки x̄0.

Аналогичные результаты можно получить и для случая, когда на систему (18) действу-
ют лишь параметрические возмущения, а аддитивные отсутствуют (σ1 = 0, σ2 � 0). В этом
случае (см. рис. 5), решения системы (18) с высокой вероятностью пересекают сепаратрису
x̄1 = 1 и быстро стремятся к нулю. Биологической интерпретацией такого перехода является
индуцированное шумом вымирание популяции.

Если начать увеличивать аддитивный шум, то оба доверительных интервала вокруг x̄0 и x̄2

начинают перекрывать друг друга, выходя за границы бассейнов притяжения этих устойчивых
равновесий (см. рис. 6а). Как следствие, в системе будут наблюдаться случайные переходы меж-
ду этими бассейнами. На рисунке 6b видны два типа стохастических колебаний: осцилляции
вблизи равновесий и случайные переходы между окрестностями равновесий. В данном случае
популяционная система может характеризоваться как стохастический триггер.

Как видим, рассмотренная дискретная популяционная модель с эффектом Олли в присут-
ствии случайных возмущений может различные типы стохастической динамики: долговремен-
ные случайные осцилляции малой дисперсии вблизи тривиального или нетривиального равнове-
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сия, индуцированное шумами восстановление популяции, индуцированное шумами вымирание,
стохастически генерируемый триггер.

Заключение

В работе предложен подход, направленный на конструктивное исследование индуцирован-
ных шумом переходов в мультистабильных нелинейных дискретных системах. Теоретической
основой этого подхода является анализ квадратичных отклонений стохастических решений от
детерминированных равновесий. В работе получен критерий существования устойчивых стаци-
онарных решений для системы вторых моментов. Разработанная техника позволяет с помощью
этих вторых моментов строить доверительные области вокруг устойчивых детерминированных
равновесий, а также анализировать индуцированные шумом переходы между бассейнами притя-
жения этих равновесий. Конструктивные возможности предложенной техники продемонстриро-
ваны на примере анализа стохастических эффектов для модели популяционной динамики Рикера
с эффектом Олли.
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