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Для одномерного нелокального уравнения Фишера–Колмогорова–Петровского–Пискунова
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Введение

Эволюция популяций микроорганизмов одного вида с эффектами дальнодействия
моделируется нелокальными обобщениями классического уравнения Фишера–Колмогорова–
Петровского–Пискунова (ФКПП) [Fisher, 1937; Колмогоров и др., 1937], которое для плотности
распределения популяции u(x, t) в одномерном случае имеет вид

ut(x, t) = DΔu(x, t) + au(x, t) − bu2(x, t). (1)

Здесь D — постоянный коэффициент диффузии, процесс производства популяции происхо-
дит с постоянным темпом роста a и квадратичными по плотности конкурентными потерями
с коэффициентом b.

В обобщенном уравнении ФКПП локальные квадратичные потери bu2(x, t) заменяются
интегральным выражением

u(x, t)
∫

bγ(x, y)u(y, t)dy, (2)

учитывающим нелокальные взаимодействия в популяции посредством функции влияния bγ(x, y)
(см., например, [Fuentes et al., 2003; Fuentes et al., 2004]). Параметр γ характеризует эффек-
тивную область взаимодействия между особями популяции так, что при γ → 0 справедливо
bγ(x, y) → bδ(x − y), а нелокальные потери (2) переходят в локальные bu2(x, t). Будем рас-
сматривать распределение u(x, t) на отрезке x ∈ [−l, l]. Внешние воздействия могут вызвать
конвективные процессы, вносящие свой вклад в популяционную динамику. Тогда одномерное
уравнение ФКПП с учетом конвекции со средней скоростью w и квадратичными нелокальными
потерями (2) на отрезке [−l, l] запишем в виде

ut(x, t) = Duxx(x, t) − wux(x, t) + au(x, t) − κu(x, t)

l∫
−l

bγ(x, y)u(y, t)dy. (3)

Пространственно-временные структуры (паттерны) не образуются в ходе эволюции, опи-
сываемой классическим уравнением ФКПП (1). Процесс образования структур, возникающих
за счет нелокальных конкурентных потерь и диффузии [Fuentes et al., 2003; Fuentes et al., 2004;
Kenkre, 2004], конвекции [da Cunha et al., 2009] и нелокального роста [da Cunha et al., 2011],
позволяет описать нелокальное уравнение ФКПП при соответствующем выборе параметров.

Отметим, что основным методом исследования формирования структур в перечисленных
выше работах является численное моделирование. В данной работе основное внимание уделено
аналитическим методам. Одномерная модель (3) выбирается из соображений математической
простоты.

Более приближенной к экспериментальным условиям роста культуры бактерий является
многомерная модель, причем особый интерес представляет двумерная модель. Многомерное ди-
намическое уравнение получается непосредственным обобщением (3) и в отсутствии конвекции
записывается в виде

ut(�x, t) = DΔu(�x, t) + au(�x, t) − κu(�x, t)
∫
G

bγ(�x,�y)u(�y, t)d�y, (4)

где �x,�y ∈ G ⊂ Rn.
В данной работе рассматриваются также структуры, описываемые уравнением (4) и со-

средоточенные на (неполномерных) многообразиях, размерность которых k меньше числа неза-
висимых переменных в уравнении n, k < n. Исследование таких структур можно проводить
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с помощью динамической системы интегродифференциальных уравнений, описывающей эво-
люцию неполномерного многообразия локализации структуры. Примером таких структур явля-
ются кольцевые распределения, локализованные в окрестности окружности [Будрене и др., 1986;
Matsushita et al., 2004; Цыганов и др., 2001].

Как показано в работе, анализ структур, описываемых уравнением (3), и двумерных струк-
тур, локализованных на одномерных многообразиях, описываемых уравнением (4), проводится
с помощью общего математического подхода.

Работа организована следующим образом. В первом разделе рассмотрено одномерное
нелокальное уравнение ФКПП на отрезке и найдено его асимптотическое решение. В следующем
разделе описан класс функций, квазиклассически сосредоточенных на неполномерных многооб-
разиях. В третьем разделе получена система, описывающая динамику многообразия локализации
решения многомерного нелокального уравнения ФКПП, и метод, разработанный в первом раз-
деле для одномерного нелокального уравнения ФКПП, применен для изучения структур, сосре-
доточенных на неполномерных многообразиях. В заключении обсуждены основные результаты
и намечены направления будущих исследований.

Одномерное нелокальное уравнение ФКПП на отрезке

Рассмотрим уравнение (3) с функцией влияния bγ(x, y) = bγ(x − y),

ut(x, t) = Duxx(x, t) − wux(x, t) + au(x, t) − κu(x, t)

l∫
−l

bγ(x − y)u(y, t)dy, (5)

где bγ(x) предполагается четной: bγ(x) = bγ(−x), и периодической с периодом 2l: bγ(x+2l) = bγ(x).
Зададим начальное условие для уравнения (5) в виде

u(x, 0) = ϕ(x) (6)

и периодическое граничное условие

u(x + 2l, t) = u(x, t). (7)

Для решения уравнения (5) с начальным и граничным условиями (6), (7) рассмот-
рим вспомогательную линейную задачу [Владимиров, 1981] нахождения собственных функций
и собственных значений уравнения Фредгольма с ядром bγ(x − y):

l∫
−l

bγ(x − y)v j(y)dy = λ jv j(x), j = −∞,∞. (8)

Собственные функции v j(x) и собственные значения λ j задачи (8) имеют вид (см.,
например, [Бейтман, Эрдейи, 1966])

v j(x) =
1
√

2l
eiπ jx/l, λ j =

l∫
−l

bγ(z)e
−iπ jz/ldz, j = −∞,∞, (9)

причем система функций v j(x) ортонормирована:

l∫
−l

v∗j(x)vk(x)dx = δ jk. (10)
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Здесь функция v∗j(x) комплексно сопряжена с v j(x). Тогда ядро bγ(x − y) можно представить
в виде [Владимиров, 1981]

bγ(x − y) =
∞∑

j=−∞
λ jv j(x)v∗j(y). (11)

Решение уравнения (5) представим в виде разложения Фурье по собственным функциям
v j(x) ядра bγ(x − y):

u(x, t) =
∞∑

j=−∞
β j(t)v j(x). (12)

Аналогично

ϕ(x) =
∞∑

j=−∞
β0 jv j(x), (13)

где v0 определено в (9).
Коэффициенты Фурье β j(t) и β0 j с помощью соотношения ортогональности (10)

вычисляются по формуле

β j(t) =

l∫
−l

v∗j(x)u(x, t)dx, β0 j =

l∫
−l

v∗j(x)ϕ(x)dx. (14)

Из условия (6) и разложений (12), (13) получим

β j(t)|t=0 = β0 j. (15)

Приняв во внимание (11) и (12), запишем уравнение (5) как

ut(x, t) = Duxx(x, t) − wux(x, t) + au(x, t) − κu(x, t)
{ ∞∑

p=−∞
λpβp(t)vp(x)

}
. (16)

Заметим, что из явного вида функций (9) непосредственно следует соотношение

v∗j(x)vp(x) =
1
√

2l
v− j+p(x). (17)

Подставим u(x, t) из (12) в уравнение (16). Домножим полученное выражение на v∗j(x)
и проинтегрируем в пределах [−l, l]. В результате с учетом (10) и (17) получим бесконечную
систему уравнений (см. также [Комаров, 2001; Комаров, Шишмарёв, 2002]) для определения
функций β j(t)

β̇ j =

(
− D

j2π2

l2
− iw

jπ
l
+ a

)
β j −

κ
√

2l

∞∑
p=−∞

λpβ j−pβp, j = −∞,∞, (18)

с начальным условием (15).
Непосредственной проверкой убеждаемся, что если функция β0(t) удовлетворяет

логистическому уравнению

β̇0 = aβ0 −
κ
√

2l
λ0β

2
0, β0(t)

∣∣∣
t=0 = β00, (19)
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где β00 — заданная постоянная, то функции

β j(t) = β0(t)δ j0 (20)

являются решениями системы (18) с начальными условиями

β j(t)
∣∣∣
t=0 = β00δ j0. (21)

Начальным условиям (21) в силу (13) соответствует пространственно однородное начальное
условие (6) для функции u(x, t)

ϕ(x) =
∞∑

j=−∞
β00δ j0v j(x) = β00v0.

Решение задачи Коши (19) есть

β0(t) =
β00eat

1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eat − 1)

. (22)

Тогда точное решение уравнения (5) с начальным условием (13) имеет вид

u(x, t) = v0β0(t) = v0
β00eat

1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eat − 1)

. (23)

Решение (23) однородно по x и монотонно на всем временном интервале. Производная
функции ut(x, t), определяемая выражением (23), больше нуля при a > κλ0v0β00 и меньше нуля
при a < κλ0v0β00. При t → ∞ функция (23) асимптотически стремится к стационарному значению

lim
t→∞

u(x, t) = ulim =
a
κλ0
. (24)

Заметим, что ulim из (24) не является решением нелокального уравнения ФКПП вида (5).
Решение u(x, t) вида (23) можно характеризовать временем Tc, таким что при t > Tc функция
u(x, t) эволюционирует монотонно к стационарному состоянию ulim вида (24), а ut(x, t) монотонно
стремится к нулю при t → ∞. Оценим Tc из условия∣∣∣u(x, t) − ulim

∣∣∣ < ε, t > Tc, (25)

где ε — заданное малое отклонение решения u(x, t) вида (23) от стационарного состояния ulim

вида (24). Рассмотрим условие (25) на границе его выполнения, когда справедливо равенство.
Выберем параметр ε в виде

ε = ulim|α − 1|. (26)

Тогда предельному переходу ε → 0 соответствует α → 1, а Tc = Tc(α) определяется
соотношением

u(x,Tc(α)) = αulim. (27)

Таким образом, время Tc(α) соответствует пересечению графиков функций u(x, t) вида (23) и
αulim (см. рис. 1 и 3). С учетом явного вида (23) функции u(x, t) и стационарного состояния ulim

(24) найдем

Tc(α) =
1
a

ln
{
α

1 − α

(ulim
√

2l
β00

− 1
)}
. (28)

2013, Т. 5, № 4, С. 543–558



548 Е. А Левченко, А. Ю Трифонов, А. В. Шаповалов

На рис. 1 и 3 для bγ = exp (−(x − y)2/2), κ = 0.2, l = 3, ϕ(x) = 1/
√

2l приведены графики
функций u(x, t) вида (23) (сплошная линия), ulim вида (24) (штриховая линия) и αulim (штрих-
пунктирная линия) при α = 0.95 и α = 1.05, соответственно. На рис. 2 и 4, соответственно,
приведены графики производных ut(x, t) и |ut(x, t)| при α = 0.95 и α = 1.05 для тех же значений
параметров уравнения. Видно, что при t > Tc(α) функция u(x, t) вида (23) монотонно стремится
к ulim вида (24), а функция |ut(x, t)| монотонно стремится к нулю. Параметры уравнения прини-
маются безразмерными в соответствии с работами [da Cunha et al., 2009; Fuentes et al., 2003].

Рис. 1. График функции u(x, t): a = 1,
a> κλ0v0β00, α = 0.95

Рис. 2. График функции ut(x, t): a = 1,
a> κλ0v0β00, α = 0.95

Рис. 3. График функции u(x, t): a = 0.1;
a< κλ0v0β00, α = 1.05

Рис. 4. График функции |ut(x, t)|: a = 0.1,
a< κλ0v0β00, α = 1.05

Решения уравнения (5) на больших временах сходятся к стационарному состоянию
(см., например, [Комаров, 2001; Комаров, Шишмарёв, 2002]), поэтому будем искать решения
уравнения (5) в классе функций, близких к решению (23).

Обозначим через T (T > Tc(α)) большой параметр, характеризующий время эволюции
системы. Введем параметр τ ∈ [0, 1] условием t = Tτ. Обозначим K t

T = K
t
T (φ) класс функций

вида

K t
T =

{
β(t)

∣∣∣∣∣β(t) = β(θ, τ,T ) = β(0)(θ, τ) +
1
T
β(1)(θ, τ) + . . . , θ = Tφ(τ)

}
(29)

Здесь функция φ(τ) — функциональный параметр класса K t
T . Переменную θ будем называть

быстрой переменной, а переменную τ — медленной.
Будем искать решение системы (18) в классе функций K t

T , βk(t) ∈ K t
T . В этом случае

разложение (29) с учетом (12) порождает асимптотическое по T → ∞ разложение решения
уравнения (5)

u(x, θ, τ) = u(0)(x, θ, τ) +
1
T

u(1)(x, θ, τ) + . . . . (30)

Решения уравнения (5) вида (30) будем называть квазистационарными. Важным свойством ква-
зистационарного решения является то, что на больших временах T → ∞ структура решения
определяется главным членом асимптотики u(0)(x, θ, τ).
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Выберем для функции u(x, t) начальное условие в виде

ϕ(x) = β00v0 +
1
T
ϕ̃(x). (31)

Для функции β j ∈ K t
T справедливо

dβ
dt
=

dτ
dt
∂β

∂τ
+

dθ
dt
∂β

∂θ
,

в результате система (18) примет вид

[
φτ
∂

∂θ
+

1
T
∂

∂τ

](
β(0)

j +
1
T
β(1)

j + . . .
)
=

= ã j

(
β(0)

j +
1
T
β(1)

j + . . .
)
− κ
√

2l

∞∑
p=−∞

λp

(
β(0)

j−p +
1
T
β(1)

j−p + . . .
)(
β(0)

p +
1
T
β(1)

p + . . .
)
, (32)

где

ã j = −D
j2π2

l2
− iw

jπ
l
+ a. (33)

Приравняв слагаемые при одинаковых степенях 1/T , получим

φτ
∂

∂θ
β(0)

0 = aβ(0)
0 −

κ
√

2l

∞∑
p=−∞

λpβ
(0)
−pβ

(0)
p , (34)

φτ
∂

∂θ
β(0)

j = ã jβ
(0)
j −

κ
√

2l

∞∑
p=−∞

λpβ
(0)
j−pβ

(0)
p , (35)

φτ
∂

∂θ
β(1)

j = ã jβ
(1)
j −

κ
√

2l

∞∑
p=−∞

λp
(
β(1)

j−pβ
(0)
p + β

(0)
j−pβ

(1)
p

)
−
∂

∂τ
β(0)

j , . . . (36)

С учетом начальных условий (21) решение уравнений (34) и (35) имеет вид

β(0)
0 (θ, τ) =

β00eaθ/φτ

1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eaθ/φτ − 1)

,

β(0)
j (θ, τ) = 0, j � 0. (37)

Не уменьшая общности, положим

φ(τ) = aτ. (38)

Тогда соотношение (37) примет вид

β(0)
0 (θ, τ) =

β00eθ

1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eθ − 1)

. (39)

С учетом (39) для u(0)(x, t) получим

u(0)(x, t) = v0
β00eat

1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eat − 1)

. (40)
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Решения u(x, t) уравнения (5) обладают следующим свойством:

u(x, t) = u(0)(x, t)
[
1 + O

( 1
T

)]
, T → ∞,

где u(0)(x, t) — однородное нестационарное решение (23), (40) уравнения (5).
Таким образом, по аналогии с работами [da Cunha et al., 2009; da Cunha et al., 2011], в кото-

рых для одномерного случая структура рассматривается как возмущение точного стационарного
решения уравнения ФКПП (1), мы описываем эволюцию структуры как возмущение найденного
точного нестационарного решения (23) уравнения (5).

Из (37) следует, что
∂

∂τ
β(0)

j = 0.

Запишем уравнение (36) в виде

∂

∂θ
β(1)

0 = β
(1)
0 −

2κλ0

a
√

2l
β(0)

0 β
(1)
0 ,

∂

∂θ
β(1)

j =
ã j

a
β(1)

j −
κ

a
√

2l
β(0)

0

(
λ0β

(1)
j + λ jβ

(1)
j

)
, (41)

∂

∂θ
β(1)
− j =

ã j

a
β(1)
− j −

κ

a
√

2l
β(0)

0

(
λ0β

(1)
− j + λ− jβ

(1)
− j

)
.

Если начальное условие ϕ(x) (31) симметрично и λ− j = λ j, то уравнение на β(1)
j и β(1)

− j
совпадают и принимают вид

∂

∂θ
β(1)

j =
ã j

a
β(1)

j −
κ(λ j + λ0)

a
√

2l
β(0)

0 β
(1)
j . (42)

Из (41), (42) имеем

β(1)
0 =

β10eθ(
1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eθ − 1)

)2
=

β10eat

(
1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eat − 1)

)2
,

β(1)
j =

β1 jeã jθ/a

(
1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eθ − 1)

)(λ j+λ0)/λ0
=

β1 jeã jt

(
1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eat − 1)

)(λ j+λ0)/λ0
, (43)

где

β1 j =
1
√

2l

l∫
−l

ϕ̃(x)e−i jπx/ldx.

и ã j определено соотношением (33), а ϕ̃(x) — (31).
Тогда для случая симметричного начального распределения (31) с точностью до O(1/T 2)

получим

u(x, t) = u(0)(x, t) +
1
T

u(1)(x, t), (44)

где

u(1)(x, t) =
1
√

2l

∞∑
j=−∞

β1leã jtei jπx/l

(
1 +
κλ0β00

a
√

2l
(eat − 1)

)(λ j+λ0)/λ0
, (45)

а u(0)(x, t) определяется соотношением (40).
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В качестве bγ(x − y) в уравнении (5) выберем

bγ(x − y) = b0 exp (−(x − y)2/2γ2).

В этом случае при γ → 0 функция bγ(x−y) является δ-образной последовательностью и стремится
к δ-функции, а уравнение (5) становится локальным и структуры не образуются. Если γ � 1,
функция bγ(x − y) асимптотически стремится к bγ(x − y) ≈ b0. В этом случае уравнение (5)
преобразуется к уравнению

ut(x, t) = Duxx(x, t) − wux(x, t) + au(x, t) −
√

2lκb0u(x, t)β0(t)

и не наблюдается образования структур. Здесь β0(t) определена в (14). Таким образом,
образование структур наблюдается лишь при определенных значениях параметров уравнения.

На рисунке 5 изображена эволюция плотности u(x, t) при a = 1, b0 = 1, γ = 1, κ = 0.2,

D = 0.001, w = 0.1, l = 5, T = 10, ϕ =
1
√

2l
+

1
T

exp(−x2/0.6).

Рис. 5. График функции u(x, t) в моменты времени t = 0 (a), 10 (b), 50 (c), 200 (d).

Образование пространственно неоднородной структуры происходит благодаря диффузии
и нелокальному взаимодействию. В начале эволюции происходит образование дополнитель-
ных пиков (рис. 5b и 5c), затем образовавшаяся структура монотонно эволюционирует без
качественного ее изменения (рис. 5d), то есть становится квазистационарной.

Применим рассмотренный метод для описания квазистационарных структур, локализован-
ных на неполномерных многообразиях.

Многообразие локализации

Геометрические свойства популяционных структур [Murray, 2001] характеризуются рас-
пределением плотности на некоторых геометрических объектах — многообразиях. Примерами
могут служить популяции микроорганизмов, плотность которых локализована в окрестности
некоторой точки максимума (нульмерного многообразия), кольцевые распределения [Будрене
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и др., 1986; Matsushita et al., 2004; Цыганов и др., 2001], локализованные в окрестности окружно-
сти (одномерное многообразие) и так далее. Ограничим наше рассмотрение простейшим случаем
односвязного многообразия Λk

t локализации решения u(x, t).
В пространстве Rn в момент времени t зададим k-мерное многообразие Λk

t , k < n условием

Λk
t =

(
�x ∈ Rn

∣∣∣∣�x = �X(t, s), s ∈ G ⊂ Rk
)
. (46)

Здесь заданный вектор �X(t, s) гладко зависит от времени t ∈ R1 и вещественных парамет-
ров s ∈ G ⊂ Rk, G — область изменения переменных s. Переменные s являются локальными
координатами точек многообразия Λk

t .
Отметим, что параметр D входит в уравнение (3) в виде множителя при производных. Для

таких уравнений метод ВКБ–Маслова [Маслов, 1973; Маслов, 1977; Белов, Доброхотов, 1992]
позволяет строить приближенные решения в виде квазиклассических асимптотик с асимптоти-
ческим параметром D, D → 0, локализованных в окрестности некоторого многообразия. Выбе-
рем в качестве такого многообразия Λk

t и определим класс JD(Λk
t ) функций u(�x, t,D) ∈ JD(Λk

t ),
зависящих от параметра D.

Будем предполагать, что функции u(�x, t,D) при |�x| → ∞ убывают быстрее любой степе-
ни |�x|, так что существуют моменты любого конечного порядка для этих функций.

Для произвольной гладкой функции A(�x, t) и функции u(�x, t,D) ∈ JD(Λk
t ) положим

Au(t,D) =
1

mu(t,D)

∫
Rn

A(�x, t)u(�x, t,D)d�x, (47)

где mu(t,D) — нулевой момент функции u(�x, t,D), то есть

mu(t,D) =
∫
Rn

u(�x, t,D)d�x. (48)

Будем предполагать, что существует предел

lim
D→0

mu(t,D) = lim
D→0

∫
Rn

u(�x, t,D)d�x =
∫
G

ρ(t, s)ds. (49)

Обозначим

mρ(t) =
∫
G

ρ(t, s)ds. (50)

Поскольку u(�x, t,D) имеет смысл популяционной плотности и неотрицательна, функ-
ция ρ(t, s) также неотрицательна. Соотношение (49) позволяет интерпретировать ρ(t, s) как ква-
зиклассически сосредоточенную плотность (КСП) на многообразии Λk

t распределения, заданного
функцией u(�x, t,D) в пространстве Rn.

Будем говорить, что функция u(�x, t,D) принадлежит классу JD(Λk
t ), если

lim
D→0

Au(t,D) =
1

mρ(t)

∫
G

A(�X(t, s), t)ρ(t, s)ds. (51)

Следуя [Bagrov et al., 1996], назовем JD(Λk
t ) классом функций, квазиклассически сосре-

доточенных на многообразии Λk
t . Решения уравнения (3), построенные в этом классе функций,

моделируют описанные выше структуры, то есть структуры, локализованные в окрестности Λk
t .
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Соотношения (51) и (47) можно записать в следующем эквивалентном виде:

lim
D→0

u(�x, t,D)
mu(t,D)

=

∫
G

δ(�x − �X(t, s))ρ(t, s)ds. (52)

Укажем связь функций ρ(t, s) и u(�x, t,D) явным образом. Для этого введем в простран-
стве Rn систему координат (s, ξ), где переменные ξ ∈ W ⊂ Rn−k дополняют переменные s до

системы координат в Rn, то есть �x = �x(s, ξ), s = s(�x), ξ = ξ(�x) и якобиан J
(
�x(s, ξ)

s, ξ

)
� 0. Перемен-

ные ξ построим так, чтобы их координатные линии были ортогональными к многообразию Λk
t

относительно евклидова скалярного произведения в касательном пространстве. Тогда

ρ(t, s) = lim
D→0

∫
W

u(�x(s, ξ), t,D)J

(
�x(s, ξ)

s, ξ

)
dξ. (53)

С математической точки зрения структура описывается решением u(x, t) уравнения (3),
поэтому необходимо описать область локализации этого решения и найти КСП.

Эволюция многообразия локализации

Рассмотрим уравнение (4) и получим динамическую систему, описывающую эволюцию
функции ρ(s, t) и вектора �X(s, t) для решения u(�x, t,D) уравнения (3) в классе JD(�X(t, s)).

Согласно (47),

�xu(t,D) =
1

mu(t,D)

∫
Rn

�xu(�x, t,D)d�x (54)

есть вектор, составленный из первых нормированных моментов функции u(�x, t,D).

В пределе D→ 0 в соответствии с (51) из (54) получим

lim
D→0
�xu(t,D) = �xρ(t) =

1
mρ(t)

∫
G

�X(t, s)ρ(t, s)ds. (55)

Из соотношений (49) и (55) следует

ṁρ =
∫
G

ρ̇(t, s)ds, (56)

�̇xρ = −
ṁρ
mρ
�xρ(t,D) +

1
mρ

∫
G

( �̇X(t, s)ρ(t, s) + �X(t, s)ρ̇(t, s))ds. (57)

C другой стороны, с учетом уравнения (4) из (48) и (54) имеем

ṁu =

∫
Rn

utd�x =
∫
Rn

[
a − κ

∫
Rn

bγ(�x,�y)u(�y, t,D)d�y
]
u(�x, t,D)d�x, (58)

�̇xu =
1

mu

∫
Rn

�x
[
a − κ

∫
Rn

bγ(�x,�y)u(�y, t,D)d�y
]
u(�x, t,D)d�x − ṁu

mu
�xu. (59)
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Уравнения, описывающие эволюцию плотности ρ(t, s) и вектора �X(t, s), получаются
предельным переходом D→ 0 в уравнениях (58) и (59) соответственно и имеют вид

ρ̇(t, s) = ρ(t, s)
[
a − κ

∫
Rn

bγ(�X(t, s), �X(t, s′))ρ(t, s′)ds′
]
, (60)

�̇X(t, s) = 0. (61)

Система уравнений (60), (61) замкнута и описывает эволюцию k-параметрического семей-
ства векторов �X(t, s), задающих эволюцию многообразия Λk

t и плотности ρ(t, s) на этом мно-
гообразии. Систему (60), (61) назовем системой Эйнштейна–Эренфеста (ЭЭ) класса (k,M) при
M = 1. Здесь M — наибольший порядок учитываемых моментов [Лямкин и др., 2009]. Каждому
решению u(�x, t,D) уравнения (3) с начальным условием

u(�x, t,D)|t=0 = ϕ(�x,D) (62)

соответствует решение системы (60), (61) с начальными условиями

ρ(t, s)|t=0 = ρϕ(s), �X(t, s)|t=0 = �Xϕ(s), (63)

где ρϕ(s) и �Xϕ(s) связаны с ϕ(�x,D) соотношениями (49) и (55) соответственно:

lim
D→0

mϕ(D) = mρϕ =
∫
G

ρϕ(s)ds, (64)

lim
D→0

1
mϕ(D)

∫
Rn

�xϕ(�x,D)d�x =
1

mρϕ

∫
G

�Xϕ(s)ρϕ(s)ds. (65)

Здесь

mϕ(D) =
∫
Rn

ϕ(�x,D)d�x. (66)

Таким образом, исследование структур, описываемых уравнением (3), в терминах про-
екций на многообразие Λk

t сводится к решению системы ЭЭ (60), (61) с начальными
условиями (63).

Рассмотрим систему (60), (61) при

b(�x,�y) = b0 exp
{
− (�x − �y)2

2γ2

}
, �x ∈ R2, (67)

а начальные условия положим

ρϕ(s) = ρϕ, �Xϕ(s) = (R cos s,R sin s), s ∈ [−π, π]. (68)

В этом случае �X(t, s) = �Xϕ(s) = (R cos s,R sin s). В данном примере многообразие
локализации есть одномерное компактное многообразие Λ1

t , а уравнение (60) примет вид

ρ̇(t, s) = aρ(t, s) − κρ(t, s)
π∫
−π

b̃γ(s, s
′)ρ(t, s′)ds′, (69)

где

b̃γ(s, s
′) = b0 exp

{
−

(�Xϕ(s) − �Xϕ(s′))2

2γ2

}
= b0 exp

(
− R2

γ2

[
1 − cos(s − s′)

])
. (70)
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Уравнение (69) является частным случаем уравнения (5) при D = 0 и w = 0, поэтому для
нахождения его решения дословно повторим рассуждения первого раздела.

Будем искать решение ρ(t, s) в виде

ρ(t, s) =
∞∑
j=0

β j(t)v j(s). (71)

Собственные функции и собственные значения уравнения Фредгольма (8) с ядром b̃γ(s, s′),
заданным выражением (70), имеют вид [Владимиров, 1981]

v j(s) =
1
√

2π
ei js, λ j = 2πb0e−μI j(μ), j = −∞,∞, (72)

где μ = R2/γ2, а I j(μ) — модифицированные функции Бесселя первого рода [Бейтман, Эрдейи,
1966]. Ядро b̃γ(s, s′) из (70) можно представить в виде [Владимиров, 1981]

b̃γ(s, s
′) =

∞∑
j=−∞

2πb0e−μI j(μ)v j(s)v− j(s
′). (73)

С учетом (73) перепишем уравнение (69) следующим образом:

ρ̇(t, s) = aρ(t, s) − κρ(t, s)
{ ∞∑

j=−∞
λ jβ j(t)v j(s)

}
. (74)

Система (18) запишется в виде

β̇ j = aβ j −
κ
√

2π

∞∑
p=−∞

λpβ j−pβp, (75)

β j

∣∣∣
t=0 =

1
√

2π

π∫
−π

exp(−i js)ρϕ(s)ds, j = −∞,∞. (76)

Аналогично функции

β j(t) = β0(t)δ j0, β0(t) =
β00eat

1 +
κλ0β00

a
√

2π
(eat − 1)

(77)

являются решениями системы (75) с начальными условиями

β j

∣∣∣
t=0 = β00δ j0,

отвечающими начальному условию (68)

ρ(t, s)|t=0 = ρϕ(s) = β00v0.

Тогда из (71) для решения уравнения (69) получим

ρ(t, s) = v0β0(t) = v0
β00eat

1 +
κλ0β00

a
√

2π
(eat − 1)

. (78)
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Если начальное условие для функции ρ(t, s) выберем в виде

ρϕ(s) = β00v0 +
1
T
ρ̃ϕ(s), (79)

то для симметричного (ρϕ(−s) = ρϕ(s)) начального распределения (79) аналогично получим

ρ(t, s) = v0
β00eat

1 +
κλ0β00

a
√

2π
(eat − 1)

+
1

T
√

2π

∞∑
j=−∞

β1 jeatei js

(
1 +
κλ0β00

a
√

2π
(eat − 1)

)1+I j(μ)/I0(μ)
+ . . . , (80)

где

β1 j =
1
√

2π

π∫
−π

ρ̃ϕ(s)e
−i jsds,

а ρ̃ϕ определено соотношением (79).
Для верификации полученных асимптотических формул было проведено численное моде-

лирование уравнения (69) с помощью стандартной явной разностностной схемы. На рисунке 6
изображена эволюция плотности ρ(t, s), полученная с помощью соотношения (80) (штриховая
линия) и с помощью численного моделирования (сплошная линия) уравнения (69) при a = 1,

b0 = 1, κ = 0.2, R = 1, γ = 1, T = 10, ρϕ =
1
√

2π
+

1
T

exp(−s2/0.6).

Рис. 6. График функции ρ(t, s) в моменты времени t = 0 (a), 10 (b), 50 (c), 200 (d). Сплошной линией
изображена плотность ρ(t, s), полученная путем численного моделирования, штриховой — аналитическое
решение, определяемое соотношением (80)

Как видно из рисунка 6, численный и аналитический подходы хорошо согласуются. Урав-
нение для КСП вида (69), описывающее структуры, локализованные на окружности, не содер-
жит слагаемых, учитывающих диффузию и конвекцию, поэтому не происходит перемещения
структуры в пространстве и образование новых пиков происходит медленнее. Эволюция струк-
туры (см. рис. 6) происходит аналогично эволюции одномерных структур, описанной в первом
разделе.

Заметим, что все рисунки 6a–6d являются одномерной разверткой усеченных двумерных
распределений.
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Заключение

В данной работе для нелокального одномерного уравнения ФКПП с диффузией и конвек-
цией разработан метод нахождения асимптотических решений при T → ∞, где T — время эво-
люции. Функции класса, в котором построены асимптотические решения, обладают следующим
свойством: при T → ∞ они с точностью O(1/T ) стремятся к полученному точному однородному
решению. В результате мы описываем эволюцию квазистационарных структур, представляющих
собой возмущение точного нестационарного однородного решения. Для двумерного нелокально-
го уравнения ФКПП получена система интегродифференциальных уравнений, описывающая ди-
намику многообразия локализации решения в классе квазиклассически сосредоточенных функ-
ций. Получены асимптотические решения на больших временах, описывающие проекцию квази-
стационарной структуры на многообразие локализации. Общие положения проиллюстрированы
примером, для которого аналитическое и численное решения хорошо согласуются.

Представляет интерес задача о восстановлении решения u(�x, t) нелокального уравне-
ния ФКПП по плотности ρ(t, s) и многообразию Λk

t . Метод ВКБ–Маслова дает принципиаль-
ную возможность найти асимптотическое решение этой задачи. Также представляет интерес
непосредственное исследование системы ЭЭ, в том числе и для k > 1.

Предлагаемый подход допускает обобщения на случай многообразий локализации более
общей топологической структуры, например, неодносвязные многообразия [Маслов, 1973]. Это
позволит проводить асимптотический анализ соответствующих структур.
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