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Статья состоит из двух частей. Вначале излагаются теоремы о предельной нагрузке 
[Койтер, 1961; Качанов, 1969] применительно к сплошным средам с внутренними степенями 
свободы. Затем эти теоремы распространяются на деформируемые тела, в которых внутренние 
степени свободы реализованы в виде пластических шарниров из материалов с памятью формы. 

Во второй части статьи общие соображения применяются к анализу поведения осесим-
метричных континуальных оболочек, составленных из тонких пластинок, соединенных жест-
копластическими шарнирами. 

Общая теория 

Рассмотрим трехмерное пространство (многообразие), точки которого будем характери-
зовать в фиксированной системе отсчета вектором r . С каждой точкой P свяжем ортогональ-
ный трехгранник, а буквы 1 2 3, ,e e e  означают единичные векторы его осей. Пусть пространство 
заполнено сплошной средой, так что близкие к r  точки ( r dr+ ) характеризуются новым трех-
гранником с единичными векторами осей, отличающимися от введенных ранее на 1 2 3, ,de de de . 
Разложения дифференциалов векторов по осям первоначального трехгранника имеет вид [Кар-
тан, 1962] 

i
idr eω= ,      i ij jde eω= . (1) 

Здесь ,i
ijω ω  — дифференциальные формы, линейные относительно дифференциалов исходных 

переменных iα . Область изменения параметров назовем 1 1 2 3 2( , ,D A Aα α α= < < ). 
Формы ,i

ijω ω  не являются независимыми в силу соотношений 

2 2 2
1 2 3( ) ( ) ( ) 1,e e e= = =  

1 2 2 3 1 3 0.e e e e e e⋅ = ⋅ = ⋅ =  

Шесть форм 1 2 3
12 23 13, , , , ,ω ω ω ω ω ω  удовлетворяют уравнениям структуры 

                                      [ ]i i k
kdω ω ω= ⋅ ,     [ ]ij ik kjdω ω ω= ⋅ ,   i

k ikω ω= − . (2) 

В формулах (2) квадратные скобки означают внешнее произведение форм, а ijdω  — внешний 
дифференциал формы. Соотношения структуры (2) — это уравнения сплошности (неразрывно-
сти) деформируемой среды, точкам которой можно приписать перемещения 1u r r= − , где 1r  — 
положение точки P после деформирования в фиксированной системе отсчета. 

Действительно, если существует решение системы (2), то найдется семейство прямо-
угольных трехгранников, что формы ,i

ijω ω  порождают непрерывное многообразие, характери-

зуемое векторами r  и 1r . Следовательно, для того, чтобы уравнения (2) описывали непрерыв-
ные движения сплошных сред, они должны содержать не менее шести функций (параметров). 
Но в систему (1) входят девять функций (компоненты производных вектора u ), и она допуска-
ет различные решения в зависимости от свойств сплошной среды. В рамках механики дефор-
мируемых тел дополнительные зависимости получают на основе уравнений движения (равно-
весия) и определяющих уравнений между напряжениями и перемещениями. Другими словами, 
вводится симметричный тензор напряжений ijσ  (шесть независимых компонент), который свя-
зывают определяющими уравнениями с вектором u . Принимая затем во внимание условия 
равновесия (движения), получают разрешимую систему из девяти уравнений. 

Но использование в качестве переменных производных вектора u  не является единст-
венным. Имея в виду приложение к жесткопластическим телам, примем, что формы ,i

ijω ω  за-
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висят от n  внутренних параметров ( 1,2... )i i nϕ = , между которыми существует m зависимостей 
типа 

( , , ) 0, 1,2... ,l i i t l mϕ ϕΦ = =      1, ( ) ( ),i t i L Dϕ α ∈     
0

, ( , ) .
t

i i t i s dsϕ ϕ α= ∫  (3) 

Нижний индекс t  после запятой обозначает производную по времени абстрактной функции 
в нормированном пространстве L1(D). Таким образом, количество независимых функций iϕ  
равно p = n – m. Получается, что если p ≥ 6, то система уравнений (2) определяет движение 
сплошной среды. Если p < 6, то сплошная среда может перемещаться только как абсолютно 
твердое тело. 

Рассмотрим наиболее важный случай p = 6, тогда континуум образует механизм, геометрия 
которого определяется формой границы D∂  области D , а движение такого механизма происходит 
без приложения объемных сил. Будем изучать медленные движения, происходящие при постоян-
ной температуре. Говоря иначе, заменим вектор перемещений u  на вектор скоростей ,tv u= , а для 
единичных векторов в многообразии скоростей сохраним обозначения ie . 
Дополним (2) уравнениями, вытекающими из принципа виртуальных мощностей [Жермен, 1983], 
который примем в следующей форме: для любых функций ( )i jϕ α , удовлетворяющих (3) и назы-
ваемых возможными, существуют функции ( )i jM α , что выполняются тождества (4) 

,i i t
D

M dVϕ∫  = i i
D

F v dV∫  + .i i
D

P v dS
∂
∫  (4) 

Буквой D обозначается область, занятая сплошной средой, D∂  — ограничивающая ее поверх-
ность. Выражение dV — дифференциал объема в точке P, а dS — дифференциал площади гра-
ничной поверхности, на которой задан вектор напряжений iP . Величины iM  — внутренние 
напряжения, отвечающие возможным скоростям ,i tϕ . Буквы ,i iF P  — это векторы объемных 
и поверхностных сил. Так как параметры ( )i jϕ α  не являются независимыми, то тождеству (4) 
отвечают (n – m) уравнений равновесия. Если для сплошной среды известна связь между дейст-
вительными значениями iM  и iϕ , то совместное решение (3) и (4) позволяет определить на-
пряженно-деформированное состояние. В последующем изложении рассматривается жестко-
пластическая среда, для которой соотношения между iM  и iϕ имеют вид: 

, ,i t
i

f
M

ϕ λ ∂=
∂

 (5) 

если , 0, 0;ff k то
t

λ∂= = >
∂

 если , , 0ff k или f k
t

∂< = <
∂

, то 0λ = . 

В качестве ( )if M  может быть принята функция n переменных, которая при условии 
( )if M k=  (здесь k — постоянная) выделяет в n-мерном пространстве выпуклую область TD  

с границей ˆTS  (рис. 1). В идеальной жесткопластической задаче функция ( )if M  является од-
нородной первой степени, то есть, для любого числа с выполняется равенство  

( ) ( ).i if cM cf M=   (6) 

Для определенности возьмем  
12 21 2

2( ) .i if a M=  (7) 
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Рис. 1. Поверхность нагружения жесткопластической модели 

В работах [Мосолов, Мясников, 1981] показано, что задача (1)–(5) равносильна проблеме ми-
нимума функционала 

( , ) ( , )i t i t
D

L dVϕ ϕ= Π∫  + i i
D

F v dV∫  + .i i
D

P v dS
∂
∫  (8) 

Здесь диссипативный потенциал ( , )i iϕΠ  — это преобразование Юнга функции  
* ( ) 0,if M =  если f k≤     и  * ( ) ,if M = ∞  если .f k>  

Таким образом, 

( , )i tϕΠ  = *sup( , ( )).
i

i t i i
M

M f Mϕ −  (9) 

Переменные iM выбираются из множества непрерывных ограниченных функций, а ,i tϕ —
пространство мер в объеме V. Повторяя рассуждения цитированной книги, получим такие ре-
зультаты о движении изучаемых сред (теоремы о предельной нагрузке):  
Пусть 0iP = , а нагрузка iF изменяется пропорционально параметру p  

0( ) .i iF p t F=  (10) 

В этих условиях найдется число *p p= , что одновременно существует минимум функционала 
( , )i tL ϕ  и такое решение системы (4), при котором выполняется условие (5). 

Функция ( )iλ α определяется с точностью до константы. В механических терминах последнее 
означает, что при *p p=  возникает неограниченное течение среды.  
Напряжения в точках, в которых наблюдается пластическое течение, располагаются на поверх-

ности 
12 21 2

2( )i if a M= = k, и имеет место равенство 

( , ) .i t i i
D D

W dV F v dV Aϕ= Π = − = −∫ ∫  (11) 

Здесь W  — скорость изменения внутренней энергии, A  — мощность внешних сил. 
Изложенные результаты допускают перенесение на материалы, обладающие памятью 

формы [Бертрам, 1982; Найштут, 2008]. Для таких материалов пластическое течение имеет сле-
дующую особенность. Если при «комнатной» температуре 0T  наблюдается одна поверхность 
нагружения 

12 21 2
2( ) ,i if a M k= =   (12) 
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то при повышении температуры 0 1 ... iT T T< < <  появляется новая (внутренняя) поверхность 
(рис. 2), подобная внешней с коэффициентом подобия iε , так что 1 2 ... iε ε ε> > > . Область, ог-
раниченную поверхностями нагружения iTS  и iTSε , назовем iTDε . Существует температура, ко-
гда поверхность iTSε  стягивается в точку. Эту температуру Tε  называют температурой восста-
новления формы. 

 
Рис. 2. Поверхности нагружения жесткопластической модели с памятью формы 

 
Убедимся, что если сплошная среда была деформирована при «комнатной» температуре 

до значения 0
iφ  за счет внешней нагрузки, то при температуре Tε  среда вернется в исходное 

состояние, если затратить тепло в соответствии с первым законом термодинамики 

D

q dV∫ = ( , ) .i t i i
D D

W A dV Fv dVε ϕ+ = Π +∫ ∫  (13) 

Второй закон термодинамики в форме Клаузиуса принимает вид 

D

q dV∫ ≤ ( , ) .i t
D

T H dVε ε ϕ= Π∫  (14) 

Здесь H  — скорость изменения энтропии тела, а q  — скорость подвода тепла к единице объ-
ема при температуре Tε . В (13), (14) диссипация ( , )i tε ϕΠ  подсчитывается на поверхности iTS , 
то есть, когда 0iε = , то ik k= . Говоря иначе, предполагается, что скорости изменения внут-
ренней энергии и энтропии при нагружении силами и «обратной» деформации одинаковы. 

Если нагрузка iF  такова, что найдутся переменные 0
iM , удовлетворяющие тождест-

венно уравнениям 

0 ,i i i
D

M dVϕ∫ = i i
D

F v dV∫  (15) 

и располагающиеся между поверхностями iTS  и iTSε , то для нагрузки ( ) ip t Fε  можно опреде-
лить понятия статического и кинематического коэффициентов * *,s kp pε ε .  
Статический коэффициент равен * inf ( )sp p tε ε= . Нижняя грань разыскивается среди таких чи-
сел, что равенство  

0 ,i i i
D

p M dVε ϕ∫ = ,i i i
D

M dVϕ∫   (16) 

выполняется с допустимыми функциями ,i tϕ  и iM Dε∈ . 
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Кинематический коэффициент найдем по формуле * sup ( )kp p tε ε= , где верхняя грань выбира-
ется среди величин 

( , )i i
D

dVεε ϕΠ ≥∫ 0 , .i i i
D

p M dVε ϕ∫   (17) 

Рассуждая как [Мосолов, Мясников, 1981], докажем теорему о предельной нагрузке: 
*
kpε = *

spε = *.p  (18) 
Кроме того, существуют скорости ,i tφ , что на поверхности iTSε  выполняются соотношения (5) 
с 0λ > . 

Так как величина λ  находится с точностью до константы, то последнюю можно опре-
делить из первого закона термодинамики. Второе начало термодинамики (14) следует теперь из 
первого, если принять во внимание (17). 

Полученная теорема допускает иное толкование, широко используемое в современной 
технике. Допустим, что система деформировалась силами (чему отвечает точка P  на рис. 1). 
При этом скорость изменения функции диссипации 0( , )i tϕ λΠ = . Если снять нагрузку, то оста-
точное изменение диссипации за время t составит  

0 0
0

.
t

dsε λ= ∫  

Нагреем конструкцию без нагрузки до температуры Tε  и будем подводить тепло со скоро-
стью qε . Тело деформируется, напряжения во внутренних его точках лежат на поверхности iTSε  
(положение Pε  на рисунке 2). Таким образом направление тензора пластической деформации 
будет с точностью до знака тем же, что при первоначальном нагружении. 
 Если 0iF = , то (13) приводит к равенству 

D

q dV∫ = 0( , ) .i t
D D

kdV dV
kε ϕ λΠ =∫ ∫  (19) 

Следовательно, «обратная» деформация осуществима, если  

0 / .q k kλ=  (20) 
Условие (20) достаточно для «памяти формы», но оно не является необходимым. Для «обрат-
ной» деформации сплошной среды необходимо лишь интегральное равенство (19). 

Приложение к континуальным сетчатым оболочкам  
В качестве примера рассмотрим применение доказанных теорем к анализу движения  

континуальной оболочки вращения. Оболочка образована путем соединения полос, собранных 
из одинаковых трапеций по схеме рисунка 3 (или склеенных шарнирных шестизвенников). 

В работе [Грачев, Найштут, 2012] показано, что если мала толщина пластинок (допуска-
ется их закручивание), то пакет может быть развернут в замкнутую фрактальную систему без 
приложения внешних нагрузок (рис. 4). 

Если невелики размеры трапеций a и b по сравнению с длиной всей полосы, то средние 
линии трапеций фрактальной системы аппроксимируют поверхность вращения, метрика и кри-
визна которой являются функциями угла ψ . Естественная параметризация и гомогенизация 
поверхности достигаются, если принять лагранжевы координаты вдоль линий 2 constα = , рав-
ными геометрической длине средней линии полосы, а вдоль линий 1 constα = назначить рас-
стояние между полосами, равным a (рис. 5). 
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Рис. 3. Континуальная оболочка из полос или шестизвенников 

 
Рис. 4. Общий вид континуальной оболочки вращения 

 
Рис. 5. Лагранжевы координаты на оболочке вращения 
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Первая и вторая квадратичные формы поверхности принимают вид  
2 2 2 2 2

1 1 2 2 ,ds A d A dα α= +  

1 1( )A = Θ Ψ ,      2 2 ( ),A = Θ Ψ  
2 2 2 2

1 1 2 2
1 2

1 2

( , ) ,A d A dB d d α αα α
ρ ρ

= +  (21) 

1
1

1 11

sρ
λ φ

=
−

,     2
1

2 22

.sρ
λ φ

=
−

 

В формулах (21) 1s , 2s , 1Θ , 2Θ , 1λ , 2λ  — функции, определяемые формой ячейки. Они зависят 
от длины a , отношения /a b , острого угла у основания трапеции и угла ψ . Функции 11φ , 22φ  
подбираются из соотношений структуры. Для двумерной поверхности — это соотношения Га-
усса – Кодацци 

1 2 1 2

2 2 2 1 1 1 1 2

) ,A A A A
A Aα α α α ρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂+ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

1 1

2 1 2 2

,A A
α ρ ρ α

⎛ ⎞∂ ∂∂ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
     2 2

1 2 1 1

.A A
α ρ ρ α

⎛ ⎞ ∂∂ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

Если поверхность образует оболочку вращения, то пропадают производные по переменной 2α , 
и система из двух уравнений сравнительно просто интегрируется. Уравнения Гаусса – Кодацци 
позволяют найти три функции 11φ , 22φ , ψ , если известны координаты границы поверхности 

D∂ . Следовательно, оболочка представляет собой континуальный механизм (для изменения его 
формы не надо прилагать внешние силы), если пластины тонкие, а шарниры идеальные. Если 
же шарниры не являются идеальными, то геометрически неизменяемая оболочка будет дви-
гаться лишь под действием нагрузки. 

 
Рис. 6. Внутренние усилия в жесткопластических шарнирах 
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Изучим поведение описанной оболочки, если цилиндрические шарниры, соединяющие 
трапеции, являются жесткопластическими (рис. 6). Примем, что при изменении углов 1ψ , 2ψ  
в шарнирах появляются внутренние изгибающие моменты 1M , 2M . Определим плотности 
внутренних моментов 1 1 /m M abh= , 2 2 /m M abh=  и допустим, что до тех пор, пока 

2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 ,ya m a m m+ ≤  (22) 

ячейка не изменяет своей формы. В формуле (22) ym  — константа материала, а 1a , 2a  — без-
размерные постоянные. Когда же  

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2( ) 2 ,i yf m a m a m m= + =  (23) 

возможно появление скоростей изменения углов 1ψ , 2ψ  так, что имеют место равенства (24) 
с постоянной 0λ >  

1 1 1,t mψ ψ λ= =  ,    2 2 2, .t mψ ψ λ= =  (24) 

Выражение 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 ya m a m m+ =  — это аналог условия Мизеса, которому по (9) соответствует 

диссипативный потенциал 

2 2
1 2

1 2 2 2
1 2

( , ) 2 .ym
a a

ψ ψψ ψ
⎛ ⎞

Π = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (25) 

Пусть все ячейки сетчатой оболочки находятся под одинаковым избыточным внутренним дав-
лением газа, равным p . Углы 1ψ , 2ψ  связаны ограничением типа (3) — 1 2( , ) 0ψ ψΓ =  [Грачев, 
Найштут, 2012], которое зависит от /c a b=  и угла β  у основания трапеции (рис. 6). 
При / 2β π→  будет 1 22 4 4ψ ψ π+ = . Поэтому 

1 22 .ψ ψ=  (26) 

Скорость изменения объема составит 1
1 1/ cos cos

2
V abh c ψψ ψ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Задаче о жесткопластическом движении оболочки отвечает проблема минимума функ-
ционала 

1
1 2 1 2 1 2 1 1 1 2( , ) ( , ) cos cos

2D D

L d d p c d dψψ ψ ψ ψ α α ψ ψ α α⎛ ⎞= Π − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  (27) 

и принцип виртуальных мощностей 

1 1 2 1 2 1 2( ) .
D D

m m d d p V d dδψ δψ α α δ α α+ =∫ ∫  

Теорема о предельной нагрузке приводит к такой оценке кинематического коэффициента 

2 2
1 1 2

1

1 12( ) .
4( cos cos )

2

y
k

m
p p

a ap c ψψ
≤ + =

+
 (28) 

Равенство имеет место, если все ячейки в оболочке «раскрываются одинаково». Это условие 
выполняется с высокой точностью при малом угле β , в этом случае предельное давление 
по (28) составит *pp p= . 



В. А. Грачев, Ю. С. Найштут 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

432 

Существенно, что деформация оболочки может происходить и тогда, когда не во всех 
ячейках поддерживается одинаковое давление. Достаточно поддерживать давление в части яче-
ек, обеспечив в предельном случае равенство (27). 

Пусть под влиянием внутреннего давления *p  угол в ячейке изменился от нуля до зна-
чения 1ψ ψ= . Определим количество тепла, которое надо подвести ко всем ячейкам, чтобы при 
температуре Tε  восстановить исходную поверхность (материал шарниров обладает памятью 
формы). Приняв во внимание формулы (19), (20) и учтя обозначения ,yk m k m= =  (здесь 

m  — константа в равенстве (23) при температуре Tε ), получим 

1
1 2 1 2

2 2
1 2

( ) .
1 12

4
D

m a b ahQ q d d dt n n

a a

ψα α += =
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  (29) 

В формуле (29) 1 2,n n  — количество ячеек оболочки в меридиональном и окружном направле-
ниях. Аналогично предыдущему, восстановление формы произойдет, если подводить тепло 
к части ячеек, обеспечив осевую симметрию и интегральное равенство в первом начале термо-
динамики. 

В заключении отметим, что анализ поведения сетчатой континуальной оболочки ока-
зался сравнительно простым в силу особенностей задачи. Осесимметричная оболочка не только 
одномерна, но и при малом угле β  «почти одноточечна». Отсутствие симметрии порождает 
вычислительные сложности, так как минимум функционала (27) достигается, как правило, на 
негладких функциях. В настоящее время вычислительные проблемы преодолены лишь частич-
но [Han, Reddy, 1999; Panagiotopoulos, 1985]. Существенно, что успех, в основном, достигается 
при использовании специфики постановки конкретной задачи [Glowinsky, 2008].  
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