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Abstract. — The work aims to study the admissibility of the quasi-steady approach application in fluid

flow modeling inside of evaporating drops placed on a solid horizontal substrate. Non-steady model has been

developed to compare results with a quasi-steady model. For the first time one-dimensional motion equation of

fluid in a drop is proposed from a momentum conservation law. We have shown that inward flow is possible on

the edge of drop in one-dimensional models. It may be explained by existence of stagnation points.
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Введение

В последнее время исследование процессов в испаряющихся каплях интенсивно прово-

дится в связи с многочисленными технологическими и биологическими приложениями. Среди

технологических приложений — получение наноструктур [Helseth, Fischer, 2003; Govor et al.,

2004], производство микро- и наноструктурированных поверхностей [Harris et al., 2007; Xu et al.,

2006]. Среди медицинских и биологических приложений отметим тестирование новых лекар-

ственных средств [Takhistov, Chang, 2002], методы медицинской диагностики [Шабалин, Ша-

тохина, 2000; Шатохина, Шабалин, 2003], экспериментальное изучение механических свойств

молекул ДНК [Abramchuk et al., 2001].

Капля представляет собой открытую систему. С ее поверхности происходит непрерывное

испарение растворителя, которое вызывает перераспределение масс внутри капли. Возникает

течение жидкости. По мнению авторов [Deegan et al., 1997; Deegan et al., 2000] такое тече-

ние является причиной возникновения эффекта кофейных колец. Заметим, что кольцеобразные

структуры в открытых системах могут формироваться и в отсутствии потоков вещества только

за счет диффузии и химических реакций (кольца Лизеганга) [Chernavskii et al., 1991]. В откры-

тых системах с переменной массой за счет сочетания действия различных механизмов могут

образовываться сложные структуры в виде белковых валиков на переферии капли [Яхно, Яхно,

2009; Tarasevich et al., 2011].

Для математического моделирования процессов в испаряющейся капле применяются раз-

личные подходы. Как правило, авторы рассматривают (без детального вывода уравнений модели)

те или иные следствия системы уравнений Навье–Стокса.

В [Deegan et al., 2000] предложена математическая модель осредненного по высоте капли

одномерного (радиального) движения жидкости. При этом значение локальной скорости такого

осредненного течения находится не путем решения уравнений движения, а из уравнения нераз-

рывности. Авторы модели [Deegan et al., 2000] на основе результатов эксперимента положили

форму капли сферическим сегментом, так как отличия в форме от сферического сегмента в ходе

всего процесса были незначительны. Такое предположение модели находится в противоречии

с открытым характером системы. Модель [Deegan et al., 2000] не может объяснить причину

возникновения течения, так как давление постоянно по радиусу капли.

Для описания испарения в модели [Deegan et al., 2000] рассматривается диффузия молекул

жидкости в газе вблизи поверхности раздела сред. Процесс предполагается стационарным и опи-

сывается уравнением Лапласа. Для определения потока вещества и решения уравнения Лапласа

в области сложной формы авторами использовалась электростатическая аналогия. При решении

уравнения Лапласа возникает особенность вблизи точки трехфазной границы. Плотность пото-

ка пара там обращается в бесконечность. На краю капли скорость, как следует из уравнений

модели, должна обращаться в бесконечность. Расходимость скорости — следствие расходимости

плотности потока пара. Данный подход, несмотря на некоторые качественные сходства с ре-

зультатами эксперимента, обладает очевидными недостатками и практически неприменим для

описания процессов в каплях.

Класс математических моделей испарения капли с осредненными по высоте вели-

чинами был предложен Ю. Ю. Тарасевичем с соавторами в [Tarasevich et al., 2011;

Vodolazskaya, Tarasevich, 2011]. Они опираются на двумерные квазистационарные описания

Фишера [Fischer, 2002]. В модели Фишера испарение с поверхности считается медленным,

уравнение неразрывности определяет профиль капли. Время в искомые функции входит как

параметр.

Одномерные модели [Tarasevich et al., 2011; Vodolazskaya, Tarasevich, 2011] используют си-

стему уравнений Фишера, в которой вместо горизонтальной компоненты скорости использовано

значение интегрального среднего по высоте капли.
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Для рассмотрения процессов испарения Фишер рассматривает три аппроксимационных

формулы. Аппроксимации для плотности потока пара J на краю капли стремятся к нулю, так

как испаряется обычно чистый растворитель. Ввиду того, что в процессе испарения массовая

доля растворителя на переферии капли уменьшается, уменьшается и плотность потока пара.

Модель Фишера качественно описывает эксперименты Дигана [Deegan et al., 2000].

Большой интерес вызывают границы допустимости квазистационарного подхода. В данной

работе предлагается одномерная нестационарная модель капли чистого растворителя, результаты

которой качественно сравниваются с результатами из модели Фишера.

Вывод уравнений модели

Для описания движения жидкости в системе с переменной массой выведем уравнение

осредненного по высоте капли одномерного движения. Капля покоится на непроницаемой под-

ложке. Радиус основания капли R постоянный. Физически это означает, что система находится

в режиме пиннинга.

Сначала рассмотрим баланс массы. Выделим элементарный объем dΩ с границами 1, 2,

3 и 4 (рис. 1). За время ∆t масса жидкости в этом объеме изменится за счет изменения самого

объема, вследствие испарения

∆m = 2πr δr (h(r, t + ∆t) − h(r, t))ρ, (1)

где h = h(r, t) — высота капли, а ρ — плотность жидкости. Изменение массы ∆m вызвано тече-

нием жидкости через границы 2 и 4, а также испарением с границы 3. Граница 1 — подложка,

она непроницаема для жидкости. Следовательно, изменение массы элементарного объема dΩ за

время ∆t составит

∆m = 2π

(

(r + δr) h(r + δr, t) u(r + δr, t) − rh(r, t) u(r, t) −
J(r, t)
ρ

r dl

)

ρ∆t, (2)

где dl = l δr — длина границы 3, l =
√

1+
(

δh
δr

)2
, J(r, t) — плотность потока пара, u(r, t) — осреднен-

ная по высоте капли скорость течения. Приравниваем друг другу (1) и (2), делим на 2πr δr ρ∆t,
получаем

h(r, t + ∆t) − h(r, t)
∆t

= −
1
r

(r + δr) h(r + δr, t) u(r + δr, t) − rh(r, t) u(r, t)
δr

−

J(r, t) l
ρ
. (3)

Предельный переход в (3) приводит к уравнению неразрывности

∂h
∂t
+

1
r
∂(rhu)
∂r

= −
Jl
ρ
. (4)

Такой вид уравнения неразрывности без стоков массы характерен для задач гидравлики. Урав-

нение (4) совпадает с уравнением, использованным Фишером и Диганом с соавторами [Deegan

et al., 2000; Fischer, 2002].

Рассмотрим баланс импульса в выделенном элементарном объеме dΩ (рис. 1). За время ∆t
изменение импульса в объеме dΩ = 2πr δr h(r, t) будет 2πr δr ρ(h(r, t +∆t) u(r, t +∆t)− h(r, t) u(r, t)).
При выводе уравнения импульса предполагается, что плотность раствора при испарении меня-

ется незначительно, ее можно считать постоянной. Поток импульса через поверхность 2 будет

2πrρ u(r + δr, t) h(r + δr, t) u(r + δr, t)∆t. Поток импульса через 4 будет −2πrρ u(r, t) h(r, t) u(r, t)∆t
(знак учитывает направление внешней нормали). Поток импульса через границу 3 будет

2πr dl u(r, t) J(r, t)∆t.
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Рис. 1. К выводу основных уравнений модели

Полное изменение импульса в расматриваемом элементарном объеме складывается из до-

ли полного импульса, вмороженного в течение и переносимого конвективным потоком, из доли

полного импульса, выносимого из объема за счет испарения, и работой упругих сил. Пусть Φ —

сила, действующая на единицу площади поверхности. Тогда работа этих сил составит

2π(r + δr) h(r + δr, t)Φ(r + δr, t) − 2πr h(r, t)Φ(r, t).

Общий баланс импульса запишется в виде

2πr δr ρ(h(r, t + ∆t) u(r, t + ∆t) − h(r, t) u(r, t)) = −2πr ρ u(r + δr, t) h(r + δr, t) u(r + δr, t)∆t+

+ 2πr ρ u(r, t) h(r, t) u(r, t)∆t − 2πr δr dl J(r, t) u(r, t)∆t+

+ 2π (r + δr) h(r + δr, t)Φ(r + δr, t)∆t − 2πr h(r, t)Φ(r, t)∆t.

Разделив левую и правую части на 2π rh δr ∆t, переходим к пределу при δr и ∆t → 0,

получаем
ρ

h
∂(hu)
∂t
= −
ρu
rh
∂(rhu)
∂r

+
1
rh
∂rhΦ
∂r
−

u
h

Jl.

Отсюда следует
∂(hu)
∂t
+

u
r
∂(rhu)
∂r

=
1
ρr
∂(rhΦ)
∂r

−

uJl
ρ

.

Это уравнение можно переписать в виде

u
∂h
∂t
+ h
∂u
∂t
+ hu
∂u
∂r
+

u
r
∂(rhu)
∂r

=
1
ρr
∂(rhΦ)
∂r

−

uJl
ρ

.

С учетом (4) уравнение движения примет вид

∂u
∂t
+ u
∂u
∂r
=

1
ρrh
∂(rhΦ)
∂r

.
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Уточним теперь вид правой части. Рассмотрим компоненты тензора вязких напряжений

в цилиндрических координатах. Так как в рассматриваемом случае течение одномерно и азиму-

тальная и вертикальная проекции скорости равны нулю, то внедиагональные элементы тензора

вязких напряжений равны нулю. Таким образом имеем

τrr = −P + η
∂ur

∂r
= −P + η

∂u
∂r
,

τϕϕ = −P + η

(

1
r

∂uϕ
∂ϕ
+

ur

r

)

= −P + η
u
r
,

τzz = −P + η
∂uz

∂z
= −P,

где η — коэффициент динамической вязкости. С учетом вида тензора вязких напряжений

уравнение импульса примет вид

∂u
∂t
+ u
∂u
∂r
=

1
ρ

(

∂τrr

∂r
+ (τrr − τϕϕ)

1
rh
∂(rh)
∂r

)

.

Окончательно имеем

∂u
∂t
+ u
∂u
∂r
= −

1
ρ

∂P
∂r
+
ν

r
∂

∂r

(

r
∂u
∂r

)

−

νu

r2
+ νr

∂

∂r

(u
r

)

∂ ln h
∂r
, (5)

где ν =
η

ρ
— коэффициент кинематической вязкости. Заметим, что из (5) следуют асимптотиче-

ский характер поведения скорости на переферии и в центре капли. Вблизи центра при r → 0

получаем u ∼ r, а на краю при r → R имеем u ∼ lim
h→0

(

∂ ln h
∂r

)

−1
.

Cистема уравнений (4), (5) составляет нестационарную математическую модель испарения

с учетом осредненных по высоте капли величин.

Для обезразмеривания уравнений за основные величины с независимой размерностью

выберем радиус основания капли Rc, плотность жидкости ρ, характерное значение скорости

Vc =
η

ρRc
(вязкая скорость). C учетом выбранных масштабов введем характерный масштаб време-

ни Tc =
Rc
Vc
=
ρR2

c
η

. Выразим через основные размерные величины давление P = ρV2
c P̃, плотность

потока пара J = Jc J̃ = k∆T
Lhc

J̃, где k — теплопроводность жидкости, ∆T — разность между тем-

пературой основания и температурой насыщения пара, L — теплота парообразования. Входящие

в уравнения размерные величины тогда будут представлены в виде u = ũVc, текущий радиус

r = r̃Rc, высота капли h = h̃Rc, время t = Tc t̃ (знаком ˜ обозначены безразмерные величины).

С учетом выбранных характерных параметров уравнение неразрывности примет безразмерный

вид
∂h̃
∂t̃
+

1
r̃
∂(r̃h̃ũ)
∂r̃

= −EJ̃l, (6)

где E — безразмерный параметр, равный
JcρRc
η

. При том же выборе масштабов уравнение

движения (5) запишется в виде

∂ũ
∂t̃
+ ũ
∂ũ
∂r̃
= −
∂P̃
∂r̃
+

(

1
r̃
∂

∂r̃

(

r̃
∂ũ
∂r̃

)

−

ũ

r̃2
+ r̃
∂

∂r̃

( ũ
r̃

)

∂ ln h̃
∂r̃

)

. (7)

Для описания движения в испаряющейся капле получена система (6), (7). Для ее замыкания

необходимо задать уравнение состояния, то есть зависимость P от искомых функций. В слу-

чае чистого растворителя давление может зависеть только от высоты капли, то есть P = P(h).
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Дальнейший анализ свойств модели должен опираться на рассмотрение системы с конкретным

уравнением состояния.

В простейшем случае считаем, что форма капли слабо отличается от сферического сегмен-

та и выражение для давления может быть получено из уравнения Юнга–Лапласа при известном

постоянном коэффициенте поверхностного натяжения. Радиус кривизны капли в этом случае

легко вычисляется, и в качестве уравнения состояния используем выражение

P̃ = −
1

Ca
1
r̃
∂

∂r̃

(

r̃
∂h̃
∂r̃

)

,

где Ca= η2

σρRc
— капиллярное число, а σ — коэффициент поверхностного натяжения.

C учетом выбранного способа замыкания модели для расчетов используется следствие (7)

∂ũ
∂t̃
+ ũ
∂ũ
∂r̃
=

1
Ca
∂

∂r̃

(

1
r̃
∂

∂r̃

(

r̃
∂h̃
∂r̃

))

+
1
r̃
∂

∂r̃

(

r̃
∂ũ
∂r̃

)

−

ũ

r̃2
+ r̃
∂

∂r̃

( ũ
r̃

)

∂ ln h̃
∂r̃
.

Далее знак ˜ опускаем, используются только безразмерные уравнения.

Результаты расчетов

В случае малого капиллярного числа (Ca ≪ 1) для скорости имеем укороченное уравнение,

в котором можно пренебречь вязким слагаемым

∂u
∂t
+ u
∂u
∂r
=

1
Ca
∂

∂r

(

1
r
∂

∂r

(

r
∂h
∂r

))

. (8)

В [Fischer, 2002] получено выражение для радиальной скорости в предположении, что

l ≈ 1. При использовании результатов [Fischer, 2002] можно выписать явное выражение для

интегрального среднего

u =
1

Ca
∂

∂r

(

1
r
∂

∂r

(

r
∂h
∂r

))

h2

3
, (9)

профиль капли h определяется из уравнения неразрывности (6).

Укороченная система (6),(8) решались численно со значениями параметров Ca = 0.01, 1

и 10, E = 0.01 с тремя модельными законами испарения:

J =
1− exp(−A(r − 1)2)

K + h
, (10)

J =
1− th(A(r − r0))

4h(0, t)
, (11)

J =
2 exp(−Ar2)

h(0, t)
. (12)

Значения параметров K, A и r0 берутся такие же как в [Fischer, 2002]. Также для сравнения

решалось уравнение (6) с замыкающим соотношением (9). Для численного решения уравнений

использовался пакет Maple. Выбраны следующие граничные условия для системы: из условия

осевой симметрии
∂h(0,t)
∂r = 0, скорость в центре и на краю капли u(0, t) = u(1, t) = 0, высота

капли на краю h(1, t) = 0. Начальный условия: профиль капли h(r,0) = (1− r2)h(0,0), начальная

скорость u(r,0) = 0.

Результаты расчетов показывают, что процессы внутри капли определяются законом ис-

парения и значением капиллярного числа. При малых значениях капиллярного числа (Ca≪ 1)
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(а)
(б)

(в) (г)

(д)

Рис. 2. Результаты расчетов динамики испарения при модельном законе (10) в шесть последовательных

моментов времени. Параметры расчета: K = 1, A = 250, Ca = 0.01, E = 0.01. На рисунке приведены:

(а) профиль капли h(r, t)/h(0, 0) (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель —

пунктир), (б) плотность потока пара (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная мо-

дель — пунктир), (в) осредненная по высоте капли радиальная скорость (нестационарная модель — сплош-

ная линия, квазистационарная модель — пунктир), (г) осредненная по высоте капли радиальная скорость

на переферии (врезка к в), (д) осредненное по высоте капли ускорение в нестационарной модели
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при различных законах испарения результаты, полученные с использованием квазистационарной

модели, основанной на результатах Фишера и на основе нестационарной модели с отброшенным

вязким слагаемым, заметно различаются только на конечных этапах процесса (рис. 2–4). При

этом максимальные различия получаются для определения скорости, форма капли определяется

только законом испарения.

На рис. 2 приведены результаты при использовании модельного закона (10), параметры

расчета приведены в подрисуночной подписи. На графиках скорости видно, что на периферии

капли существует зона противотока (отрицательной скорости), эта зона немного увеличивается

со временем. Наличие в течении точек стагнации (то есть точек, в которых скорость течения

обращается в ноль) экспериментально было показано в [Deegan et al., 2000]. Результаты расчета

находятся в качественном согласии с экспериментальными данными [Hamamoto et al., 2011].

В [Тарасевич и др., 2010] зоны стагнации численно не воспроизводились ввиду того, что

на переферии капли использовалось асимптотическое приближение для средней по высоте капли

радиальной скорости. Сравнение приведенных на рис. 2–5 результатов показывает, что наличие

и размеры зоны противотока определяются законом испарения. Точки стагнации получены в ре-

зультате расчетов в [Barash et al., 2009] с учетом термоконвекции, приводящей к появлению

течения Марангони. Учет термоконвекции вызывает необходимость дополнять математическую

модель уравнением энергии.

Размеры зоны противотока со временем остаются примерно постоянными, что видно из

приведенного графика скорости.

На рис. 3 приведены результаты с модельным законом равномерного испарения капли

в зависимости от радиуса, за исключением ее переферии. При таком законе испарения размер

зоны противотока практически не меняется, хотя значительно возрастает его скорость. При мо-

дельном законе испарения (12) максимальное значение потока пара в центре. Это соответствует

экспериментам по испарению капли, закрытой колпаком [Deegan et al., 2000] с отверстием в цен-

тре. В этом случае конвективный поток направлен в центр капли (рис. 4). Поток компенсирует

потерю массы вещества при испарении.

Рассмотрим теперь умеренные значения капиллярного числа. В случае Ca = 1 (рис. 5)

квазистационарная и укороченная нестационарная модели дают существенные различия. Хотя

в этом случае вязкие члены не играют заметной роли, существенным становится конвективное

слагаемое в (7). Поэтому появляется отличие и в распределении скорости, и в форме капли.

Модели начинают демонстрировать качественно разное поведение — если в квазистационар-

ной модели зона противотока со временем уменьшается, то в нестационарной модели она оста-

ется примерно постоянной. Размер этой зоны в нестационарной модели заметно меньше, чем

в квазистационарной.

В случае больших значений капиллярного числа (Ca= 10) нельзя пренебречь вязкими сла-

гаемыми в (7), необходимо решать полную систему уравнений. Квазистационарная модель по-

казывает более значительные отличия от нестационарной (рис. 6). Как и в предыдущих случаях

для решения нестационарной модели использовалась укороченная система (6), (8). По-видимому,

обе применяемые модели, хотя и демонстрируют качественное согласие с экспериментальными

данными, не будут давать количественного описания явления из-за отсутствия в укороченном

уравнении (8) вязких слагаемых. В этом случае необходимо пользоваться полной формой (7).

Заключение

Для математической модели высыхающей капли на основе законов сохранения выведены

уравнения движения. Уравнение неразрывности носит довольно очевидный характер и совпадает

с уравнениями, применяемыми другими авторами. Уравнение движения учитывает специфику

задачи и отличается от рассматриваемых в [Fischer, 2002] формой записи вязких слагаемых.
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(а) (б)

(в) (г)

(д)

Рис. 3. Результаты расчетов динамики испарения при модельном законе (11) в пять последовательных

моментов времени. Параметры расчета: A = 100, r0 = 0.95, Ca= 0.01, E = 0.01. На рисунке приведены:

(а) профиль капли h(r, t)/h(0, 0) (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель —

пунктир), (б) плотность потока пара в нестационарной модели, (в) осредненная по высоте капли ра-

диальная скорость (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель — пунктир),

(г) осредненная по высоте капли радиальная скорость на переферии (врезка к в), (д) осредненное по

высоте капли ускорение в нестационарной модели
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(а) (б)

(в)

(г)

Рис. 4. Результаты расчетов динамики испарения при модельном законе (12) в пять последовательных

моментов времени. Параметры расчета: A = 10, Ca= 0.01, E = 0.01. На рисунке приведены: (а) профиль

капли h(r, t)/h(0, 0) (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель — пунктир),

(б) плотность потока пара в нестационарной модели, (в) осредненная по высоте капли радиальная ско-

рость (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель — пунктир), (г) осредненное

по высоте капли ускорение в нестационарной модели
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Рис. 5. Результаты расчетов динамики испарения при модельном законе (10) в пять последовательных

моментов времени. Параметры расчета: K = 1, A = 250, Ca= 1, E = 0.01. На рисунке приведены: (а) про-

филь капли h(r, t)/h(0, 0) (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель — пунк-

тир), (б) плотность потока пара (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель —

пунктир), (в) осредненная по высоте капли радиальная скорость (нестационарная модель — сплошная

линия, квазистационарная модель — пунктир), (г) осредненная по высоте капли радиальная скорость на

переферии (врезка к в), (д) осредненное по высоте капли ускорение в нестационарной модели
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(а) (б)

(в)

(г)

Рис. 6. Результаты расчетов динамики испарения при модельном законе (12) в четыре последовательных

момента времени. Параметры расчета: A = 10, Ca = 10, E = 0.01. На рисунке приведены: (а) профиль

капли h(r, t)/h(0, 0) (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель — пунктир),

(б) плотность потока пара (усредненное значение для двух моделей), (в) осредненная по высоте капли

радиальная скорость (нестационарная модель — сплошная линия, квазистационарная модель — пунктир),

(г) осредненное по высоте капли ускорение в нестационарной модели
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На основе численных расчетов показано, что динамика процессов в высыхающей кап-

ле в рамках рассматриваемого подхода определяется законом испарения (правой частью (6))

и значением единственного безразмерного параметра — капиллярного числа при фиксированной

правой части (6). При малых значениях числа Caнесущественна роль вязких и капиллярных сла-

гаемых в уравнении движения и все свойства течений определяются давлением Лапласа. В этом

случае квазистационарный подход [Fischer, 2002] имеет значительные преимущества перед дру-

гими подходами ввиду своей простоты. При умеренных капиллярных числах (∼ 1) вязкими эф-

фектами можно пренебречь, но существенны конвективные слагаемые. При капиллярных числах

много больших единицы необходимо использовать полное уравнение (7).
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