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Исследованы пути упрощения разностных схем интегрирования уравнения Ланжевена
варьированием коэффициента корреляции приращений. Для семейства численных методов по-
лучено общее аналитическое выражение для координаты и скорости. Показано, что асимптоти-
ческое значение среднего квадрата скорости для ряда разностных схем зависит от размера шага.
Оценивается область применимости численных методов, а также соотношение между порядка-
ми сходимости. Выявлено, что без точного учета скоррелированности приращений разностная
схема, построенная на точном решении, имеет ошибку, сравнимую с методами первого порядка.
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Введение

Уравнение Ланжевена находит широкое применение в компьютерном моделировании бла-
годаря эффективному уменьшению числа частиц [Zwanzig, 2001]. Много внимания уделяется
численным схемам решения [Kloeden, Platen, 1992; Лукшин, Смирнов, 1990]. Методы интегри-
рования стохастических уравнений являются прямыми наследниками методов интегрирования
обычных систем дифференциальных уравнений, однако вместе с тем они обладают особенно-
стями, связанными со стохастической природой. В частности, речь идет о статистической кова-
риации случайных величин, фигурирующих в разностной схеме решения системы СДУ, а также
существовании дисперсии значения в определенный момент времени даже для точного решения.

Исторически сложилось так, что уравнение Ланжевена интегрировалось методами, приме-
нимыми лишь на довольно плотной сетке с размером шага Δt � 1

γ , т. е. для шага намного мень-
шего, чем время свободного пробега броуновской частицы [Turq et al., 1977]. Это приводило к то-
му, что для реальных систем моделирование существенной эволюции могло занять много време-
ни. Впоследствии появились методы, выходящие за рамки указанного ограничения [Gunsteren,
Berendsen, 1982]. В то же время существование аналитического решения [Chandrasekhar, 1943]
позволяет строить точные разностные схемы на его основе.

Серьезной сложностью в численном интегрировании уравнения Ланжевена является необ-
ходимость генерации большого числа случайных величин [Phillips et al., 2011] [Жмуров, Барсе-
гов, 2011], скоррелированных определенным образом [Allen, Tildesley, 1989]. Изменение коэф-
фициента корреляции приращений в разностной схеме — один из путей уменьшения затратности
вычислений.

В данной статье численные методы рассмотрены с точки зрения учета скоррелированности
приращений и сравниваются с точным аналитическим решением. В разделе 2 приводится точное
решение и его свойства, предложены упрощения. В разделе 3 выводится общий аналитический
вид для определенного класса линейных разностных схем. В разделе 4 на основе полученных вы-
ражений анализируется точность методов, на основе выражения для ошибки среднего и ошибки
дисперсии оценивается порядок сходимости, определена применимость упрощений. В разделе 5
приведены основные результаты. В приложении представлены аналитические выражения для
рассмотренных разностных схем, а также вспомогательные формулы.

Решение уравнения и его свойства

Запишем уравнение Ланжевена, внешние силы считаем равными нулю:

ẍ = −γẋ + σξ(t). (1)

Здесь γ — удельный коэффициент трения, имеющий также смысл частоты столкнове-
ний броуновской частицы с частицами раствора [Pastor et al., 1988], σξ(t) — стохастическая
часть удельной силы, равная произведению амплитуды σ на так называемый белый шум ξ(t),
обладающий следующими свойствами:

• Среднее по ансамблю частиц в произвольный момент времени равно нулю:

〈ξ(t)〉 = 0.

• Автокорреляционная функция белого шума есть дельта-функция Дирака [Balescu, 1975]

〈ξ(t1)ξ(t2)〉 = δ(t1 − t2).

На деле корреляция отлична от нуля для интервалов порядка длительности столкновения.
Времена столкновения τs хоть и конечны, но намного меньше любых других характерных
времен в системе, поэтому приближение дельта-функцией вполне уместно.
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Из этих свойств и из вида уравнения (1) следует, что случайная составляющая силы
нескоррелирована с прошлыми значениями скорости [March, Tosi, 1991]:

〈ξ(t)ẋ(t − s)〉 = 0, s > 0.

Уравнение (1) сводится заменой переменных к системе уравнений первого порядка:

dx = vdt,

dv = −γvdt + σdW(t),
(2)

где W(t) — винеровский процесс.
Точное аналитическое решение данной системы [Chandrasekhar, 1943]:

x(t) = x0 +
(1 − e−tγ)v0

γ
+ Nx

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝0, e−2tγ
(
e2tγ(2tγ − 3) + 4etγ − 1

)
σ2

2γ3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
v(t) = e−tγv0 + Nv

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝0,
(
1 − e−2tγ

)
σ2

2γ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
(3)

Здесь N(0, σ2) — случайная величина, распределенная нормально со средним 0 и c диспер-
сией σ2.

Рис. 1. Зависимость смещения от времени (слева), а также плотность распределения смещения (справа)
для точного решения

На рисунке 1 на малых временах виден так называемый баллистический режим, характе-
ризуемый линейной зависимостью смещения броуновской частицы от времени. Существование
этого режима обусловлено тем, что самоподобный характер винеровского процесса на практике
должен исчезнуть при уменьшении шага, так как иначе потребовались бы бесконечные импуль-
сы силы. В последнее время баллистический режим удалось наблюдать непосредственно [Lukic,
Jeney, 2005; Pusey, 2011]. На временах порядка 1

γ влияние начальной скорости пропадает, отсюда
следует еще один смысл γ — это время автокорреляции скорости [Turq et al., 1977; Gunsteren,
Berendsen, 1982].
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Асимптотика среднего квадрата смещения имеет вид

〈x(t)2〉 t→∞−−−−→ σ
2

γ2
t. (4)

Коэффициент пропорциональности имеет физический смысл удвоенного коэффициента
диффузии для одномерного случая.

Из общего вида уравнения (1) получается выражение для корреляции приращений [Pastor
et al., 1988; Allen, Tildesley, 1989]:

ρcorr(t) =
eγ(−t) (eγt − 1

)2

√
1 − e−2γt

√
e2γt(2γt − 3) + 4eγt − 1

. (5)
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Рис. 2. График корреляции координаты и скорости в зависимости от времени

Как показано на рисунке 2, на малых временах скоррелированность приращения скорости
и координаты высока, что и отвечает баллистическому режиму и сохранению скорости. На боль-
ших временах наблюдается диффузионный режим [Ermak, Buckholz, 1980], при котором скорость
и координата становятся независимыми.

Изменением значения этой корреляции можно упростить разностную схему точного реше-
ния. Можно приравнять коэффициент корреляции нулю, это избавит от необходимости генери-
ровать скоррелированные пары случайных величин и хранить первое сгенерированное значение
для генерации второго. Этому варианту отвечает схема «no correlation». Также возможно при-
равнять коэффициент корреляции единице, это позволит уменьшить вдвое число генерируемых
случайных величин. Этому варианту отвечает схема «full correlation». Далее исследуется влияние
этих упрощений на ошибку схемы, основанной на точном решении. Для сравнения приведены
некоторые известные схемы, в которых, как нетрудно убедиться, коэффициент корреляции равен
единице.

Вывод аналитического выражения для разностных схем общего вида

В данной работе численные методы рассматриваются исходя из общего вида(
xk

vk

)
=

(
A11 A12

A21 A22

) (
xk−1

vk−1

)
+

(
Nx

Nv

)
. (6)

Может оказаться, что вектор случайных приращений координат и скорости на одном шаге
N = qk − Aqk−1, записанный напрямую из разностной схемы, имеет вид BÑ, где B — матрица
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размерности 2×m, Ñ — столбец из m независимых случайных величин и m зависит от сложности
метода. Договоримся в таком случае представлять эти приращения в виде вектора двух случай-
ных величин с коэффициентом корреляции ρ, используя формулу (15) приложения A. Также
предполагается, что все коэффициенты перед итоговыми приращениями отнесены к дисперсии
по формуле c · N(μ, σ2) = N(μ, c2 · σ2).

Применяя рекуррентную формулу (6), получим

xk = Ak
11q0 + Ak

12v0 + Ak−1
11Nx + Ak−1

12Nv + · · · + Nx + 0Nv,

vk = Ak
21q0 + Ak

22v0 + Ak−1
21Nx + Ak−1

22Nv + · · · + 0Nx + Nv.
(7)

Просуммируем случайные приращения на каждом шаге как независимые величины:

Ak−1
11Nx + Ak−1

12Nv + · · · + Nx + 0Nv ∼

√√√k−1∑
i=0

Ai
11

2Ñx +

√√√k−1∑
i=0

Ai
12

2Ñv,

Ak−1
21Nx + Ak−1

22Nv + · · · + 0Nx + Nv ∼

√√√k−1∑
i=0

Ai
21

2˜̃Nx +

√√√k−1∑
i=0

Ai
22

2˜̃Nv.

(8)

Обратим внимание, что знак равенства не используется, так как речь идет об эквивалетности
распределения случайной величины, а не о строгом тождестве. Тильды над случайными величи-
нами обозначают, что коэффициент корреляции между ними изменился, так как складываются
случайные величины Nx и Nv, которые коррелируют с коэффициентом ρ, хотя все остальные па-
раметры, такие как среднее и дисперсия, остались прежними. Новый коэффициент корреляции
между Ñx и Ñv вычисляется по формуле (15):

ρ̃ = ρ

k−1∑
i=0

Ai
11Ai

12√
k−1∑
i=0

Ai
11

2

√
k−1∑
i=0

Ai
12

2

. (9)

Все рассматриваемые методы имеют матрицу A вида:(
1 α

0 β

)
. (10)

Выражение для k-ой степени матрицы:

Ak =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 α(βk−1)
β−1

0 βk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (11)

Используя его, получим

k−1∑
i=0

Ai
11

2
= k,

k−1∑
i=0

Ai
12

2
=

α2

(β − 1)2

(
β2 − β2k

1 − β2
− 2
β − βk

1 − β
+ k − 1

)
,

k−1∑
i=0

Ai
21

2
= 0,

k−1∑
i=0

Ai
22

2
=

1 − β2k

1 − β2
.

(12)
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В итоге имеем выражения для координаты и скорости на k-ом шаге численного метода:

xk = x0 +
α(βk − 1)
β − 1

v0 +
√

kÑx +

√
α2

(β − 1)2

(
β2 − β2k

1 − β2
− 2
β − βk

1 − β
+ (k − 1)

)
Ñv,

vk = β
kv0 +

√
βk

β2 − 1
˜̃Nv.

(13)

Выражение для корреляции случайных слагаемых в координате, согласно (9):

ρ̃ = ρ

(
β−βk
1−β − (k − 1)

)
√

k

√(
β2−β2k

1−β2 − 2β−β
k

1−β + (k − 1)
) . (14)

Правильный учет этой корреляции нужен для получения аналитического выражения для xk
2.

Параметры разностных схем, согласно (6) и (10), можно представить в виде таблицы:

Таблица 1. Параметры численных методов

Метод α β σΔx
2 σΔv

2 ρcorr

precise 1−e−γΔt
γ e−γΔt

σ2
(
γΔt− 1

2 e−2γΔt+2e−γΔt− 3
2

)
γ3

σ2
(
1−e−2γΔt

)
2γ ρcorr(Δt)

Euler [Burrage et al., 2007] Δt 1 − γΔt 0 Δtσ2 1

Heun [Burrage et al., 2007] Δt
(
1 − γΔt2

)
γ2Δt2

2 − γΔt + 1 Δt3σ2

4 Δtσ2
(
1 − γΔt2

)2
1

implicit midpoint [Burrage et al., 2007] Δt
γΔt
2 +1

1 − γΔt
γΔt
2 +1

Δt3σ2

(γΔt+2)2
4Δtσ2

(γΔt+2)2 1

no correlation 1−e−γΔt
γ e−γΔt

σ2
(
γΔt− 1

2 e−2γΔt+2e−γΔt− 3
2

)
γ3

σ2
(
1−e−2γΔt

)
2γ 0

full correlation 1−e−γΔt
γ e−γΔt

σ2
(
γΔt− 1

2 e−2γΔt+2e−γΔt− 3
2

)
γ3

σ2
(
1−e−2γΔt

)
2γ 1

Методы «Euler», «Heun», «implicit midpoint» предполагают полную скоррелированность
приращений координаты и скорости на каждом итерационном шаге, тогда как точный метод
предполагает корреляцию согласно выражению (5). Метод «no correlation» представляет собой
аналог точного метода, в котором пренебрегается скоррелированностью приращений координаты
и скорости. Метод «full correlation» предполагает полную скоррелированность приращений.

Аналитические выражения для величин xk и vk, полученные на основе этих данных,
приведены в приложении B.

Анализ методов

На основании данных таблицы 2 можно заключить, что асимптотика среднего квадра-
та смещения соответствует точному выражению (4), но если в точной разностной схеме не
учитывать (no correlation) либо завышать (full correlation) скоррелированность приращений, то
эффективный коэффициент диффузии отличается от точного.

Для методов «Euler» и «Heun» асимптотика среднего квадрата скорости зависит от вре-
менного шага. На практике это приводит к отклонению от точной температуры термостата
Ланжевена.

Отметим, что методы оценки численных схем интегрирования стохастических уравнений
аналогичны таковым для обыкновенных уравнений, однако в связи со стохастической природой
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Таблица 2. Асимптотики численных методов. Приведенные значения относятся к пределам применимости
метода

Метод lim
k→∞

xk
2

kΔt v2
∞

precise apr = σ
2
�γ2 bpr = σ

2
�2γ

Euler apr bpr
1

(1−γΔt�2)

Heun apr
σ2(2−γΔt)

γ(γ2Δt2−2γΔt+4)

implicit midpoint apr bpr

no correlation
apr · (1 − (γΔt))

при γΔt → 0
bpr

full correlation
apr · (1 +

(
2
√

3−3
)

3 (γΔt))

при γΔt → 0
bpr

уравнений возникает своя специфика. Так как даже у точного решения, помимо среднего значе-
ния, существует ненулевая дисперсия, то график относительной ошибки среднего следует допол-
нить графиком относительной ошибки дисперсии. В работе [Ciccotti, Hoover, 1986] рассмотрен
ряд численных методов для ОДУ, а для определения степени сходимости показано отклонение
так называемый «энергии» (суммы квадратов координаты и скорости) от постоянного значения,
а также среднеквадратичный разброс энергии. В данной статье для анализа степени сходимости
методов СДУ выбрана относительная ошибка 〈xk

2〉 и 〈vk
2〉 по сравнению с точным решением,

а также относительная ошибка величин σxk
2 и σvk

2 .

Ниже приведена зависимость ряда точностных характеристик разностных схем от размера
шага, начиная с долей времени свободного пробега и заканчивая кратными величинами 1

γ для
оценки границ применимости методов. Значение Δt · k = T предполагается постоянным, время T
выбрано как 10 · 1

γ .

Методы «no correlation» и «full correlation» отвечают точному решению для величин x, v,
v2, σv и σv2 , поэтому на соответствующих графиках не показаны.

Из графиков на рисунке 4 видно, что соотношения между точностью методов первого
и бóльших порядков СДУ аналогичны таковым для ОДУ, приведенным в работе [Ciccotti, Hoover,
1986].

Обратим внимание, что хотя методы «no correlation» и «full correlation» был получены на
основании абсолютно точной разностной схемы, искажение реального коэффициента корреляции
приращений скорости и координаты приводит к тому, что методы имеют ошибку, сравнимую
с ошибкой методов первого порядка. Для размера шага Δt > 1

γ ошибка метода «no correlation»
начинает уменьшаться. Это связано с тем, что коэффициент корреляции приращений на больших
временах стремится к нулю, и пренебрежение корреляцией становится оправданным.

На рисунке 3 хорошо видна область применимости рассмотренных методов. Точность ме-
тода implicit midpoint остается высокой для γΔt = 2, в то время как ошибка методов «Euler»,
«Heun» для γΔt = 1 может быть неприемлемой для вычисления скорости, но в то же время
годится для координаты.
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Рис. 3. Зависимость ошибки величин 〈xk〉 (a),
〈vk〉 (b), σxk (c) и σvk (d) от шага Δt в дважды
логарифмическом масштабе

Euler � no correlation

� Heun � full correlation

� implicit midpoint

Таблица 3. Порядки сходимости численных методов. Приведенные значения относятся к пределам
применимости метода

Метод

Порядок сходимости метода

Экспериментальный для СДУ Теоретический для ОДУ
[Süli, Mayers, 2003]〈x〉 〈x2〉 〈v〉 〈v2〉

Euler 0.96 1.00 0.96 1.01 1

Heun 2.02 2.01 2.02 2.01 2

implicit midpoint 2.00 2.00 2.00 2.00 2

no correlation точн. 1.00 точн. точн. не имеет аналогов

full correlation точн. 1.00 точн. точн. не имеет аналогов

Из таблицы 3 видно, что соотношения между порядками сходимости методов сохраня-
ются при переходе от обычных дифференциальных уравнений к стохастическим. Также видно,
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Рис. 4. Зависимость ошибки величин 〈xk
2〉 (a),

〈vk
2〉 (b), σxk

2 (c) и σvk
2 (d) от шага Δt в дважды

логарифмическом масштабе

Euler � no correlation

� Heun � full correlation

� implicit midpoint

что абсолютные значения этих порядков для величин 〈x〉, 〈x2〉, 〈v〉, 〈v2〉 практически совпада-
ют. Подчеркнем, что рассмотрены слабые порядки сходимости [Кузнецов, 2007], так называемая
сходимость по распределению (weak convergence order).

Заключение

Исследована возможность упрощения численных методов интегрирования уравнения Лан-
жевена путем изменения коэффициента корреляции приращений. Получено общее аналитиче-
ское выражение для семейства численных методов, представимых в виде (6) с матрицей ви-
да (10). Показано, что асимптотическое значение среднего квадрата скорости для ряда разност-
ных схем не отвечает точному решению и зависит от размера шага. Это влияет на равновесную
температуру моделируемой системы. Для методов «no correlation» и «full correlation» асимпто-
тическое значение среднего квадрата смещения также зависит от размера шага, что искажает
эффективный коэффициент диффузии. Оценена область применимости численных методов. Со-
отношение между порядками сходимости рассмотренных методов соответствует соотношению
между порядками сходимости аналогичных методов решения нестохастических дифференциаль-
ных уравнений. Выявлено, что без правильного учета скоррелированности приращений разност-
ные схемы, построенные на точном решении, имеют ошибку, сравнимую с ошибкой методов
Эйлера, и имеют первый порядок сходимости.
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Приложение A. Корреляция двух сумм независимых величин

Напомним, что случайная величина Y = αN1(μ1, σ1
2)+βN2(μ2, σ2

2), равная сумме двух cлу-
чайных величин c коэффициентом корреляции ρ, эквивалентна (т. е. имеет такую же плотность
вероятности) величине

N(α · μ1 + β · μ2, α
2σ1

2 + β2σ2
2 − 2αβρσ1σ2).

Если проводится уменьшение числа случайных величин

α1N1
x + · · · + αkNk

x + β1N1
v + · · · + βkNk

x ∼ AÑx + BÑv,

где corr(Ni
x,N

j
x) = corr(Ni

v,N
j
v) = δi j, corr(Ni

x,N
j
v) = δi jρ, то A =

√
k∑

i=1
α2

i , B =

√
k∑

i=1
β2

i , а ко-

эффициент корреляции результирующих величин ρ̃ = corr(Ñx, Ñv) выражается следующим
образом:

ρ̃ = ρ ·

k∑
i=1
αiβi

AB
. (15)

Приложение B. Аналитические выражения для разных методов

Метод «Euler»

Точное выражение для координаты на k-ом шаге метода Эйлера:

xk = x0 −

(
(1 − γΔt)k − 1

)
v0

γ
+ Nx(0, σ2

xk
),

где

σ2
xk
=

(
−4(1 − γΔt)k + (1 − γΔt)2k + kγ2Δt2 + 2γΔt

(
(1 − γΔt)k − k − 1

)
+ 3

)
σ2

γ3(γΔt − 2)
.

Аналогичное выражение для скорости на k-ом шаге метода Эйлера:

vk = (1 − γΔt)kv0 + Nv(0, σ2
vk

),

где

σ2
vk
=

(
(1 − γΔt)2k − 1

)
σ2

γ(γΔt − 2)
.

Отсюда сразу следует асимптотика квадрата скорости на бесконечности:

〈vk
2〉 k→∞−−−−→ σ2

γ(2 − γΔt)
.

Асимптотика среднего квадрата смещения:

〈xk
2〉 k→∞−−−−→ Δtkσ2

γ2
.
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Метод «Heun»

Метод также использует разложение коэффициентов матрицы метода в ряд Тейлора по
степеням γΔt. Точное выражение для координаты на k-ом шаге метода «Heun»:

xk = x0 +

(
1 −

(
γ2Δt2

2 − γΔt + 1
)k
)
v0

γ
+ Nx(0, σ2

xk
),

где

σ2
xk
=

2Δt2σ2
(
γ2Δt2

2 − γΔt + 1
)k

γ
(
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) −
4Δtσ2

(
γ2Δt2

2 − γΔt + 1
)k

γ2 (
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) +
+

8σ2
(
γ2Δt2

2 − γΔt + 1
)k

γ3 (
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) + Δtσ2
(
γ2Δt2

2 − γΔt + 1
)2k

γ2 (
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) − 2σ2
(
γ2Δt2

2 − γΔt + 1
)2k

γ3 (
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) +
+

kΔt3σ2

γ2Δt2 − 2γΔt + 4
− 2kΔt2σ2

γ
(
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) − 2Δt2σ2

γ
(
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

)+
+

4kΔtσ2

γ2 (
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) + 3Δtσ2

γ2 (
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) − 6σ2

γ3 (
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) .
Аналогичное выражение для скорости на k-ом шаге метода «Heun»:

vk =

(
γ2Δt2

2
− γΔt + 1

)k

v0 + Nv(0, σ2
vk

),

где

σ2
vk
=

(γΔt − 2)

((
γ2Δt2

2 − γΔt + 1
)2k
− 1

)
σ2

γ
(
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) .

Отсюда сразу следует асимптотика квадрата скорости на бесконечности:

〈vk
2〉 k→∞−−−−→ σ2(2 − γΔt)

γ
(
γ2Δt2 − 2γΔt + 4

) .
Асимптотика среднего квадрата смещения:

〈xk
2〉 k→∞−−−−→ Δtkσ2

γ2
.

Метод «implicit midpoint»

Точное выражение для координаты на k-ом шаге метода «implicit midpoint»:

xk = x0 +

(
1 −

(
2−γΔt
γΔt+2

)k
)
v0

γ
+ Nx(0, σ2

xk
),

где

σ2
xn
=

(
4
(

2−γΔt
γΔt+2

)k
−

(
2−γΔt
γΔt+2

)2k
+ 2kγΔt − 3

)
σ2

2γ3
.
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Аналогичное выражение для скорости на k-ом шаге метода «implicit midpoint»:

vk =

(
2 − γΔt
γΔt + 2

)k

v0 + Nv(0, σ2
vk

),

где

σ2
vk
=

(
1 −

(
2−γΔt
γΔt+2

)2k
)
σ2

2γ
.

Отсюда сразу следует асимптотика квадрата скорости на бесконечности:

〈vk
2〉 k→∞−−−−→ σ

2

2γ
.

Видно, что она не зависит от размера шага и в точности равна асимптотике аналитического
решения.

Асимптотика среднего квадрата смещения:

〈xk
2〉 k→∞−−−−→ Δtkσ2

γ2
.

Метод «no correlation»

Точное выражение для координаты на k-ом шаге метода без корреляции:

xk = x0 +

(
1 − e−kγΔt

)
v0

γ
+ Nx(0, σ

2
xk

),

где

σ2
xk
=

e−2γΔt
(
eγΔt(4k − 2) + 2e−(k−2)γΔt − e−2(k−1)γΔt + 2e−(k−1)γΔt − 2k − e2γΔt(k(2 − 2γΔt) + 1)

)
σ2

2γ3
.

Аналогичное выражение для скорости на k-ом шаге метода без корреляции:

vk = e−kγΔtv0 + Nv(0, σ
2
vk

),

где

σ2
vk
=

(
1 − e−2kγΔt

)
σ2

2γ
.

Видно, что выражение для скорости полностью совпадает с точным аналитическим решением.
Отсюда сразу следует асимптотика квадрата скорости на бесконечности:

〈vk
2〉 k→∞−−−−→ σ

2

2γ
.

Асимптотика среднего квадрата смещения:

〈xk
2〉 k→∞−−−−→

kσ2e−2γΔt
(
e2γΔt(γΔt − 1) + 2eγΔt − 1

)
γ3

.
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Метод full correlation

Точное выражение для координаты на k-ом шаге метода без корреляции:

xk = x0 +

(
1 − e−kγΔt

)
v0

γ
+ Nx(0, σ

2
xk

),

где

σ2
xk
=

kΔtσ2

γ2
−

e(k−1)γΔt−kγΔt
√

1 − e−2γΔtk
√

e2γΔt(2γΔt − 3) + 4eγΔt − 1σ2(
−1 + eγΔt) γ3

+

+

√
1 − e−2γΔtk

√
e2γΔt(2γΔt − 3) + 4eγΔt − 1σ2(
−1 + eγΔt) γ3

+

+
e−kγΔt

√
1 − e−2γΔt

√
e2γΔt(2γΔt − 3) + 4eγΔt − 1σ2(
−1 + eγΔt) γ3

−

−
√

1 − e−2γΔt
√

e2γΔt(2γΔt − 3) + 4eγΔt − 1σ2(
−1 + eγΔt) γ3

− e−γΔtσ2

γ3
− e−2kγΔtσ2

2γ3
+

e−kγΔtσ2

γ3
+

+
e−(k+1)γΔtσ2

γ3
− e−2γΔtkσ2

γ3
+

2e−γΔtkσ2

γ3
− kσ2

γ3
− σ

2

2γ3
.

Аналогичное выражение для скорости на k-ом шаге метода без корреляции:

vk = e−kγΔtv0 + Nv(0, σ
2
vk

),

где

σ2
vk
=

(
1 − e−2kγΔt

)
σ2

2γ
.

Видно, что выраженное для скорости полностью совпадает с точным аналитическим решением.
Отсюда сразу следует асимптотика квадрата скорости на бесконечности:

〈vk
2〉 k→∞−−−−→ σ

2

2γ
.

Асимптотика среднего квадрата смещения:

〈xk
2〉 k→∞−−−−→

kσ2e−2γΔt
(
e2γΔt(γΔt − 1) + 2eγΔt +

√(
e2γΔt − 1

) (
e2γΔt(2γΔt − 3) + 4eγΔt − 1

)
− 1

)
γ3

.
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