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Описание предметной области 

В связи с истощением запасов ископаемого топлива и ухудшением экологической ситуа-
ции, вызванной их использованием, в мире наблюдается повышенный интерес к альтернатив-
ным источникам энергии. Одним из таких источников является биогаз – топливный газ, полу-
чаемый в результате анаэробной ферментации органического сырья. Биогаз в основном состоит 
из метана и углекислого газа. Данный процесс осуществляется в специальных резервуарах – 
метантенках – при постоянном перемешивании, которое способствует созданию однородной 
среды. В качестве сырья может использоваться биомасса. Эта технология применяется для пе-
реработки отходов животноводства. 

Процесс получения биогаза состоит из нескольких этапов [Гюнтер, Гольдфарб, 1991]. 
Упрощенно его можно рассматривать как одностадийный (см. рис. 1). 
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Рис. 1 

Существует три типа метаногенеза: метаногенез в психрофильной, мезофильной и тер-
мофильной средах. Каждой среде соответствует определенный температурный диапазон и типы 
бактерий. На практике широкое распространение получил метаногенез в мезофильной среде, 
поскольку для данной среды интенсивность выделения биогаза не так чувствительна к колеба-
ниям температуры субстрата, как для термофильной среды. Кроме того, скорость выхода био-
газа при мезофильной среде существенно выше, чем при психрофильной. В дальнейшем рас-
сматривается метаногенез в мезофильной среде. Оптимальная температура для мезофильной 
среды составляет 37°С, а период полной ферментации – 25 суток [Эдер, Шульц, 2008].  

Для поддержания высокой производительности биогазовой установки необходимо кон-
тролировать и регулировать значения управляющих параметров. Для этого требуется предвари-
тельно разработать математическую модель процесса получения биогаза, оценить ее параметры 
по экспериментальным данным, а также найти оптимальные значения управляющих парамет-
ров. 

Математическая модель процесса получения биогаза 

В условиях идеального перемешивания субстрата и постоянной температуры ключевыми 
факторами, влияющими на протекание метаногенеза, являются время процесса, концентрации 
бактерий и питательных веществ субстрата [Свалова, 2008]. В настоящей работе проанализиро-
вана достаточно простая модель, учитывающая данные факторы. Прирост концентраций бакте-
рий моделировался с помощью уравнения Кобозева [Дворецкий и др., 2005; Gerber, 2008]. Дан-
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ная модель имеет вид системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ): 

 ( )0

,

,

,

dX bLX pX
dt
dL p L L bLX
dt
dV bLX
dt

⎧ = −⎪
⎪
⎪ = − −α⎨
⎪
⎪

= γ⎪⎩

 (1) 

с начальными условиями 

 ( ) ( ) ( )0 0 00 , 0 , 0 0,X X L L V V= = = =  (2) 

где X  – концентрация бактерий, кг/м3; L  – концентрация питательных веществ, усваиваемых 
бактериями, кг/м3; V  – выход биогаза, м3; p  – относительная скорость поступления субстрата, 
сут.-1; b  – коэффициент скорости роста бактерий, м3/(кг·сут.); α  – безразмерный коэффициент 
усвоения субстрата; γ  – коэффициент скорости преобразования питательных веществ субстра-
та в биогаз, м6/кг. 

При этом предполагается, что интенсивность перемешивания позволяет пренебречь про-
странственной неоднородностью концентраций. Также предполагается, что концентрация соот-
ветствующих бактерий в поступающем субстрате пренебрежимо мала.  

Особенностью системы (1) является отсутствие переменной V  в правой части. Поэтому 
третье уравнение можно рассматривать независимо от остальных. Удобно ввести величину 
скорости выхода биогаза: 

 .bLX
dt
dVw γ==  (3) 

Биогазовая установка может работать в различных режимах. При периодическом режиме 
происходит однократное наполнение метантенка и его полное опорожнение по завершении пе-
риода ферментации. При непрерывном режиме осуществляется непрерывная подача новой 
порции субстрата и одновременно удаление переработанной порции субстрата.  

В модели (1) случаю периодического режима подачи субстрата соответствует 0=p , слу-
чаю непрерывного режима – 0>p . 

Относительная скорость поступления субстрата определяется выражением: 

 ,1
dt
dQ

Q
p =  (4) 

где Q  – объем субстрата в метантенке (при полной загрузке метантенка объем субстрата равен 

объему метантенка и постоянен); 
dt
dQ  – абсолютная скорость поступления субстрата.  

В случае периодического режима время процесса равно периоду полной ферментации: 
== fTT 25 сут. По аналогии с периодическим режимом в случае непрерывного режима можно 

определить период ферментации как промежуток времени, в течение которого происходит 
полное обновление содержимого метантенка. Данная величина зависит от скорости поступле-
ния субстрата: 

 .1
p

T f =  (5) 
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Оптимизация скорости подачи субстрата 

При оптимальных значениях температуры и влажности субстрата, начальной концентра-
ции микроорганизмов, имеется только один оптимизируемый параметр – относительная ско-
рость подачи субстрата p . Пусть в качестве критерия оптимизации выступает максимизация 
среднесуточного выхода биогаза за период ],0[ T : 

 ( ) .max,
pT

pTVw →=  (6) 

В случае непрерывного режима начальным промежутком установления можно пренеб-
речь, и в качестве среднесуточного выхода рассматривать установившееся значение скорости 
выхода биогаза *w : *ww →  при ∞→T . 

Для определения неподвижных точек системы (1) ее правые части приравниваются нулю. 
При этом получаются следующие решения: 
 ;*,0* 0LLX ==  (7) 

 .*,* 0
b
pL

b
pLX =
α

−
α

=  (8) 

Нетрудно убедиться, что неподвижные точки (7) получаются из (8) при 0=p  или 

0bLp = . Эти значения определяют допустимый диапазон изменения параметра p : ],0[ 0bLp∈  
(т.к. при 0bLp >  0*<X ). 

Систему ОДУ (1) можно исследовать на устойчивость по первому приближе-

нию [Бибиков, 2011]. Заменяя 
b

pLXX
α

−
α

+= 0~ , 
b
pLL +=

~  и отбрасывая одночлены второй 

степени, можно получить систему первого приближения: 
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⎧ ⎛ ⎞= −⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎨
⎪ = − −⎪⎩

α α

α

 (9) 

с характеристическим уравнением 

 
0

2 2
0 0

0

0
0.

bL p
bL bL p p

p bL

− −
= + + − =

− − −

λ
λ λα α

α λ
 (10) 

Используя теорему Виета, легко получить корни: p−=λ1 , ( )pbL −−=λ 02 . 
Таким образом, если 0BLp < , то система асимптотически устойчива; если 0=p  или 

0bLp = , то систему нельзя исследовать по первому приближению; если 0bLp > , то система неус-
тойчива, однако в этом случае, как говорилось ранее, система не будет иметь физического смысла. 

Асимптотическая устойчивость системы ОДУ (1) позволяет представить задачу опти-
мального управления (6) в виде 

 
( )

( ).*maxarg
0,0

pwp
BLp

opt
∈

=  (11) 

Иными словами, требуется найти точку максимума для выражения 

 ( ) .***
2

0 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

α
γ

=γ=
b
ppLXbLpw  (12) 
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Первая производная выражения (12) равна нулю при 
2

0bLp = . Вторая производная 

в этом случае отрицательна. Это означает, что  

 
2

0bLpopt =  (13) 

является точкой максимума функции (12). 
Можно построить другой оптимизационный критерий, связанный с максимизацией эффектив-

ности использования субстрата. Для этого необходимо минимизировать функцию ( )pL*  (8): 

 
( )

( ).*minarg
0,0

pLp
BLp

opt
∈

=  (14) 

Минимум выражения (14) достигается при 0→optp , что соответствует случаю периоди-
ческого режима. 

Идентификация математической модели получения биогаза 

Для практического использования модели (1) необходимо решить задачу идентификации 
параметров системы ОДУ по временному ряду экспериментальных данных. 

Пусть имеется система ОДУ 

 ( ),,, tf
dt
dx

i
i xa=  1, ...,i d=  (15) 

с начальными условиями 
 ( ),00 txx =  (16) 

где ( ){ },txi=x  di ...,,1=  – неизвестная вектор-функция; { },la=a ml ...,,1=  – вектор неизвест-
ных коэффициентов; время ],[ 0 Ttt∈ . Требуется найти оценку a~  вектора параметров a  по экс-

периментальным данным ( ),n
ee

n txx =  Nn ...,,1= , ],[ 0 Tttn ∈ . Экспериментальные данные 

удобно представить в виде матрицы { } Nd
e

ni
e xX ×= , , столбцами которой являются векторы e

nx . 

Для поиска оценок a~  в соответствии с методом наименьших квадратов минимизируется 
величина относительных отклонений теоретических и экспериментальных значений [Безручко, 
2000]. Соответствующая целевая функция имеет вид: 

 ( ) ( )
.

1 1

2

,

,∑∑
= =

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

N

n

d

i
e

ni

e
nini

x

xtx
F a  (17) 

В этом случае искомые оценки параметров определяются как 

 ( ),minarg~ aa
a

F
mΨ∈

=  (18) 

где mΨ  – область изменения параметров ( mΨ∈a ). 
Для получения теоретических значений ( )txx =  для системы (15) решается задача Коши 

с начальным условием (16). Численное решение системы (15) осуществлялось методом Рунге-
Кутты 4-го порядка, обладающим хорошими показателями скорости сходимости при сравни-
тельно низких вычислительных затратах [Вержбицкий, 2001]. 

В качестве алгоритма минимизации целевой функции (17) выбран гибридный генетический ал-
горитм с вещественным кодированием [Гладков, Курейчик, 2010; Тененев, Якимович, 2010]. Генети-
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ческий алгоритм эффективно решает многоэкстремальные задачи и задачи высокой размерности. 
В отличие от алгоритмов локальной оптимизации (Ньютона, сопряженных градиентов и т. д.), для 
успешной работы которых требуется удачный выбор начального приближения, генетический алго-
ритм обрабатывает не единственное решение, а множество решений. Как показано в работе [Дмитри-
ев, 2007], для повышения эффективности работы генетического алгоритма используется метод Хука-
Дживса для дополнительного поиска в окрестности лучшего решения. 

Оценкой качества математической модели является корень из среднеквадратического от-
клонения теоретических и экспериментальных значений (в данном случае 2=r  – число пере-
менных, для которых имеются экспериментальные данные): 

 ( )( )2

,2
1 1

1 1 ,
r N

e
i n i n

i ni

K x t x
Nr M= =

= −∑ ∑  (19) 

где 

 .max ,
...,,1

e
ni

Nn
i xM

=
=  (20) 

Результаты идентификации математической модели 

Идентификация математической модели осуществлялась на примере периодического ре-
жима метаногенеза в мезофильной среде. В качестве субстрата рассматривались отходы птице-
фабрик, свинокомплексов и ферм крупного рогатого скота (КРС). Влажность отходов птице-
фабрик составляет 85%, а отходов свинокомплексов и ферм КРС – 90%. Значения параметров, 
используемые для идентификации модели, задавались на основе анализа экспериментальных 
данных для рассматриваемых видов сырья, представленных для отходов птицефабрик и свино-
комплексов в работе [Ntengwe, Njovu, Kasali, 2010], а для отходов ферм КРС – в работах 
[Budiyono, Widiasa, 2010; Abdullahi, Isma’il, Galadima, 2011]. 

Результаты идентификации и качества оценивания параметров модели представлены 
в таблице 1 и на рис. 2–4. 

Таблица 1 

Параметр Оценка для отходов 
птицефабрик свинокомплексов ферм КРС 

b  0.004 0.006 0.009 
α  1.685 1.343 1.066 
γ  1.409 1.224 0.846 
K  0.043 0.045 0.068 
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Рис. 2 
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Динамика концентрации питательных веществ в субстрате 
для периодического режима 

 
Рис. 3 
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Динамика скорости выхода биогаза для периодического режима 

 
Рис. 4 

 
Анализ представленных результатов показывает, что исследуемая математическая модель 

достаточно хорошо описывает эмпирические зависимости для периодического режима. Пред-
полагая, что вид модели не меняется, мы использовали ее для описания непрерывного режима. 

Результаты оптимизации математической модели 

Оптимальные значения скорости подачи субстрата optp , вычисленные по формуле (13), 
составляют 0.201 – для отходов птицефабрик, 0.182 – для отходов свинокомплексов, 0.159 – для 
отходов ферм КРС.  

Графики характеристик процесса получения биогаза при непрерывном режиме для опти-
мальной скорости подачи субстрата приведены на рис. 5–7. 



С. А. Королев, Д. В. Майков 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

138 

 
 
 
 
 
 
 

 

0

5

10

15

20

25

30

35

0 20 40 60 80 100

t , сут.

X , кг/м3

Модель,
источник сырья:
птицефабрики
свинокомплексы
фермы КРС

 

Динамика концентрации бактерий для непрерывного режима 

 
Рис. 5 
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Динамика концентрации питательных веществ в субстрате 
для непрерывного режима 

 
Рис. 6 
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Рис. 7 

 
Зависимость среднесуточного выхода биогаза от скорости подачи субстрата приведена на 

рис. 8. 
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Рис. 8 

Сравнительные характеристики метаногенеза при различных режимах подачи субстрата 
представлены в таблице 2. 
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Таблица 2 

Характеристики Источник сырья 
птицефабрики свинокомплексы фермы КРС 

Периодический режим (период ферментации – 25 сут.) 
Среднесуточный выход биогаза, 
м3/сут. 3.72 2.32 1.36 

Средний выход биогаза 
с единицы массы сырья, м3/т 93 58 34 

Непрерывный режим 
Период ферментации, сут. 5.0 5.5 6.3 
Среднесуточный выход биогаза, 
м3/сут. 8.46 5.24 2.34 

Средний выход биогаза 
с единицы массы сырья, м3/т 42 29 15 

Выводы по работе 

Предложена математическая модель, описывающая процесс получения биогаза из орга-
нического сырья. Проведена идентификация параметров данной модели на примере отходов 
птицефабрик, свинокомплексов и ферм КРС. Проведены расчеты для периодического и непре-
рывного режимов работы биогазовой установки. 

В случае периодического режима происходит полная ферментация субстрата, поэтому 
выход биогаза с единицы объема субстрата максимален, однако средний выход биогаза в еди-
ницу времени достаточно низок.  

В случае непрерывного режима при оптимальной скорости подачи субстрата достигается 
максимальный выход биогаза в единицу времени. Так, среднесуточный выход в данном случае 
превышает среднесуточный выход при периодическом режиме для отходов птицефабрик 
и свинокомплексов в 2,3 раза, для отходов ферм КРС – в 1,7 раза. Однако, продолжительность 
ферментации при этом составляет 5–6 суток, что приводит к неполной переработке субстрата. 
Так, средний выход биогаза с единицы массы сырья при непрерывном режиме и оптимальной 
скорости подачи сырья в 2 раза ниже, чем при периодическом. Таким образом, выбор режима 
производства биогаза зависит от приоритета целей предприятия: максимизация объема или 
скорости выхода биогаза. 
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