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Введение

Для адекватного описания сложных стохастических систем (например, финансовых рын-

ков, турбулентной плазмы и так далее) часто используется математическая модель, основанная

на конечной смеси вероятностных распределений, то есть

f X
θ (x) =

k
∑

i=1

piψi(x; ti), (1)

где k > 1 — известное натуральное число, ψ1, . . . , ψk — известные плотности распределения,

неизвестный параметр θ имеет вид θ = (p1, . . . , pk; t1, . . . , tk), причем pi > 0,
k
∑

i=1
pi = 1; ti,

i = 1, . . . , k — многомерные параметры. Плотности ψ1, . . . , ψk обычно называют компонентами

смеси (1), а параметры p1, . . . , pk — весами соответствующих компонент.

На практике крайне важна корректная интерпретация полученных результатов (например,

в физике турбулентной плазмы необходимо соотносить полученные компоненты смеси с наблю-

даемыми в плазме процессами). Поэтому возникает задача определения неизвестных параметров

смеси на основе анализа данных, для которых строится модель. Для ее решения принято исполь-

зовать так называемые алгоритмы EM-типа (EM, SEM, MCEM-алгоритмы и их всевозможные

модификации [Dempster, Laird, Rubin, 1977; Broniatowski, Celeux, Diebolt, 1984; Горшенин, Ко-

ролев, Турсунбаев, 2008]). Однако данные алгоритмы при определении параметров смеси ис-

пользуют заданное число компонент и в процессе итерационной процедуры не могут менять это

заданное число. При этом обычно число компонент также является неизвестным параметром. Су-

ществуют предназначенные для статистического определения числа компонент так называемые

информационные критерии, основанные на функции правдоподобия: критерий Акаике [Akaike,

1973], байесовский критерий [Schwartz, 1978], критерий Ло [Lo, Mendell, Rubin, 2001]. Однако

в ряде практически значимых моделей нарушаются условия регулярности (например, для конеч-

ной смеси нормальных законов), что приводит к необходимости накладывать дополнительные

искусственные технические условия для корректности использования таких критериев. Более

того, критерии Акаике и байесовский применимы только при очень больших объемах выборок,

а распределение статистики критерия Ло на практике исключительно сложно вычисляется.

Для преодоления указанных недостатков в работах [Бенинг, Горшенин, Королев, 2011; Гор-

шенин, 2011a; Горшенин, 2011b] были предложены асимптотически наиболее мощные критерии

проверки гипотез о числе компонент смеси. Для формализации задачи использовались две мо-

дели конечных сдвиг-масштабных смесей произвольных абсолютно непрерывных распределе-

ний: добавления и расщепления компоненты. При этом такая формализация хорошо согласуется

с наиболее часто встречающимися на практике случаями.

Настоящая статья посвящена исследованию практической целесообразности использова-

ния полученных в работах [Бенинг, Горшенин, Королев, 2011; Горшенин, 2011a; Горшенин,

2011b] статистических критериев, изучению их эффективности в зависимости от задаваемого

уровня значимости, а также от объема выборки.

Модели добавления и расщепления компоненты

Рассмотрим каждую из моделей, а также укажем статистики, на основе которых построены

упоминавшиеся выше асимптотически наиболее мощные критерии.

Модель добавления компоненты формализуется следующим образом. Предполагается,

что каждое из независимых наблюдений (X1, . . . , Xn) имеет плотность, представимую в виде
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конечной k-компонентной смеси некоторых законов распределения вида (θ ∈ [0, 1]):

p(x, θ) = (1 − θ) ·
k

∑

i=1

piψi(x) + θ · ψk+1(x) = (1 − θ) f (x) + θg(x),
k

∑

i=1

pi = 1. (2)

Отметим, что рассматриваются такие версии плотностей ψi(x), i = 1, . . . , k, что функция

f (x) строго положительна. В этом случае критерий проверки гипотез о числе компонент смеси

основан на статистике (функции f (x) и g(x) определены в соотношении (2))

T1 =
1
√

n

n
∑

i=1

(

g(Xi)
f (Xi)

− 1

)

. (3)

Данная модель ориентируется на проверку значимости произвольной компоненты с воз-

можным малым весом. Формулировка и доказательство теоремы об асимптотических свойствах

критерия, основанного на статистике T1, приводятся в статье [Бенинг, Горшенин, Королев, 2011].

Решая задачу об уменьшении числа компонент в подгоняемой модели смеси вероятност-

ных распределений, важно не исключить из рассмотрения практически важные компоненты,

ошибочно объединив их в одну компоненту. Это означает, что возможна ситуация, когда в смеси

присутствуют компоненты с близкими значениями параметров, в том числе и весов. Этому слу-

чаю соответствует модель расщепления компоненты. Предполагаем, что каждое из независимых

наблюдений имеет плотность вида (для некоторого θ ∈ [0, 1]):

p(x, θ) =
k−1
∑

i=1

piψi(x) + (pk − θ)ψk(x) + θψ(x) = f (x) + θg(x), (4)

где

f (x) =
k

∑

i=1

piψi(x),
k

∑

i=1

pi = 1, pi > 0, g(x) = ψ(x) − ψk(x), 0 6 θ 6 pk,

функция ψ(x) является плотностью из того же семейства распределений, что и все ψi(x). Рас-

сматриваются такие версии плотностей ψi, i = 1, . . . , k, что функция f (x) строго положительна.

Отметим, что в этом случае функция g(x), вообще говоря, не является плотностью какого-либо

распределения. Критерий проверки гипотез о числе компонент смеси в модели расщепления

компоненты основан на статистике (функции f (x) и g(x) определены в соотношении (4))

T2 =
1
√

n

n
∑

i=1

g(Xi)
f (Xi)

. (5)

Формулировка и доказательство теоремы об асимптотических свойствах критерия,

основанного на статистике T2, приводятся, например, в статье [Горшенин, 2011a].

Тестирование критериев T1 и T2

В данном разделе рассмотрим эффективность практического применения критериев, ос-

нованных на статистиках T1 и T2, определяемых соотношениями (3) и (5) соответственно, для

выборок конечного объема для моделей добавления и расщепления компонент на примере серий

различных тестовых выборок.
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Для проверки эффективности каждого из методов был проведен статистический экспе-

римент. Выбирались различные функции распределения, имеющие вид конечных смесей нор-

мальных законов (рассматривались сдвиговые, масштабные и сдвиг-масштабные смеси). Затем

с помощью метода обратных функций моделировались выборки из данного распределения: по

200 выборок объемом 1 000, 5 000 и 10 000 элементов. Затем к каждой из выборок применя-

лись оба критерия. Результаты сравнивались с истинным количеством компонент в смеси (то

есть отвергают ли критерии компоненту с «малым» весом). При этом в целях более подробного

исследования свойств критериев в качестве проверяемых весов выбирались как действительно

малые значения (0.01, 0.05), так и достаточно большие (0.1, 0.25, 1/3, 0.5). Также рассматрива-

лись различные уровни значимости (для единообразия приведены результаты для значений 0.1,

0.15, 0.2, 0.3, хотя для больших весов проверки проводились и для уровней 0.05 и 0.01, однако

для сопоставимых значений весов и уровней значимости такое сравнение было бы некорректно).

Отметим, что для нахождения критического значения в обеих моделях предполагается

знание значения фишеровской информации, определяемой выражениями

I1 =

∞
∫

−∞

g2(x)
f (x)

dx − 1 (6)

в модели добавления компоненты (функции f (x) и g(x) определяются из соотношения (2)) и

I2 =

∞
∫

−∞

g2(x)
f (x)

dx (7)

в модели расщепления компоненты (функции f (x) и g(x) определяются из соотношения (4)).

Однако, за исключением случаев проверки гипотез вида «нормальное распределение» про-

тив альтернативы «смесь двух нормальных распределений», для которого соответствующий ин-

теграл можно найти явно, уже для случаев проверки гипотез вида «смесь содержит 2 компо-

ненты» против альтернативы вида «смесь содержит 3 компоненты» соответствующие интегра-

лы (6) и (7) не вычисляются в элементарных функциях. Поэтому для нахождения значения фише-

ровской информации используется численное интегрирование по методу Гаусса–Кронрода (см.,

например, [Кронрод, 1964]). Более того, интегралы в формулах (6) и (7) берутся по бесконеч-

ной области. Для перехода к конечным пределам интегрирования воспользуемся следующими

соображениями. Пусть σ j0 = max
16 j6k

σ j. Тогда

g2(x)
f (x)

6
σ j0

p j0σk+1
√

2π
exp

{

−
(x − A)2

2B2
+C

}

,

где

A =

















ak+1

σ2
k+1

−
a j0

2σ2
j0

































1

σ2
k+1

−
1

2σ2
j0

















−1

, 2B2
=

















1

σ2
k+1

−
1

2σ2
j0

















−1

,

C =
A2

2B2
−

a2
k+1

σ2
k+1

+

a2
j0

2σ2
j0

.

Окончательно получаем

1

B
√

2π

∫

exp

{

−
(x − A)2

2B2

}

dx <
ε

2C0
,
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где

C0 =
2BeCσ j0

p j0σ
2
k+1

.

Таким образом, для того чтобы приблизить интеграл по бесконечной области интегралом

по конечной, необходимо найти квантили нормального распределения с параметрами A и B2

уровней
ε

2C0
и 1 −

ε

2C0
. Обозначим через a ближайшее целое число снизу для первой квантили

и через b ближайшее целое число сверху для второй квантили. Тогда
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

−∞

g2(x)
f (x)

dx −
b

∫

a

g2(x)
f (x)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
∫

−∞

g2(x)
f (x)

dx +

+∞
∫

b

g2(x)
f (x)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
∫

−∞

g2(x)
f (x)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

b

g2(x)
f (x)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

Оба критерия были реализованы на встроенном языке программирования пакета MATLAB.

В качестве точности приближения интеграла по бесконечному интервалу интегралом по

конечному множеству была выбрана величина ε = 10−12.

Результаты тестирования критериев представлены на рис. 1 и 2. На оси абсцисс отмече-

ны значения проверяемых весов, в скобках указан объем выборки, на котором был достигнут

подобный результат. На оси ординат отмечено число правильных решений для серий выборок

в процентах для каждого из критериев. Если на каком-то объеме выборки успешность теста зна-

чимости компоненты с некоторым весом составляла 100% или была близка к этому значению,

данный объем выборки признавался достаточным для правильного распознавания данного веса.

Столбцы каждого цвета соответствуют различным уровням значимости критерия.

Отметим, что так как оба критерия являются асимптотическими, увеличение объема вы-

борки положительно сказывается на успешности проведения теста. Так, на рис. 3 и 4 для обеих

моделей можно проследить изменение результатов для малого веса 0.01 с изменением разме-

ра выборки с 1 000 элементов до 5 000 и 10 000 элементов. При заданных уровнях значимости

критерия, при объеме выборки в 1 000 элементов каждый из критериев ошибается значительно

в большем числе случаев, чем допускает заданный уровень. На выборках размером в 5 000 эле-

ментов ситуация улучшается: на уровнях 0.2 и 0.3 ошибок меньше уровня значимости. А уже на

выборках в 10 000 элементов хороший уровень успешности тестов достигается для всех рассмат-

риваемых уровней. Таким образом, если на практике есть необходимость точного различения

малых весов, желательно использовать выборки тем большего размера, чем более маленький вес

нужно учитывать. При этом в большинстве стандартных случаев для правильного различения

весов вплоть до 0.01 достаточно объема выборки в 10 000 элементов.

Однако в ситуации, когда исходная смесь состоит из большого числа компонент и они до-

статочно близки по всем параметрам, для лучшей эффективности работы критериев необходимо

использовать выборки по возможности большего объема, чтобы гарантировать правильность

статистического определения числа компонент в смеси, особенно если необходимо правильно

различать небольшие веса.

Таким образом, можно сформулировать алгоритм для практического применения крите-

риев, основанных на статистиках (3) и (5). Если нет дополнительной информации о минималь-

ном числе компонент исходя из особенностей области получения данных, для которых строится

модель смеси вероятностных распределений, то следует последовательно проверять гипотезу

H0 : K = k

2012, Т. 4, № 1, С. 45–53



50 А. К. Горшенин

0.5 (1000) 1/3 (1000) 0.25 (1000) 0.1 (5000) 0.05 (5000) 0.01 (10000)
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

65

70

75

80

85

90

95

100

  (  )

 
  1000-10000,   0.1, 0.15, 0.2, 0.3

0.1

0.15

0.2

0.3

Рис. 1. Результаты применения критерия (модель добавления компоненты)
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Рис. 2. Результаты применения критерия (модель расщепления компоненты)
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Рис. 3. Асимптотический характер поведения критерия (модель добавления компоненты)
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Рис. 4. Асимптотический характер поведения критерия (модель расщепления компоненты)
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против альтернативы

H1 : K = k + 1

для всех возможных значений k, начиная со значения k = 1, до тех пор, пока критерием не

будет установлена справедливость гипотезы. Полученное значение k следует рассматривать как

истинное значения числа компонент. Если же известны ограничения снизу на число компонент,

то начинать тестирование следует именно с этого значения. Основываясь на результатах те-

стирования критериев на модельных данных, можно утверждать, что если используемый метод

оценивания параметров смеси достаточно точно приближает параметры компонент исходной

смеси, то при анализе выборки достаточного объема предложенные асимптотически наиболее

мощные критерии правильно оценят наличие компонент с малым весом. При этом разумно ис-

пользовать методы с фиксированным числом компонент, без дополнительных изменений, свя-

занных с возможностью удалять некие компоненты на этапе итерационных шагов (так как сами

по себе методы зачастую ошибаются в оценке числа компонент, предпочтительнее использовать

возможности, предоставляемые найденными асимптотически наиболее мощными критериями).

Заключение

Результаты тестирования означают, что предложенные критерии могут использоваться

и при умеренных объемах выборок без существенных ограничений в большинстве ситуаций.

В то же время, в случае необходимости проверки статистической значимости компонент с

действительно малыми весами для обеспечения максимальной корректности результатов теста

необходимо выбирать выборку максимально возможного объема.

Отметим относительную простоту практического использования критериев, основанных

на статистиках (3) и (5). Дело в том, что критическое значение находится как квантиль стандарт-

ного нормального распределения соответствующего уровня, а данная задача решается стандарт-

ными статистическими процедурами в различных программных пакетах (или же с использова-

нием таблиц). В то же время статистика упомянутого выше критерия Ло, который может быть

использован для решения аналогичных задач, в случае справедливости нулевой гипотезы имеет

асимптотическое распределение, являющееся взвешенной суммой χ2-распределений. Функция

распределения предельного закона не выражается в элементарных функциях, более того, подын-

тегральное выражение имеет весьма сложный вид, а также зависит от собственных значений

специальной матрицы, формирование которой требует нахождения для каждого элемента выбор-

ки значений матрицы размера (3k−1)× (3k−1). Уже для умеренных значений k, например, k = 3,

и размера выборки в 1 000 элементов скорость работы, по сравнению с предложенными в этой

главе критериями, различается на несколько порядков. Эта разница возрастает с увеличением

объема выборки.

Модель расщепления компоненты предназначена для некоторой специфической ситуации,

в то время как модель добавления компоненты является вполне универсальной и подходит для

большинства случаев. Проведенное сравнение показывает, что статистические критерии для каж-

дой модели являются весьма эффективными, простыми для реализации различными программ-

ными средствами и удобными для применения на практике в силу высокой точности и скоро-

сти своей работы. Поэтому во многих ситуациях использование данных критериев представля-

ется более предпочтительным, нежели применение методов, основанных на информационных

критериях.
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