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Изучается сходимость к решению линейной системы, заданной вещественной квадратной 

матрицей A с вещественными собственными значениями обязательно разных знаков и векто-
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симметричная, то коэффициент оптимального сжатия для оптимального двухпараметрического 
семейства строго меньше, чем коэффициент оптимального сжатия для оптимального симметри-
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Изучаются итерационные методы решения системы линейных уравнений, а, именно, метод 
простой итерации и его модификации. 
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§ 1. Каноническая форма системы линейных уравнений. Теоремы 
о существовании и единственности решения. Алгоритмы вычисления решения 

Определение 1. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть +∈ Nk , матрица )(FMA k∈  

задана своими элементами FjiA ∈)(  при всех kji ,1, = , векторы-столбцы kFbx ∈,  заданы 

своими координатами ( ) ,( )i ix b F∈  при всех ki ,1= .  
1.1. Будем говорить, что система линейных уравнений  

 bxA =⋅  (1) 

задана в канонической форме. 
1.2. Система линейных уравнений (1) состоит из k  уравнений 

 kibxA i
kj

jji ,1,)()()(
1

=∀=⋅∑
≤≤

.  

1.3. Вектор-столбец kFx∈ˆ  называется решением системы линейных уравнений (1), если 
после подстановки xx ˆ=  все ее k  уравнений обращаются в тождества. 
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Теорема 1. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть число +∈Nk  и матрица 
)(FMA k∈  является невырожденной. Тогда система линейных уравнений (1) для любого век-

тора-столбца kFb∈  имеет единственное решение – вектор-столбец kFx∈ˆ . Более того, 
матрица A  является обратимой и при всех ki ,1=  i -й столбец матрицы 1−A  является реше-
нием системы линейных уравнений (1) с правой частью ieb = , где jijie δ=)(  при всех kj ,1= , 

jiδ  – символ Кронекера. Зная матрицу 1−A , можно вычислить решение системы (1):  

bAx ⋅= −1ˆ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приведено в [Курош, 1971]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1. Решение системы линейных уравнений (1) можно вычислить по форму-
лам Крамера1 

 )det(/)det()ˆ( AAx ii = , 

где матрица ( )i kA M F∈  отличается от матрицы A  только i -ым столбцом, в котором записан 
вектор-столбец правой части b , т. е.  

( ) ( ) ,     1, ,     1, \ { }i m mA A k m k i= ∀ = ∀ = , 

( ) ( ) ,     1,i iA b k= ∀ = . 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.2. В настоящее время, формулы Крамера очень часто используются при 
2=k . При 2>k , даже в курсе алгебры, эти формулы используются крайне редко, так как для 

вычисления определителя матрицы размера k  необходимо просуммировать !k  чисел, возмож-
но разных знаков. Число !k , согласно формуле Стирлинга, полученной Дж. Стирлингом 
(J. Stirling) в 1730 году, представляется как 

))(exp(2! kkkkk k θπ +−⋅⋅= , )12(/1|)(| kk ⋅<θ  

и асимптотически стремится к kkk ⋅π2  при ∞+→k , поэтому растет очень быстро. 
При вычислениях на ЭВМ значения )(det A  ошибки округления суммируются, и в ре-

зультате работы программы может получиться число, намного отличающееся от истинного 
значения, что во многом объясняется потерей значимых цифр в мантиссе при вычитании близ-
ких машинно-представимых чисел (чем числа ближе, тем больше потери значимых цифр). По-
этому формулы Крамера при вычислениях на ЭВМ не используются. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.3. В курсе линейной алгебры для нахождения решения системы линейных 
уравнений предлагается метод (Гаусса) последовательного исключения неизвестных, который 
был впервые описан К.Гауссом2. Нами установлено, что возможен рост абсолютных значений 
элементов матрицы A  под действием исключений метода Гаусса, что приводит к росту абсо-
лютных значений погрешностей представления элементов матрицы A  на ЭВМ. 

                                                      
1 Г. Крамер опубликовал свои замечательные формулы в 1750 году [Intr. a l’Analyse des Lignes Courbes algebriques 
(Geneva,1750), 657–659]. 
2 К. Гаусс опубликовал свой замечательный метод в 1849 году [Beitrage zur theore de algebraischen Gleichungen 
Gott,1849]. 
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§ 2. Особенности хранения вещественных чисел на ЭВМ. Теорема об оценке 
близости двух решений двух близких линейных систем. Лемма С. Банаха 
об обратной матрице 
ЗАМЕЧАНИЕ 1.4. При записи в память ЭВМ элемента x  числового поля F  большая часть 

информации теряется хотя бы потому, что мощность поля F  – континуум, а мощность его 
подмножества (множества) машинно-представимых чисел конечна, то есть как правило, возни-
кает ошибка округления от представления на ЭВМ числа x : 

|)(c|)(Err xxx NbNb −= .  

При выполнении на ЭВМ арифметических операций с двумя машиннопредставимыми 
числами могут возникнуть ошибки округления. Например, можно прибавить к единице машин-
нопредставимое число, а в результате получить ту же единицу. Такое максимальное машинно-
представимое число ZRf , когда значение вещественной переменной ZRfz +=1  равно единице, 
называется машинным нулем по сложению. Двоичный порядок этого числа ZRf  можно оценить 

через двоичный порядок числа ZRf̂ : присвоим ZRf̂  значение 1 и будем делить последовательно 

ZRf̂  пополам, пока значение вещественной переменной ZRfz ˆ1+=  не станет равно единице. 
Например, для компьютера HP Pavilion dv6, на котором проводились численные эксперименты, 
значение 161011023,1ˆ −⋅=ZRf . Если переменную z  не вводить, а просто ZRf̂1+  сравнивать 

с единицей, то получим 2010421011,5ˆ −⋅=ZRf . Различие последних значений объясняется тем, 
что для суммирования используется больше разрядов, чем сохраняется, и лишь затем произво-
дится округление.  

ЗАМЕЧАНИЕ 1.5. Для поиска на ЭВМ решения системы линейных уравнений, например по 
методу Гаусса, прежде всего необходимо ввести значения матричных элементов матрицы 

)(FMA k∈  и вектора-столбца kFb∈ . На этом этапе могут возникнуть ошибки округления, 
если исходная матрица )(RMA k∈  не состоит из машинно-представимых чисел. Значения аб-
солютной и относительной погрешностей решения 2ˆˆ xx =  исходной системы (1) оцениваются 
сверху через значения абсолютной и относительной погрешностей матрицы 2AA =  и вектора-
столбца 2bb = . Эти оценки приведены в теореме 2. Доказательства теоремы 2 и леммы 2.1 при-
ведены в [Богачев, 1999]. 

Теорема 2. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть ,k N +∈  и матрица )(1 FMA k∈  
является обратимой. Пусть матрица )(2 FMA k∈  и близка к матрице 1A  по некоторой норме 
пространства )(FM k , порожденной нормой пространства kF , а именно, выполнено условие 

11
112 |||||||| −−<− AAA .  

Тогда матрица 2A  также является обратимой, и существует матрица )(1
2 FMA k∈−  обрат-

ная к ней. Кроме того, 

 ||||),(|||| 1
121

1
2

−− ⋅< AAAwA ,  

где число +∈= RAAww ),( 21  определяется формулой 

||)||||||1/(1),( 12
1

121 AAAAAw −⋅−= − . 
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Пусть k
i Fx ∈ˆ  – решение системы линейных уравнений (1) с матрицей линейной системы 

)(FMAA ki ∈=  и вектором-столбцом k
i Fbb ∈=  для всех }2,1{∈i . Тогда для всех }2,1{∈i  

решение k
i Fx ∈ˆ  существует и единственно при любом векторе-столбце k

i Fb ∈ , а именно, 

iii bAx ⋅= −1ˆ , более того, в исходной норме имеют место оценки близости 1x̂  и 2x̂ : 

 ||)||||ˆ||||(||||||),(||ˆˆ|| 12112
1

12112 bbxAAAAAwxx −+⋅−⋅⋅≤− − , 

 ||)||/||||||||/||(||),()(||ˆ||/||ˆˆ|| 112112211112 bbbAAAAAwAvxxx −+−⋅⋅≤− , 

где ||||||||)( 1
111
−⋅= AAAν  – число обусловленности матрицы )(1 FMA k∈ . 

Лемма 2.1 (Лемма С. Банаха). Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть +∈ Nk  и 
)(FMB k∈ , с 1|||| <B  по норме пространства )(FM k , согласованной с нормой пространства 

kF , т.е. удовлетворяющей условию 

FxxBxB ∈∀⋅≤⋅ ||,|||||||||| . 

Тогда матрица BE −  обратима и ||)||1(/1||)(|| 1 BBE −≤− − .  
 

§ 3. Собственные значения квадратной матрицы. Теорема о жордановой 
нормальной форме квадратной матрицы  

Теорема 3. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть +∈ Nk  и матрица )(FMA k∈ . То-
гда матрица A  имеет ровно k  собственных значений CAi ∈)(λ , ki ,1= , возможно равных 
друг другу. Из последовательности )(AL  этих )(Aiλ , ki ,1= , выберем подпоследователь-
ность )(ˆ AL  максимально возможной длины )(Am , где kAm ≤≤ )(1 . Каждый элемент )(ˆ AL  
отличен от всех остальных. Пусть )(Ak j  – число CAi ∈)(λ , ki ,1=  равных )(ˆ)( ALAj ∈λ . То-

гда )(Ak j  называется алгебраической кратностью )(ˆ)( ALAj ∈λ , 1,  ( )j m A= . Тогда каждому 

)(ˆ)( ALAj ∈λ  соответствует хотя бы один собственный вектор-столбец )(Au j  при всех 

)(,1 Amj = . Пусть )(Ag j  – число линейно независимых собственных векторов-столбцов 

)()( Au ji , отвечающих собственному значению )(ˆ)( ALAj ∈λ  при всех )(,1 Amj = . Тогда 

)()(1),( AkAgAg jjj ≤≤  называется геометрической кратностью собственного значения 

)(ˆ)( ALAj ∈λ  при всех )(,1 Amj = . Жорданова нормальная форма3 )(AΛ  матрицы A  является 

диагональной матрицей тогда и только тогда, когда )()( AkAg jj =  при всех )(,1 Amj = .  

ЗАМЕЧАНИЕ 3.1. Теорема 3 является одним из вариантов теоремы о жордановой нормаль-
ной форме матрицы, чье доказательство приведено в [Гельфанд, 1998]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.2. Поиск всех собственных значений матрицы A  в вычислительной мате-
матике состоит не в вычислении коэффициентов характеристического многочлена ),( λAPk  

                                                      
3 Жорданову нормальную форму для матрицы ввел К. Жордан в 1870 году [C. Jordan, Traite des substitutions des equa-
tions algebriques – P., 1870, pp. 114–125]. 
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и его корней, а в построении последовательности матриц, сходящихся к диагональной матрице, 
на диагонали которой стоят собственные значения.  

Для оценки границ спектра матрицы A  можно использовать теорему Гершгорина, дока-
зательство которой приведено, например, в [Богачев, 1999]. 

Теорема 4 (теорема Гершгорина). Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть +∈ Nk  
и матрица )(FMA k∈ . Тогда i -ое собственное значение )(Aiλ  матрицы A  для всех ki ,1=  
лежит на комплексной плоскости С  в i -ом круге Гершгорина )(ˆ AKi  с центром в точке )(ˆ Aci  
и радиусом равным )(ˆ Ari , т. е. 

)}.(ˆ|)(ˆ|:{)(ˆ)(,|)(|)(ˆ,)()(ˆ
,1

ArAczCzAKAAArAAc iiii
ijkj

jiiiii ≤−∈=∈== ∑
≠≤≤

λ  

 

§ 4. Метод простой итерации для решения системы линейных уравнений, 
записанной в специальной форме. Условия сходимости 

Теорема 5. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть +∈Nk  и матрица )(FMB k∈ .  

5.1. Тогда система линейных уравнений, записанная в специальной форме 

 x B x c= ⋅ + , (2) 

эквивалентна системе линейных уравнений, записанной в канонической форме (1) для 
cbBEA =−= , . Решение системы линейных уравнений в канонической форме (1) является 

решением системы линейных уравнений в специальной форме (2) и наоборот. 
5.2. Пусть, более того, )(1 Bσ∉ , то есть 0)det( ≠− EB , тогда система линейных уравне-

ний в специальной форме (2) имеет единственное решение – вектор-столбец kFx∈ˆ . 
Определение 2. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть +∈Nk  и матрица 

)(FMB k∈ . Говорят, что последовательность векторов-столбцов kn Fx ∈  построена по методу 
простой итерации, если начальный элемент последовательности, вектор-столбец ,0 kFx ∈  за-
дается перед началом вычислений (т. е. kFx ∈0  является входным параметром для метода 
простой итерации и называется начальным приближением), а каждый новый элемент после-
довательности – вектор-столбец kn Fx ∈+1  вычисляется через предыдущий к нему элемент 

kn Fx ∈  по формуле 

 NncxBx nn ∈∀+⋅=+ ,1 . (3) 

Теорема 6. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть ,k N +∈  матрица )(FMB k∈ , 
вектор-столбец kFx ∈0 . Пусть последовательность (3) векторов-столбцов kn Fx ∈  для на-
чального приближения 0x  сходится при ∞+→n  к конечному пределу – вектору-столбцу 

kFxxx ∈= ∗∗ )( 0 . 
6.1. Тогда ∗x является решением системы линейных уравнений (2). 
6.2. Пусть, более того, )(1 Bσ∉ , тогда решение системы линейных уравнений (2), равное 

kFx∈ˆ , существующее и единственное по теореме 1, совпадает с вектором-столбцом 
kFxxx ∈= ∗∗ )( 0  – пределом последовательности (3).  
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6.3. Пусть 0X  – множество всех начальных приближений kFx ∈0 , при которых последо-
вательность (3) сходится к конечному пределу kFxxx ∈= ∗∗ )( 0  и )(1 Bσ∉ . Тогда kFx∈ˆ  – ре-
шение системы линейных уравнений (2) единственно (по 6.2) и равно значению предела 

kFxxx ∈= ∗∗ )( 0  последовательности (3) для всех 00 Xx ∈ . 
Теорема 7. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть +∈ Nk , матрица )(FMB k∈ , на-

чальное приближение kFx ∈0 , и пусть вектор-столбец kFx∈ˆ  – решение системы линейных 
уравнений (2). Тогда для последовательности векторов-столбцов kn Fx ∈ , построенной по ме-
тоду простой итерации (3) с начальным приближением 0x , справедливы формулы: 

 NncBxBxxxBxx
nj

jnnnnn ∈∀⋅+⋅=−⋅=− ∑
≤≤

+++ ,)(),(
0

011011 , (4) 

 NnxxBxx nn ∈∀−⋅=− ),ˆ(ˆ 0 ,  (5) 

 NncxBxBcxBx nnn ∈∀−⋅−⋅=−⋅− ),( 00 ,  (6) 

где jB  – j -ая степень матрицы B , Nj∈∀ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используется метод математической индукции. 

Теорема 8. Пусть F  – поле, CF =  или RF = . Пусть +∈Nk , матрица )(FMB k∈ . По-
следовательность метода простой итерации, построенная по формулам (3), сходится при 
любом начальном приближении kFx ∈0  тогда и только тогда, когда все k  собственных значе-
ний CBj ∈)(λ  матрицы B  удовлетворяют условиям 

 kjBj ,1,1|)(| =∀<λ . (7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приведено в [Бахвалов и др., 1987]. 
 

§ 5. Однопараметрическое, симметризованное однопараметрическое 
и двухпараметрическое семейства метода простой итерации. 
Необходимые и достаточные условия сходимости 

Определение 3. Пусть +∈ Nk  и пусть матрицы )(, RMAA k∈′ , kRb∈  – вектор-столбец, 
A′  – матрица, транспонированная к матрице A , вектор-столбец kRx ∈0 . 

3.1. Однопараметрическим семейством метода простой итерации с параметром R∈γ , 
0≠γ  называется семейство последовательностей векторов-столбцов kn Rx ∈ , построенных по 

начальному приближению 0x , определенных по формуле 

 NnbxAxx nnn ∈∀−⋅⋅+=+ ),(1 γ . (8) 

3.2. Симметризованным однопараметрическим семейством метода простой итерации 
с параметром 0, ≠∈ δδ R  называется семейство последовательностей векторов-столбцов 

kn Rx ∈ , построенных по начальному приближению 0x , определенных по формуле 

 NnbAxAAxx nnn ∈∀⋅′−⋅⋅′⋅+=+ ),(1 δ . (9) 
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3.3. Двухпараметрическим семейством метода простой итерации с параметрами 
0,, ≠∈ ββα R , называется семейство последовательностей векторов-столбцов kn Rx ∈ , постро-

енных по начальному приближению 0x , определенных по формуле 

 NnbxAAbxAxx nnnn ∈∀−⋅⋅⋅+−⋅⋅+=+ ),()(1 βα . (10) 

Теорема 9. Пусть +∈ Nk  и матрица )(RMA k∈  не вырождена, A′  – матрица, транс-
понированная к матрице A . Тогда:  

9.1. Матрица )(RMA k∈′  не вырождена. 
9.2. Матрица )(RMAA k∈⋅′  не вырождена, симметрична и положительно определена.  
9.3. Все k  собственных значений )( AAj ⋅′λ  матрицы AA ⋅′  являются вещественными по-

ложительными числами, т.е. существуют такие числа +∈⋅′⋅′ RAAMAAm )(),( , что отрезок 
)](),([)(2 AAMAAmAAW ⋅′⋅′=⋅′  содержит все собственные значения матрицы AA ⋅′ , т.е. 

 kjAAMAAAAm j ,1,)()()(0 =∀+∞<⋅′≤⋅′≤⋅′< λ . (11) 

9.4. Для )( AAM ⋅′  можно выбрать следующую оценку через центры и радиусы кругов 
Гершгорина (см. приложение 1.7) для матрицы :A A′⋅   

 )}(ˆ)(ˆ{max)(
1

AArAAcAAM iiki
⋅′+⋅′=⋅′

≤≤
. (12) 

9.5. Если A  – симметрическая матрица, то можно использовать для )( AAM ⋅′  оценку че-
рез центры и радиусы кругов Гершгорина (см. приложение 1.7) для матрицы A : 

 }}))(ˆ)(ˆ(,))(ˆ)(ˆ{max{(max)( 22

1
ArAcArAcAAM iiiiki

−+=⋅′
≤≤

. (13) 

9.6. Можно выбрать все k  собственных векторов )( AAu j ⋅′  матрицы AA ⋅′  так, чтобы они 

принадлежали kR  и образовывали базис в kR . Каждый вектор этого базиса будет ортогонален 
другому вектору базиса.  

9.7. 2 -норма матрицы AA ⋅′  равна максимальному собственному значению 
матрицы AA ⋅′ : 
  )(max||||

12 AAAA jkj
⋅′=⋅′

≤≤
λ . (14) 

Теорема 10. Пусть +∈Nk , матрицы )(,, RMEAA k∈′ , A′  – матрица, транспонированная к 
матрице A , E  – единичная матрица. Пусть число CAj ∈)(λ , kj ,1=∀  является собственным 

значением матрицы A , соответствующим собственному вектору k
j CAu ∈)(  матрицы A . Тогда: 

10.1. Однопараметрическое семейство метода простой итерации с параметром R∈γ , 
0≠γ  является методом простой итерации (3) с  

 bcAEB ⋅−=⋅+= γγ , . (15) 

Кроме того, для собственных значений и собственных векторов матрицы B  справедливо 

 kjCBAB jjj ,1,)(),(1)( =∀∈⋅+= λλγλ ,  (16) 

 k
jjj CBuAuBu ∈= )(),()( .  

Более того, если RAj ∈)(λ , то и RBj ∈)(λ , и k
j RBu ∈∃ )( .  
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10.2. Симметризованное однопараметрическое семейство метода простой итерации с па-
раметром 0, ≠∈ δδ R  является методом простой итерации (11) с 

 bAcAAEB ⋅′⋅−=⋅′⋅+= δδ , . (17) 

Матрица B  является симметричной матрицей. Кроме того, для собственных значений и собст-
венных векторов матрицы B  справедливо  

 kjRBAAB jjj ,1,)(),(1)( =∀∈′⋅+= λλδλ , (18) 

k
jjj RBuAAuBu ∈∃′= )(),()( . 

2 -норма матрицы B  равна максимальному по модулю собственному значению матрицы B : 

 |)(1|max||||||||
122 AAAAEB jkj

⋅′⋅+=⋅′⋅+=
≤≤

λγγ .  (19) 

10.3. Двухпараметрическое семейство метода простой итерации с параметрами R∈βα , , 
0≠β  является методом простой итерации (3) с  

 bAEcAAEB ⋅⋅+⋅−=⋅+⋅+= )(,2 βαβα . (20) 

Кроме того, для собственных значений и собственных векторов матрицы B  справедливо 

 kjCBAAB jjjj ,1,)(),()(1)( 2 =∀∈⋅+⋅+= λλβλαλ ,  (21) 

k
jjj CBuAuBu ∈= )(),()( . 

Более того, если RAj ∈)(λ , то и RBj ∈)(λ , и k
j RBu ∈∃ )( .  

Теорема 11. Пусть +∈Nk , матрицы )(, RMAA k∈′ , A′  – матрица, транспонированная 
к матрице A , вектор-столбец kRx ∈0 .  

Пусть при ∞+→n  последовательность kn Rx ∈ , построенная по методу простой ите-
рации (3) с начальным приближением kRx ∈0 , сходится к пределу – вектору-столбцу kRx ∈* : 

n

n
xx

+∞→

∗ = lim , 

где матрица B  задается формулой: 
11.1. (15) с фиксированным значением параметра R∈γ , 0≠γ . 
11.2. (17) с фиксированным значением параметра R∈δ , 0≠δ . 
11.3. (20) с фиксированными значениями параметров R∈βα , , 0≠β , 

)(/ Aσβα ∉− , 

где )(Aσ  – спектр матрицы A . Тогда вектор-столбец kRx ∈∗  является решением системы ли-
нейных уравнений (1). 

Определение 4. Пусть +∈Nk  и матрица )(RMA k∈ . Матрица A  удовлетворяет условию 
))(( AW , если все ее собственные значения kjAj ,1),( =∀λ  вещественны и принадлежат множе-

ству )(AW , которое является объединением двух отрезков −⊂ RAW )(1  и +⊂ RAW )(2 :  

)].(),([)()],(),([)(),()()( 2121 AMAmAWAsAtAWAWAWAW =−−== ∪  
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Причем в каждом отрезке }2,1{, ∈iWi  лежит хотя бы одно собственное значение матрицы A . 
Перенумеруем собственные значения )(Ajλ  матрицы A  в порядке возрастания 

( ) ( ), , 1, :j iA A i j k j iλ λ≤ ∀ = ≤ , 

и пусть натуральное число 0j  – номер минимального собственного значения матрицы A , при-
надлежащего отрезку )(2 AW . Условие )(AW  в этой нумерации эквивалентно условию  

 
00

0:,2 10 jjkj λλ <<=∃ − . (22) 

Если условие (22) выполнено и все собственные значения матрицы A  нам известны, то за кон-
цы отрезков )(1 AW  и )(2 AW  можно выбрать 

).()(),()(),()(),()(
00 11 AAMAAmAAsAAt kjj λλλλ ===−=− −  

Теорема 11ʹ. Пусть +∈RMmst ,,,  такие, что  
 +∞<≤<<−≤−<∞− Mmst 0 , (23) 

и пусть множество W  является объединением двух отрезков +⊂ RW1  и +⊂ RW2 : 

 2121 ],,[],,[ WWWMmWstW ∪==−−= , (24) 

а множество )(WK  состоит из концов отрезков 1W  и 2W : 

 },,,{)( MmstWK −−= . (25) 

Пусть фиксированные числа R∈βα , , 0≠β , удовлетворяют неравенствам 

 2 / ( ) 0M t β− ⋅ < < ,  (26) 

 },/2min{},/2max{ mttsMM ⋅−⋅+−<<⋅⋅−− ββαββ . (27) 

Тогда справедливо: 
11ʹ.1. При этих значениях α  и β  функция 

 2
2 1),,( λβλαλβα ⋅+⋅+=P  (28) 

как функция одной вещественной переменной λ  имеет своим графиком параболу с ветвями, 
направленными вниз и с λ -координатой вершины параболы, равной  

 )2/( βαλ ⋅−=top . (29) 

11ʹ.2. Функция ),,(2 topP λβα  при topλλ<  монотонно возрастает, при topλλ>  монотонно 
убывает, при topλλ=  достигает максимальное значение 

 1)4/(1),,( 2
2 >⋅−= βαλβα topP ,  (30) 

 ),,(),,(sup 22 top
R

PP λβαλβα
λ

=
∈

. (31) 

11ʹ.3. Wtop ∉λ . Более того, 

 ms top <<− λ . (32) 

11ʹ.4. 

 |),,(|max|),,(|sup 2
)(

2 μβαλβα
μλ

PP
WKW ∈∈

= . (33) 
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Теорема 12. Пусть +∈Nk  и матрицы )(, RMAA k∈′ , A′  – матрица, транспонированная 
к матрице A , вектор-столбец kRx ∈0 . Матрица A  удовлетворяет условию ))(( AW . Тогда:  

12.1. R∈∀γ , 0≠γ  однопараметрический метод простой итерации (8) расходится для не-
которого начального приближения kRx ∈0 . 

12.2.1. Для всех R∈δ , удовлетворяющих условию:  

 0)(/2 <<⋅′− δAAM , (34) 

симметризованный однопараметрический метод простой итерации (9) сходится для всех на-
чальных приближений 0 kx R∈ , где ( )M A A′⋅  – верхняя граница собственных значений матрицы 
A A′⋅ . Для выбора параметра δ  можно использовать оценку ( )M A A′⋅  через центры и радиусы 
кругов Гершгорина для матрицы A A′⋅ , приведенную в формуле (12). 

12.2.2. Пусть симметризованный однопараметрический метод простой итерации (9) схо-
дится для всех начальных приближений 0 kx R∈ . Тогда параметр Rδ ∈  должен удовлетворять 
неравенству 

 2 / ( ) 0m A A δ′− ⋅ < < .  

12.3.1. Пусть, более того, зафиксированы , Rα β∀ ∈ , / ( )Aα β σ− ∉ , так, что для них вы-
полнены неравенства 
 2 / ( ( ) ( )) 0M A t A β− ⋅ < < , (35) 

 2 2max ( ), ( ) min ( ), ( )
( ) ( )

M A s A t A m A
M A t A

β β α β β
⎧ ⎫ ⎧ ⎫−

− ⋅ ⋅ < < + ⋅ − ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. (36) 

Тогда двухпараметрический метод простой итерации (10) сходится для всех начальных при-
ближений 0 kx R∈ . 

12.3.2. Пусть, более того, / ( )Aα β σ− ∉  и двухпараметрический метод простой итера-
ции (10) сходится. Тогда параметры , Rα β ∈  должны удовлетворять неравенствам  

 2 / ( ( ) ( )) 0m A s A β− ⋅ < < , (37) 

 2 2max ( ), ( ) min ( ), ( )
( ) ( )

m A t A s A M A
m A s A

β β α β β
⎧ ⎫ ⎧ ⎫−

− ⋅ ⋅ < < + ⋅ − ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. (38) 

 

§ 6. Оптимальная скорость сходимости в 2 -норме, когда спектр состоит из строго 
положительного и строго отрицательного отрезков. 
Теорема о сравнении по скорости 

  

Теорема 13. Пусть R∈γ , 0≠γ . Тогда функция ),( γλη   

 |1|),( λγγλη +=   (39) 

возрастает при 0λλ > , убывает при 0λλ <  и 0),( 0 =γλη , где 0λ  задается формулой  

 γλ /10 −= .  (40) 

Производная функции ),( γλη  по λ , обозначенная как λγλη )),(( ′ , равна 

 00 ,),(||)),(( λλλλλγγλη λ ≠∈∀−⋅=′ Rsign . (41) 
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Теорема 14. Функция ),( γλη  при фиксированном R∈γ , 0≠γ  достигает своего макси-

мального значения по всем 2W∈λ , +⊂= RMmW ],[2  на одном из концов отрезка 2W  (либо при 
m=λ , либо при M=λ ). 

Теорема 15. Пусть +⊂= RMmW ],[2 , Mm ≤ , то есть 

 }0:{2 +∞<≤≤<∈= + MmRW λλ . (42)  

Тогда 0g  – точная нижняя грань по всем R∈γ , 0≠γ , от функции 

 ),(sup)(
2

γληγ
λ W

g
∈

= , |1|supinf
20

0 λγ
λγ

γ
⋅+=

∈
≠
∈ WR

g  (43) 

достигается при 0γγ = , где 

 )/()(),/(2 00 mMmMgmM +−=+−=γ . (44) 

Определение 5. Пусть k N +∈ , матрица ( )kG M R∈  является невырожденной, а ее спектр 
( )Gσ  лежит в R+ , и пусть нам известен отрезок 2 [ ( ), ( )]W m G M G= , где 0 ( ) ( )m G M G< < < +∞ , 

содержащий спектр ( )Gσ . Пусть значения 0g  и 0γ  определены формулой (44). Назовем 0g  
коэффициентом оптимального сжатия. Тогда однопараметрическое семейство метода простой 
итерации (8) с параметром 0 Rγ γ= ∈  называется оптимальным.  

Определение 6. Пусть +∈ Nk , матрица )(RMA k∈  не вырождена и удовлетворяет усло-
вию ))(( AW . Пусть  

 |1|supinf 2

)(0,,0 λβλα
λββα

⋅+⋅+=
∈≠∈ AWR

q , (45) 

и пусть 0,, 000 ≠∈ ββα R , значения параметров R∈βα , , при которых значение 0q  достигается: 

 |1|sup 2
00

)(
0 μβμα

μ
⋅+⋅+=

∈ AW
q .  (46) 

Назовем 0q  коэффициентом оптимального сжатия. Тогда двухпараметрическое семейство ме-
тода простой итерации (10) с параметрами 0αα = , 0ββ =  называется оптимальным. 

Теорема 16. Пусть +∈ Nk , матрица )(RMG k∈  не вырождена, и пусть ее спектр )(Gσ  
содержится в +R , то есть существует отрезок +⊂ RGW )(2  с концами в точках )(Gm  и 

)(GM , 0 ( ) ( )m G M G< ≤ < +∞  такой, что )()( 2 GWG ⊂σ . Тогда оптимальным однопарамет-
рическим семейством метода простой итерации является семейство (8) с параметром 

0γγ = , определенным формулой 

 ))()(/(20 GMGm +−=γ . (47) 

Это семейство сходится к вектору-столбцу xx ˆ= , kRx∈ˆ , являющемся решением системы 
линейных уравнений (1) с GA =  при любом начальном приближении kRx ∈0 . 

В некоторой норме справедлива оценка скорости сходимости 

 ||ˆ||||ˆ|| 0
0 xxgxx nn −⋅≤− , (48) 
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где коэффициент оптимального сжатия 0g  определяется формулой 

 ))()(/())()((0 GmGMGmGMg +−=  (49) 

и удовлетворяет условию 
 10 0 << g . (50) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приведено в [Бахвалов и др., 1987]. 

Теорема 17. Пусть +∈ Nk  и матрицы )(, RMAA k∈′ , матрица A  не вырождена, A′  – 
матрица, транспонированная к матрице A , спектр )( AA ⋅′σ  матрицы AA ⋅′  содержится в +R , 
т. е. существует отрезок +⊂⋅′⋅′=⋅′ RAAMAAmAAW )](),([)(2  такой, что )()( 2 AAWAA ⋅′⊂⋅′σ . 
Тогда оптимальным симметризованным однопараметрическим семейством метода простой 
итерации является семейство (9) с параметром 0δδ = : 

  ))()(/(20 AAMAAm ⋅′+⋅′−=δ . (51) 

Это семейство сходится к вектору-столбцу xx ˆ= , kRx∈ˆ , который является решением сис-
темы линейных уравнений (1) при любом начальном приближении kRx ∈0 . 

В 2 -норме справедлива оценка скорости сходимости 
  2

0
02 ||ˆ||||ˆ|| xxgxx nn −⋅≤− ,  (52) 

где коэффициент оптимального сжатия 0g  определяется формулой 

 ))()(/())()((0 AAmAAMAAmAAMg ⋅′+⋅′⋅′−⋅′= , (53) 

и удовлетворяет условию 
 10 0 << g . (54) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Основано на доказательстве теоремы 16 при bAdAAG ⋅′=⋅′= , , где A′  – 
матрица, транспонированная к матрице A , на симметричности и положительной определенно-
сти матрицы A  и ортонормированности базиса собственных векторов матрицы A . 

Вычтем x̂  из левой и правой частей формулы (9) и воспользуемся тем, что по определе-
нию x̂  выполнено bxA =⋅ ˆ , имеем 

)ˆ(ˆˆ1 xAAxAAxxxx nnn ⋅⋅′−⋅⋅′⋅+−=−+ δ . 

Используем свойство матрицы E  и свойство умножения линейной комбинации матриц на век-
тор. Получаем:  

 )ˆ()(ˆ1 xxAAExx nn −⋅⋅′⋅+=−+ δ . (55) 

По определению матричной нормы, порожденной 2 -нормой пространства ,kR  имеет место 
следующее неравенство:  

 222
1 ||ˆ||||||||ˆ|| xxAAExx nn −⋅⋅′⋅+≤−+ δ .  (56) 

По формуле (19) имеем 

|)(1|max||||
12 AAAAE jkj

⋅′⋅+=⋅′⋅+
≤≤

λδδ . 

Так как )()( 2 AAWAAj ⋅′∈⋅′λ  при всех kj ,1= , то 

|1|sup|)(1|max
)(1

2

λδλδ
λ

⋅+≤⋅′⋅+
⋅′∈≤≤ AAW

jkj
AA . 
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По определению коэффициента оптимального сжатия 0g  имеем  

00
)()(0

|1|sup|1|supinf
22

g
AAWAAWR

=⋅+=⋅+
⋅′∈⋅′∈≠

∈
λδλδ

λλδ
δ

. 

Поэтому для последовательности kn Rx ∈ , построенной по формуле (10) для параметра 0δδ = , 
справедливо неравенство 

202
1 ||ˆ||||ˆ|| xxgxx nn −⋅≤−+ , 

из которого следует неравенство (52). 

Теорема 18. Пусть +∈ Nk , матрица )(RMA k∈  удовлетворяет условию ))(( AW . Тогда 
оптимальным двухпараметрическим семейством метода простой итерации является семей-
ство (10) с параметрами 0α  и 0β , которые задаются формулами 

 0 0( ( ) ( ))s A m Aα β= − ⋅ , (57) 

если )()()()( AmAMAsAt −≤− , то 

 ))()()()()()()(/(2 2
0 AMAMAmAsAMAsAm +⋅−⋅+⋅−=β , (58) 

иначе 

 ))()()()()()()(/(2 2
0 AtAtAsAtAmAsAm +⋅−⋅+⋅−=β . (59) 

Это семейство сходится к вектору-столбцу xx ˆ= , kRx∈ˆ , который является решением 
системы линейных уравнений (1) при любом начальном приближении kRx ∈0 . 

В некоторой норме справедлива оценка скорости сходимости 

 ||ˆ||||ˆ|| 0
0 xxqxx nn −⋅≤− , (60) 

где коэффициент оптимального сжатия 0q  удовлетворяет условию 

 10 0 << q . (61) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приведено в [Сорокин, Ченцова, 2008]. 

Теорема 19. Пусть +∈ Nk , матрица )(RMA k∈  удовлетворяет условию ))(( AW  и явля-
ется симметричной. Тогда симметризованное однопараметрическое семейство метода про-
стой итерации (9) с параметром R∈δ , 0≠δ  является двухпараметрическим семейством 
метода простой итерации (10) с параметрами 

 δβα == ,0 . (62) 

Для коэффициентов оптимального сжатия 0q  и 0g  справедливо неравенство 

 10 00 <<< gq . (63) 

Иными словами, для симметричной матрицы )(RMA k∈  коэффициент оптимального 
сжатия 0q  двухпараметрического семейства метода простой итерации строго меньше ко-
эффициента оптимального сжатия 0g  симметризованного однопараметрического семейства 
метода простой итерации. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В формуле (9) вынесем матрицу A′  слева за скобку и затем заменим A′  
на A , так как матрица A  – симметричная. Получим формулу (10) с δβα == ,0 . 



Сравнение двух семейств метода простой итерации 

 ________________________________________ 2012, Т. 4, № 1, С. 5–29 _______________________________________  

19

В теореме 18 доказана оптимальность метода (10) при 00 , ββαα == , где 0α  и 0β  опре-
деляются из формул (57)–(59). Неравенство 00 gq <  выполнено по определению 0q . 
 

Авторы выражают свою благодарность Коганову Александру Владимировичу и Силаеву 
Дмитрию Алексеевичу за постоянное внимание к работе и конструктивную критику. 
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Приложение 1 

§ 7. Используемые множества чисел и символов 
...},1,,...,2,1,0{ += nnN  – множество натуральных чисел.  

}0:{ >∈=+ nNnN – множество положительных натуральных чисел. 
}1,0{∈jiδ  – символ Кронекера, если +∈Nji,  и ):,,0(&),1( jiNjiNi jiii ≠∈∀=∈∀= ++ δδ . 

Nn∈  – цифра, если 9,0=n . 

Nn∈  – значащая цифра, если 9,1=n . 
++ = NZ , }0)(,:{ =−+∈∃−= +− zzZzzZ . 

}0{∪∪ −+= ZZZ  – множество целых чисел. 

pZ  – кольцо вычетов по модулю 2, ≥∈ pNp . 
R  – поле вещественных чисел.  

}0:{ >∈=+ xRxR – множество положительных вещественных чисел. 
}0:{ <∈=− xRxR – множество отрицательных вещественных чисел. 

S  – множество всех символов, которые можно напечатать. 
Ss∈  – бит, если }1,0{∈s . 

8Sx∈  – байт, если 8,1},1,0{)( =∀∈ ix i . 
)}Im(ˆ)Re(:{ zizzzC ⋅+==  – поле комплексных чисел, где RCi \ˆ∈  – мнимая единица, 

Rz ∈)Re(  – вещественная часть комплексного числа z ,  
Rz ∈)Im(  – мнимая часть комплексного числа z . 

z  – число комплексно-сопряженное к комплексному числу z , если )Im(ˆ)Re( zizz ⋅−= . 
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§ 8. Функции, используемые для кодировки чисел 
)int(x  – целая часть вещественного числа x , если 

 )),)int(1(&),)((int( RxxxxRxZx ∈∀≤<−∈∀∈ . 

)(frc x  – дробная часть вещественного числа x , если  

)int()(frc xxx −= . 

)(s x  – знак вещественного числа x , если 

)))0(s(&),)(s(&),)(s(( +=∈∀−=∈∀+= −+ RxxRxx . 

)sgn(x  – вещественная кодировка знака вещественного числа x , если 

))0)0(sgn(&),1)(sgn(&),1)((sgn( =∈∀−=∈∀= −+ RxxRxx . 

)(bs x  – двоичная кодировка знака вещественного числа x , если 

))0)0(bs(&),0)(bs(&),1)(bs(( =∈∀=∈∀= −+ RxxRxx . 

mod ( ) 0, 1p z p= −  −  остаток от деления числа Zz∈  на число 2, ≥∈ pNp , если 

).),/(int)((mod Zzpzpzzp ∈∀⋅−=  

ZjzZzZ p
j
p ⊂=∈= })(mod:{  – j -ый вычет по модулю 2, ≥∈ pNp , где 1,0 −= pj . 

j
p

pj
p ZZ

10 −≤≤
= ∪  – кольцо вычетов по модулю 2, ≥∈ pNp , где операции сложения и умножения 

вычетов задаются следующими формулами: 

)1,0,)),(&)((( 21
)(mod)(mod 21212121 −=∀=⋅=+ ⋅+ pjjZZZZZZ jj

p
j
p

j
p

jj
p

j
p

j
p

pp . 

Пусть всюду далее x  – вещественное число такое, что ∞∞ ≤≤− fxf 4. 
Zx ∈)(pw p  – порядок (по основанию 2, ≥∈ pNp ) числа Rx∈ , если 

1|))(|int(log)(pw pp += xx . 

Rx ∈)(msp  – мантисса (по основанию 2, ≥∈ pNp ) числа Rx∈ , если 

)(pw
p

pp||)(ms xxx −⋅= . 

Rx ∈)(Nrp  – нормализованное представление (по основанию 2, ≥∈ pNp ) с плавающей точ-
кой числа Rx∈ , если xx =)(Nrp  и 

)1)(ms/1(),(msp)sgn()(Nr pp
)(pw

p
p <≤⋅⋅= xpxxx x . 

26SA ∈  – последовательность 26 букв латинского алфавита. 

                                                      
4 Значения f∞  зависят от языка программирования, от его компилятора и от типа используемых чисел.  
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p
p SA ∈  – последовательность символов допустимого алфавита для записи чисел в p -ичной 

системе счисления, если  

 )36,2),11:,)()((&)101:,1)(( 10 =≤≤∀=≤≤∀−= − ppiiAAiiiA iipip . 

Nn
pAnv )()(Nnp, ∈  – запись числа +∈ Zn  символами из алфавита pA , если 

 NniAnv i
p pnpiNn ,1,)())(( ))/(int(mod1Nnp, 1 =∀= −+− . 

Nm
pp Axv )())(ms(Nmp, ∈  – запись числа 1)(ms/1,)(ms <≤∈ xpRx pp , если 

NmiAxv i
p xpip ,1,)()))(ms(( ))2(int(modNmp, =∀=

⋅
. 

NbZx )()(b 2Nb ∈ – двоичная кодировка числа Rx∈ , если 

NmNpNbxvxvxx ++== 1))),(ms()),(pw(),(bs()(b 2Nm2,2Np2,Nb . 

Rx ∈)(cNb  – компьютерный образ числа Rx∈ , если 

∑
≤≤

−⋅=
Npi

i
ixvx

0

1
2Np2,Nb2 2)))(pw(())(c(pw ,  

∑
≤≤

⋅=
Nmi

i
ip xvx

0
Nmp,Nb2 )2/1()))(ms(())(c(ms , 

))(c(ms2)sgn()(c 2
))(c(pw2 xxx Nb

x
Nb

Nb ⋅⋅= . 

Rx∈  – машиннопредставимое число, если 

 xxNb =)(c . 

 

§ 9. Векторы-столбцы и матрицы 
Всюду далее F  – числовое поле, RF =  или CF = . 
Числа +∈ Nnmkji ,,,,, , если нет дополнительных ограничений. 
J  – числовое множество, если J  – подмножество поля F . 

kJ  – прямое произведение множеств, совпадающих с множеством J .  
kJx∈  – вектор-столбец с координатами Jx i ∈)( , ki ,1=∀ . 
Jx i ∈)(  – i -ая координата вектора-столбца kJx∈ , ki ,1=∀ . 
)(, JM nk  – множество матриц порядка nk ×  над множеством J .  

)(, JMA nk∈  – матрица с элементами JA ji ∈)( , njki ,1,,1 =∀=∀ . 

JA ji ∈)(  – ji, -ый элемент матрицы )(, JMA nk∈ , njki ,1,,1 =∀=∀ . 

))(()( 1, JMxJx k
k ∈⇔∈ . 
)(JM k  – множество квадратных матриц порядка k  над множеством J .  

)(JMA k∈  – матрица с элементами JA ji ∈)( , kji ,1, =∀ . 
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§ 10. Детерминант квадратной матрицы 

)(sJ k
j  – множество первых j  координат элемента kJs∈ , если kj ,1=  и 

),1},){()((&))(((
1

0 kjssJsJ i
ji

k
j

k =∀=∅=
≤≤
∪ . 

)(kAlt  – множество всех перестановок множества k,1 , если 

 },1),(\,1)(:),1({)( 1 kjsJkskskAlt k
jj

k =∀=== − . 

)(sInv  – матрица инверсий5 перестановки )(kAlts∈ , если 

 kjiijbsssbssInv jiji ,1,),())()(())(( =∀−⋅−=  . 

))(( sInvN  – число инверсий в перестановке )(kAlts∈ , если  

 ∑
≤≤

=
kji

jisInvsInvN
,1

))(())(( . 

)(det A  – детерминант матрицы )(FMA k∈ , если 

 ( ( ))
( )

( ) 1

det ( ) ( 1) ( )
j

N Inv s
j s

s Alt k j k

A A
∈ ≤ ≤

= − ⋅∑ ∏ , 

где ))(( sInvN  – число инверсий в перестановке )(kAlts∈ . 
 

§ 11. Произведения, степени и линейные комбинации матриц 
kFxA ∈⋅  – произведение матрицы )(FMA k∈  и вектора-столбца kFx∈ , если  

 kixAxA
kj

jjii ,1,)()()(
1

=∀⋅=⋅ ∑
≤≤

. 

)()( FMBA k∈⋅+⋅ βα  – линейная комбинация матриц )(, FMBA k∈ , F∈βα , , если 

kjiBABA jijiji ,1,,)()()( =∀⋅+⋅=⋅+⋅ βαβα .  

)(, FMBA nk∈⋅  – произведение матриц )(, FMA mk∈ , )(, FMB nm∈ , если 

njkiBABA
km

jmmiji ,1,,1,)()()(
1

=∀=∀⋅=⋅ ∑
≤≤

. 

)(FME k∈  – единичная матрица в алгебре )(FM k , если  

})){\,1,,1,0)((&),1,1)((&))((( ikjkiEkiEFME jiiik =∀=∀==∀=∈ . 

)(FMA k
j ∈  – j -ая степень матрицы )(FMA k∈ , если Nj∈  и 

)),(&)((
1

0 +

≤≤
∈∀∏== NjAAEA

ji

j . 

)(1 FMA k∈−  – матрица, обратная к матрице )(FMA k∈ , если6  

EAAAA =⋅=⋅ −− 11 . 

                                                      
5 Понятие инверсии ввел Г. Крамер в 1750 году [Intr. a l’Analyse des Lignes Courbes algebriques (Geneva,1750), 657–659]. 
6 Матрица 1 ( )kA M F− ∈  существует не для всех матриц ( )kA M F∈ .  
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§ 12. Жорданова нормальная форма матрицы и круги Гершгорина 

),( λAPk  – характеристический многочлен для матрицы )(FMA k∈ , если при всех значениях 
независимой переменной C∈λ  выполнено 

)(det),( EAAPk ⋅−= λλ . 

)(Ajλ  – j -ое собственное значение матрицы )(FMA k∈  алгебраической кратности jk , 

kk j ,1= , если существует многочлен ),( λAQ
jkk−  степени jkk−  такой, что 

0))(,(),,())((),( ≠⋅−= −− AAQAQAAP jkkkk
k

jk jj

j λλλλλ . 

Пусть всюду далее kAm ,1)( =  – число различных собственных значений матрицы )(FMA k∈ , 
занумерованных индексом )(,1 Amj = , 

 ∏
≤≤

−=
)(1

))((),(
Amj

k
jk

jAAP λλλ , kk
Amj

j =∑
≤≤ )(1

. 

)(Aσ  – спектр матрицы )(FMA k∈ , если 

{ } )}({0)det(:)(
)(1

AEACA i
Ami
λλλσ

≤≤
==⋅−∈= ∪ . 

)(Au j  – j -ый собственный вектор-столбец матрицы )(FMA k∈ , если 

 ))).()()(:)(1(&)0)((&))((&),1(( AuAAuAAmiAuCAukj jijj
k

j ⋅=≤≤∃≠∈= λ  

)()( FMA k∈Λ=Λ  – жорданова нормальная форма (ж.н.ф.) для матрицы )(FMA k∈ , если су-
ществует такая невырожденная матрица )(FMC k∈ , что 

 1
, , 1 ,, (( ) ( ), ( ) {0,1}, ( ) 0, 1,  , ,  1)i i i i i i jC A C A i k j i iλ−

+Λ = ⋅ ⋅ Λ = Λ ∈ Λ = ∀ = ∀ ≠ + .  

)(AKi  – i -ый круг Гершгорина (с центром в точке )(ˆ Aci  и радиусом, равным )(ˆ Ari ) для мат-
рицы )(FMA k∈ , если ki ,1=  и 

 )(ˆ|)(ˆ|:{)(ˆ},|)(|)(ˆ,)()(ˆ
,1

ArAczCzAKAArAAc iii
ijkj

jiiiii ≤−∈=== ∑
≠≤≤

. 

§ 13. Скалярное произведение, нормы и число обусловленности 

),( yx  – скалярное произведение векторов-столбцов kFyx ∈,  с координатами Fyx ii ∈)(,)(  по 
всем ki ,1= , если 

 ∑
≤≤

⋅=
ki

ii yxyx
1

)()(),( . 

px ||||  – p -норма вектора-столбца kFx∈  с координатами Fx i ∈)( , ki ,1=∀ , если +∈ Np  и 

∑
≤≤

=
ki

pp
ip xx

1

/1}|)(|{|||| . 

Особенно часто используют p - норму при ∞+= ,2,1p : 

∑
≤≤

=
ki

ixx
1

1 |)(||||| , ∑
≤≤

==
ki

ixxxx
1

22/1
2 |)(|),(|||| , |})({|max||||

1 iki
xx

≤≤
∞ = . 
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Норма векторного пространства )(FM k  порождена нормой векторного пространства kF , если 

 { } )(,||||/||||sup||||
}0{\

FMAxxAA k
Fx k

∈∀⋅=
∈

. 

Норма векторного пространства )(FM k  подчинена норме векторного пространства kF , если 

 kFxxAxA ∈∀⋅≤⋅ ||,|||||||||| . 

)(Aν  – число обусловленности обратимой матрицы )(FMA k∈ , если 

||||||||)( 1−⋅= AAAν . 

)(2 Aν  – число обусловленности матрицы )(FMA k∈  относительно 2 -нормы в векторном про-
странстве ,kF  вычисляется по формуле 

2/1

112 )))(min(/))((max()( AAAAA i
ki

iki
⋅′⋅′=

≤≤≤≤
λλν . 

 

§ 14. Используемые подмножества кольца матриц )(FM k  

)(FMA k∈  – невырожденная матрица, если 0)(det ≠A . 
)(FMA k∈  – обратимая матрица, если существует )(1 FMA k∈− . 
)(FMA k∈′  – матрица, транспонированная к матрице )(FMA k∈ , если 

 )),1,,)()((&))((( kjiAAFMA ijjik =∀=′∈′ . 

)(RMA k∈  – симметричная матрица, если AA =′ .  
)(* CMA k∈  – матрица, сопряженная к матрице )(CMA k∈ , если 

)),1,,)()((&))((( ** kjiAACMA ijjik =∀=∈ . 

)(CMA k∈  – эрмитова матрица, если AA =* .  
)(RMA k∈  – положительно определенная матрица, если  

 }0{\,0),( kRxxxA ∈∀>⋅ .  

Приложение 2 

§ 15. Вычисление на ЭВМ двух семейств метода простой итерации. Априорные 
и апостериорные оценки для нормы невязки 
Приближения к решению системы линейных уравнений (1) были нами найдены с помо-

щью ЭВМ “HP Pavilion dv6” по программе, написанной на языке Си++. В программе итераци-
онно вычислялись значения. Использовались два различных семейства метода простой итера-
ции: 1) оптимальное двухпараметрическое семейство с параметрами 16/1,16/1 00 −== βα , 
2) симметризованное однопараметрическое семейство с оптимальным значением параметра 

13/10 −=δ . Векторы-столбцы 4,ˆ Rbx ∈ . Матрица )(4 RMA∈  была выбрана симметричной мат-
рицей, с собственными значениями, равными следующим целым числам: 4,2,1,5 −− , а имен-
но, 4)(,2)(,1)(,5)( 4321 ==−=−= AAAA λλλλ , с матричными элементами в десятичной записи, 
имеющими четыре знака после запятой. 
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Условием окончания работы программы нами было выбрано логическое выражение 
)10||(||)1000ацийчисло_итер( 2

−<−⋅∨> bxA n , где  – целая переменная, принимающая по-
следовательные целые значения от 3 до 15.  

Определение П.1. Вектор-столбец kRbxAw ∈),,(  называется невязкой системы (1), если  

 bxAbxAw −⋅=),,( .  (П1) 

Систему линейных уравнений (1) мы решали четыре раза. Для каждого 4,1=i  мы брали 
вектор-столбец 4Rb∈  равным базисному вектору-столбцу 4Rei ∈  с j -координатой jijie δ=)(  

для каждого 4,1=i , где jiδ  – символ Кронекера. Вектор-столбец 4ˆ Rxi ∈ , соответствующий 

вектору-столбцу 4Rei ∈ , являющийся решением системы линейных уравнений (1), совпадает с 
i-ым столбцом матрицы 1−A , т. е. ),(ˆ)( 1

iii eAxA =− . Таким образом, была вычислена матрица 1−A . 
Оказалось, что матрица )(4

1 RMA ∈−  также является симметричной матрицей с матричными 
элементами, также имеющими в десятичной записи четыре знака после запятой. Приводим 
предложенную нами исходную матрицу A  и вычисленную по нашей программе матрицу 1−A : 

 
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−−−

−−

=

8912,24784,16912,05184,0
4784,10288,29216,06912,0
6912,09216,07488,14384,2
5184,06912,04384,21712,3

A ,
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−−

−

=−

1456,01392,03456,02592,0
1392,00644,04608,03456,0
3456,04608,03664,01248,0
2592,03456,01248,02936,0

1A .  

Матрица 1−A  в десятичной записи вычислена точно. Однако, 2 -норма невязки ˆ( , ( , ), )i iw A x A e e , 
вычисленная на компьютере, равна 1610−⋅ic , где 10|| <ic  для всех 4,1=i . 

Следующие две таблицы дают значения числа итераций, при которых 

2
0 ||),),(,(|| ii

n
i eexxAw  для каждого 4,1=i  в первый раз стала меньше −10 . В таблице 1 даны 

значения числа итераций для первого семейства (оптимального двухпараметрического семей-
ства с параметрами 16/1,16/1 00 −== βα ) для 2 -нормы невязки ),),(,( ii

n
i eexxAw , а в 

таблице 2 – для второго семейства (симметризованного однопараметрического семейства с оп-
тимальным значением параметра 13/10 −=δ ) для 2 -нормы невязки ),),(,( ii

n
i eAeAxxAAw ⋅′⋅′⋅′ . 

Начальное приближение 40 Rx ∈  выбираем равным 4
1 Re ∈ . 

Таблица 1 
ei \ ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 1 57 74 91 108 126 143 160 177 195 212 229 246 264 
 2 56 74 91 108 125 143 160 177 194 212 229 246 263 
 3 55 73 90 107 124 141 159 176 193 210 228 245 262 
 4 55 73 90 107 124 141 159 176 193 210 228 245 262 

Таблица 2 
ei \ ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 1 94 123 152 181 210 238 267 296 325 353 382 411 440 
 2 94 123 151 180 209 238 267 295 324 353 382 410 439 
 3 92 121 150 178 207 236 265 294 322 351 380 409 437 
 4 92 121 150 178 207 236 265 294 322 351 380 409 437 

 
Оказалось, что число итераций в каждой таблице при одном и том же значении  и при 

разных номерах 1,4i =  векторов-столбцов 4Rei ∈  отличаются друг от друга не более чем на 
три. Мы приводим таблицу 3, в которой приведены значения переменных n1  и n2 , где n1  – 
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максимальное значение числа итераций из таблицы 1 и n2  – максимальное значение числа ите-
раций из таблицы 2 при одном и том же значении : 

Таблица 3 
 ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 n1 57 74 91 108 126 143 160 177 195 212 229 246 264 
 n2 94 123 152 181 210 238 267 296 325 353 382 411 440 

Лемма П.1. Пусть +∈ Nk , матрица )(RMB k∈  не вырождена, вектор-столбец kRx ∈0 , 
вектор-столбец kRx∈ˆ  – решение системы линейных уравнений (2). Пусть последователь-
ность kn Rx ∈  построена по методу простой итерации (3). Пусть в пространстве kR  зафик-
сирована некоторая норма, и пусть матричная норма порождена ею. Тогда справедливы сле-
дующие неравенства для этих упомянутых норм: 

 ||||||||/|||||||| 1111 BxxxxB nnnn ≤−−≤ −+−− ,  (П2) 

 ||||||||/|||||||| 1111 BcxBxcxBxB nnnn ≤−⋅−−⋅−≤ ++−− , (П3) 

 ||||/||||||||1,|||||||ˆ||/||||1| 0 cxBEBxx nn ⋅−+=⋅≤− θθ . (П4) 

Лемма П.2. Пусть +∈ Nk  и матрица )(RMB k∈  не вырождена. Пусть в пространст-
ве kR  существует такая норма, что в порожденной ею матричной норме норма 1|||| <B . То-
гда в этой норме последовательность kn Rx ∈ , построенная по методу простой итерации (3), 
сходится к решению kRx∈ˆ  системы линейных уравнений (2) для любого начального прибли-
жения kRx ∈0 . Скорость сходимости по этой норме оценивается сверху как 

 ||||||))||1/(1(||||||ˆ|| 10 xxBBxx nn −⋅−⋅≤− . (П5) 

Лемма П.3. Пусть +∈ Nk , матрица )(RMA k∈ , kRbx ∈,0 . Тогда невязка )),,(,( 0 bbxxAw n  
на последовательности kn Rx ∈  двухпараметрического семейства метода простой итерации, 
построенной по формулам (10) с любым начальным приближением 0 ,kx R∈  выражается как 

 )(),()),,(,( 000 bxABbbxxAbbxxAw nnn −⋅⋅=−⋅= ,  2AAEB ⋅+⋅+= βα . (П6)  

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Левую и правую части равенства (10) слева умножим на матрицу A , затем 
вычтем из обеих частей kRb∈  и воспользуемся выражением для матрицы B . Получим рекур-
рентную формулу (П7), доказывающую формулу (П6) по индукции: 

 )),((),()),,(,( 0100 bbxxABbbxxAbbxxAw nnn −⋅⋅=−⋅= − , 2AAEB ⋅+⋅+= βα . (П7) 

Лемма П.4. Пусть +∈Nk , матрица k
k RbxRMA ∈∈ ,),( 0 . Тогда невязка 

)),,(,( 0 bAbAxxAAw n ⋅′⋅′⋅′  на последовательности kn Rx ∈  симметризованного однопараметриче-
ского семейства метода простой итерации, построенной по формулам (9) с любым начальным 
приближением 0 ,kx R∈  выражается как 

 )(),()),,(,( 000 bAxAABbAbAxxAAbAbAxxAAw nnn ⋅′−⋅⋅′⋅=⋅′−⋅′⋅⋅′=⋅′⋅′⋅′ , AAEB ⋅′⋅+= δ . (П8)  

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Левую и правую части равенства (9) слева умножим на матрицу AA ⋅′ , затем 
вычтем из обеих частей kRbA ∈⋅′  и воспользуемся выражением для матрицы B . Получим ре-
куррентную формулу (П9), доказывающую формулу (П8) по индукции: 

 )),((),()),,(,( 0100 bAbAxxAABbAbAxxAAbAbAxxAAw nnn ⋅′−⋅′⋅⋅′⋅=⋅′−⋅′⋅⋅′=⋅′⋅′⋅′ − . (П9) 
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Теорема П.5. Последовательность 4Rxn ∈  оптимального двухпараметрического семей-
ства метода простой итерации, построенная по формулам (10) с выбранной нами матрицей 

)(4 RMA∈  для любого начального приближения 40 Rx ∈  сходится. Скорость сходимости по 
2 -норме вектора-столбца невязки 40 )),,(,( RbbxxAw n ∈  оценивается сверху геометрической 
прогрессией с основанием 8/70 =q  

 0 0 2
2 2 2 2 0 0 2 0|| ( , ( , ), ) || || || || || || || , , || ||n n nw A x x b b A x b B A x b B E A A B qα β= ⋅ − ≤ ⋅ ⋅ − = + ⋅ + ⋅ = . (П10)  

Число итераций )(1m , которое необходимо для достижения точности −10 , вычисляется так: 

 0
1 1 1 2 1 2 21( ) 1 int( ), ln10 / ln(1/ || || ), ln(|| || ) / ln(1/ || || )m d h d B h A x b B= + ⋅ + = = ⋅ − . (П11) 

Теорема П.6. Последовательность 4Rxn ∈  симметризованного однопараметрического 
семейства метода простой итерации, построенная по формулам (9) с выбранной нами мат-
рицей )(4 RMA∈  для любого начального приближения 40 Rx ∈  сходится. Скорость сходимо-
сти по 2 -норме вектора-столбца невязки 40 )),,(,( RbAbAxxAAw n ∈⋅′⋅′⋅′  оценивается сверху 
геометрической прогрессией с основанием 13/120 =g   

 ,||||||||||||||||||)),,(,(|| 2
10

2222
0 xxBAAbAxAAbAbAxxAAw nnn −⋅⋅⋅′≤⋅′−⋅⋅′=⋅′⋅′⋅′  

 0 2 0, || ||B E A A B gδ ′= + ⋅ ⋅ = . (П12) 

Число итераций )(2m , необходимых для достижения точности −10 , вычисляется так: 

 0
2 2 2 2 2 2 22( ) 1 int( ), ln10 / ln(1/ || || ), ln(|| || ) / ln(1/ || || )m d h d B h A A x A b B′ ′= + ⋅ + = = ⋅ ⋅ − ⋅ . (П13) 

Система всех решений ),(ˆ ieAx  по всем 4,1=i  является фундаментальной, так как ре-
шение ∑

≤≤

⋅=
41

),(ˆ)(),(ˆ
i

ii eAxbbAx , где ∑
≤≤

⋅=
41

)(
i

ii ebb , а система всех последовательностей 

),( 1eex i
n  тоже. 

Теорема П.7. Пусть +∈ Nk , матрица )(RMA k∈ , kRb∈ . Пусть начальное приближение 

 1
1

0 )( ebx
ki

i ⋅= ∑
≤≤

. (П14) 

Тогда для последовательностей ),( 1 i
n eex  по ki ,1=  и последовательности ),)((

1
1 bebx

ki
i

n ∑
≤≤

⋅  

двухпараметрического семейства метода простой итерации имеем 
 ),()(),)(( 1

11
1 i

n

ki
i

ki
i

n eexAbbebxA ⋅⋅=⋅⋅ ∑∑
≤≤≤≤

, (П15) 

 21112
1

1 ||),(||max||||||),)((|| jj
n

kjki
i

n eeexAbbbebxA −⋅⋅≤−⋅⋅
≤≤

≤≤
∑ . (П16) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По формуле (П6) при 1
0 ex =  и ieb =  имеем 

 )(),( 11 i
n

ii
n eeABeeexA −⋅⋅=−⋅ . (П17) 

Левую и правую части (П17) умножим на число Rb i ∈)( , просуммируем полученные по всем 
ki ,1=  выражения и воспользуемся равенством ∑

≤≤

⋅=
ki

ii ebb
1

)( , получим формулу 

 ))(()),()(( 1
1

1
1

beAbBbeexAb
ki

i
n

i
n

ki
i −⋅⋅⋅=−⋅⋅ ∑∑

≤≤≤≤

.  (П18) 

Сравнивая ее с формулой (П6) для k

ki
i

n RbebxAw ∈⋅∑
≤≤

),)(,,( 1
1

 убеждаемся в верности (П15). 
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Воспользовавшись неравенством треугольника для нормы суммы и равенством для нор-
мы вектора-столбца, умноженного на число, получаем формулу (П16).  

Вычисленные значения функции )(1m  по формуле (П11) приведены в таблице 4.  

Таблица 4 
ei \ ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 1 64 81 99 115 133 150 168 185 202 219 237 254 271 
 2 64 81 98 116 133 150 167 185 202 219 236 254 271 
 3 63 80 97 115 132 149 166 183 201 218 235 252 270 
 4 63 80 97 115 132 149 166 183 201 218 235 252 270 

Вычисленные значения функции )(2m  по формуле (П13) приведены в таблице 5. 

Таблица 5 
ei \ ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 1 127 155 184 213 242 270 299 328 357 385 414 443 472 
 2 126 155 184 212 241 270 299 327 356 385 414 442 471 
 3 124 153 182 211 239 268 297 326 354 383 412 441 470 
 4 124 153 182 211 239 268 297 326 354 383 412 441 470 

  
В таблицу 6 занесены максимальные значения числа итераций, в строку 1m  из таблицы 4, 

а в строку 2m  из таблицы 5.  

Таблица 6 
 ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 m1 64 81 99 116 133 150 168 185 202 219 237 254 271 
 m2 127 155 184 213 242 270 299 328 357 385 414 443 472 

 
Сравнив значения ni (апостериорные оценки) из таблицы 3 со значениями mi (априорные 

оценки) из таблицы 6 при одном и том же , убеждаемся, что они близки. Вычисляя значения 
для всех приведенных таблиц, мы следовали традиции. Однако, с нашей точки зрения, лучше 
считать то значение числа итераций, при котором отношение ),,,,( 0

, i
m
i

n
imn exxxAv  при 0=m  2 -

нормы невязки ),,,( 0
i

n
i exxAw  к 2 -норме невязки ),,,( 0

ii exxAw   

 22
0

, ||||/||||),,,,( i
m
ii

n
ii

m
i

n
imn exAexAexxxAv −⋅−⋅=    (П19) 

в первый раз станет меньше, чем −10 , предварительно проверив, что 16
2

0 10|||| −>−⋅ iexA  по 
всем 4,1=i , где 15,3= . Ведь если 0|||| 2

0 =−⋅ iexA , то 40 Rx ∈  является решением системы 
линейных уравнений в канонической форме (1) с 4Reb i ∈= . 

В таблицах 7 и 8 приведены значения числа итераций, при которых ),,,( 1 i
n
i eexAv  

и ),,,( 1 i
n
i eAexAAv ⋅′⋅′  впервые стали меньше, чем −10 , где 15,3= . 

Таблица 7 
ei \ ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 1 52 69 87 104 121 138 155 173 190 207 225 242 259 
 2 52 69 87 104 121 138 155 173 190 207 225 242 259 
 3 52 69 87 104 121 138 155 173 190 207 225 242 259 
 4 52 69 87 104 121 138 155 173 190 207 225 242 259 

Таблица 8 
ei \ ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 1 87 116 144 173 202 231 259 288 317 346 374 403 433 
 2 87 116 144 173 202 231 259 288 317 346 374 403 433 
 3 87 116 144 173 202 231 259 288 317 346 374 403 433 
 4 87 116 144 173 202 231 259 288 317 346 374 403 433 
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В таблице 9 приведены те значения целых положительных переменных m1, m2 , , что 
после m1 (m2) -кратного умножения вещественной переменной «результат» с начальным зна-
чением равным 1 на коэффициент сжатия 8/70 =q ( 13/120 =g ) значение переменной «резуль-
тат» впервые становится меньше положительного вещественного числа −10 , где 15,3= .  

Таблица 9 
 ℓ  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15 
 m1 52 69 87 104 121 138 155 173 190 207 225 242 259 
 m2 87 116 144 173 202 231 259 288 317 346 374 403 432 

 
Видно, что значения строки m1 (m2)  таблицы 9 не отличаются от значений в таблицах 7 (8) до 
значений при 14=  включительно.  
 


