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1. Введение 

Традиционные методы интегральной геометрии решают задачу восстановления функции 
на области конечномерного действительного пространства по значению ее интегралов на всех 
k-плоскостях, пересекающих эту область. При этом используется аппарат классического функ-
ционального анализа [Гельфанд и др., 1962; Гельфанд и др., 2000]. В данной работе предлагает-
ся новый тип операторов усреднения функции. Каждой точке сопоставляется мера на всем про-
странстве. И образом функции является функция на том же пространстве аргумента, равная 
в каждой точке интегралу по соответственной мере. Доказывается, что при наложении опреде-
ленных ограничений на такую систему мер существует оператор восстановления исходной 
функции по ее образу. Этот оператор может быть определен как предел некоторой последова-
тельности интегральных операторов, примененных к образу функции. 

Систему мер, удовлетворяющих упомянутым требованиям, будем называть мероиндукци-
ей. В работах [Коганов, 2005; Коганов, 2005a] автором предложены условия восстановления 
функции по системе ее усреднений на элементах заданной последовательности разбиений про-
странства аргумента с заданной мерой. В работе [Граев, Коганов, 2008] предложен метод весо-
вого усреднения функций на подмножествах счетного множества, допускающий обращение 
асимптотической формулой. Формула обращения для мероиндукции является прямым обобще-
нием этого метода на любые пространства аргумента с заданной сигма-алгеброй. При этом 
вместо системы весов задается система мер. Однако обобщение потребовало иного математи-
ческого аппарата для описания метода и нового доказательства формулы обращения. 

2. Мероиндукция и интегральное преобразование 

Следующие определения задают строгую постановку задачи, решаемой в данной статье. 
Определение 1. Мероиндукцией [ , , ]T S μ  на множестве T  с сигма-алгеброй подмножеств S  

назовем семейство μ  мер на этой сигма-алгебре, сопоставляющее каждой точке t T∈  меру tμ  
на всем T , которая удовлетворяет условиям: 

А1) { } 0t tμ = ;  

А2) { } 1t Tμ η< <  для всех t T∈ ; 

А3) для любого V S∈  функция ( ) ( )xx Vψ μ=  измерима по S . 

Атомарным расширением мероиндукции назовем семейство мер tν , t T∈ , каждая из кото-

рых получена добавлением атома { } 1t tν =  к мере tμ : 

 { } ( )
( )

,  ,

1,  .

t
t

t

V t V
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μ
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Продолжением мероиндукции по транзитивности назовем семейство мер 

{ }, ,t k t T kμ ∈ ∈�  вида  
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Ядро этого усреднения обозначим 
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=… …  (2а) 
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Заметим, что в силу условий А2 и А3 интегралы (2) существуют. Двойной знак интеграла 
здесь и далее означает нужную кратность интеграла в соответствии с числом переменных ин-
тегрирования. 

Определение 2. Интегральным преобразованием по мероиндукции называется опера-
тор h , действующий на функциях вида :f T → �  и определенный формулой 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t

y T y T

hf t F t f t f y d y f y d yμ ν
∈ ∈

= = + =∫ ∫  (3) 

Область определения оператора составляют те функции, для которых определены все ука-
занные интегралы при t T∈ . Задача заключается в построении обратного оператора, который 
восстанавливает функцию (.)f  по заданной функции (.)F . Такой оператор называется форму-
лой обращения для данного интегрального преобразования. 

3. Формула обращения 

Аппарат построения оператора обращения интегрального преобразования (3) основан на 
следующем утверждении. 

Лемма 1. На классе функций, измеримых по S  и равномерно ограниченных на всем ,T  
оператор интегрального преобразования определен и образ функции измерим, равномерно ог-
раничен на T  и интегрируем по любой мере из транзитивного продолжения мероиндукции. 

Доказательство. Обозначим ( ) ( ) ( ).t

y T

t f y d yϕ μ
∈

= ∫   

Тогда ( ) ( ) ( ) ( )hf t F t f t tϕ= = + . 
Поскольку ( )f t  суть функция S , измеримая и суммируемая по всем мерам из транзитив-

ного расширения, то достаточно доказать эти свойства для второго слагаемого ( )tϕ . По опре-

делению ( )t Mϕ η< < ∞ , sup{ }M f= , для всех t T∈ . Поэтому из измеримости будет следо-

вать суммируемость по любой ограниченной мере. По определению интеграла Лебега 
( ) lim ( )n nt tϕ ϕ→∞= , где  

2

2

1
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2 2 2
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M

n tn n n
k M

k k k
t x fϕ μ

=−

⎧ ⎫+= ≤ <⎨ ⎬
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∑  

Все эти функции измеримы на S  как конечные суммы измеримых функций по свойст-
ву А3. Тогда и функция ( )tϕ  измерима как монотонный предел последовательности измеримых 
функций. □ 

Эта лемма позволяет сформулировать следующее утверждение. 
Теорема 1. На классе функций, измеримых по S  и равномерно ограниченных на всем ,T  

оператор интегрального преобразования определен и обратим. Формула обращения имеет вид 
сходящегося ряда 

 ( ) 1
1

( ) ( ) 1 ( ),
k

k
k

f t F t C t
∞

−
=

= + −∑  (4) 

где 
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Доказательство будет следовать из нижеследующей леммы. При этом удобно будет 
пользоваться развернутой формулой с отождествлением 0t x=   

 
1 1

1

1 2

, , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
k k

k

k t x x k x

x x y T

C t d x d x d x d y F yμ μ μ μ
−

∈
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…

…  (5а) 

Лемма 2. Для каждого четного натурального { }2;4;n∈ …  и любого t T∈  выполнено ра-

венство 
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f t F t C t R t
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где в обозначениях (2а) 
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Доказательство. Из определения (5а) следует: 
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Из определения (7) следует: 

 
1

2 1 2

, ,

( ) ( , , ) ( ).
n

n t n n
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R x d x x R tμ +
∈

=∫∫
…

…  (9) 

Из определения (3) следует: 

 ( ) ( ) ( ) ( ).t

x T

f t F t f x d xμ
∈

= − ∫  (10) 

Выразим значения под интегралом в формуле (10) итерацией этой же формулы: 

 1 2

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ).t t

x T x y T

f t F t F x d x f y d x y F t C t R tμ μ
∈ ∈

= − + = − +∫ ∫∫  (11) 

Это соответствует (6) при 2n = . 
Индукция по n . Допустим для некоторого произвольного четного n  справедливость вы-

ражении (6), (7). Тогда подставим (11) в (7) под интегралом и используем (8) и (9).  
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 (12) 

Подставим равенство (12) в (6) и получим выражение (6) для 2n + . Индукция завершена.  □ 
Доказательство теоремы 1. Достаточно доказать, что в выражении (6) 

 ( ) 0 | .n nR t →∞→  (13) 

Поскольку по условию теоремы функция (.)f  равномерно ограничена, то имеется  

 [ )sup{ ( ) | } 0; .f t t T M∈ = ∈ ∞  (14) 
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Из (14) и условия А2 получаем оценку: 

 
1

1

, ,

( ) ( ) ( , , ) 0 | .
n

n
n n t n n

x x T

R t f x d x x Mμ η →∞
∈

= < →∫∫
…

…  (15) 

  □ 
Таким образом доказана формула обращения (4), (5) для интегрального преобразова-

ния (3). Исследуем устойчивость этого оператора к погрешностям исходных данных. 

4. Устойчивость формулы обращения 

Пусть исходные данные (3) известны с некоторой ограниченной сверху погрешно-
стью ( )tξ : 

 ( ) ( ) ( ),P t F t tξ= +  (16) 

 ( ) .tξ ε<  (17) 

Теорема 2. В условиях (16), (17) погрешность восстановления функции ограничена сверху 
и оценивается как 

 ( ) ( ) .
1

q t f t
ε

η
− <

−
 (18) 

Доказательство. Обозначим результат обращения (4), (5) для данных (16): 

 ( ) *
1

1

( ) ( ) 1 ( ),
k

k
k

q t P t C t
∞

−
=

= + −∑  (19) 

где 
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*
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…
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… …  

Тогда 

 1( ) .k
k tδ η ε+<  (20) 

Тогда из (4), (20) погрешность восстановленной функции (19) оценивается геометрической 
прогрессией, что даёт оценку (18) 

0

( ) ( ) ( ) .
1

k

k

t q t f t
εδ δ ε η

η

∞

=

= − < = =
−∑  

 □ 
Оценка (18) абсолютной погрешности восстановления функции равномерна по всему 

классу приближенных исходных данных с заданной верхней оценкой (17) абсолютной погреш-
ности интегрального преобразования. Оценить соответствующую относительную погрешность 

( ) ( ) / ( )t t f tλ δ=  равномерно по этому классу исходных данных нельзя. Она зависит от абсо-

лютного значения искомой функции в точке. Связь равномерных оценок абсолютной и относи-
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тельной погрешностей для исходных данных и для результата обращения (обозначение со штри-
хом) задается такими формулами: 

{ }/ inf ( ) |P t t Tλ ε≤ ∈ ; { }' '/ inf ( ) | ;f t t Tλ ε≤ ∈  

{ }sup ( ) |P t t Tε λ≤ ⋅ ∈ ; { }' ' sup ( ) |f t t Tε λ≤ ⋅ ∈ . 

В тех случаях, когда искомая функция или её образ могут принимать нулевые значения, 
оценка соответствующей относительной погрешности являются неограниченной. Поскольку 

( ) ( ) ( )q t f t q tδ δ− ≤ ≤ + , то 

/( ( ) ) ; ( ) ,
'( )

; ( ) .

q t q t
t

q t

δ δ δ
λ

δ
⎧ − <⎪≤ ⎨

∞ ≥⎪⎩
 

5. Заключительные замечания 

Полученная формула обращения обладает хорошей вычислительной устойчивостью (18) 
к погрешности исходных данных и экспоненциальной сходимостью (15) по числу членов ряда, 
несмотря на низкую обусловленность исходной задачи. Это делает её практически удобной 
в тех случаях, когда имеются необходимые данные об усреднениях искомой функции в при-
кладных задачах. Однако необходимо знать, что усреднения происходят по мере, удовлетво-
ряющей условиям мероиндукции А1–A3, (1), (3). В этой связи надо проанализировать эти усло-
вия с прикладной точки зрения.  

Пространство T , на котором определена искомая функция (.)f , и сигма-алгебра S  на 
этом пространстве обычно известны из содержательной постановки задачи. Условия А1, А2, (1) 
могут быть удовлетворены, если в реальной ситуации мера усреднения tθ , которая соответст-

вует точке t T∈ , имеет атом ({ })t tθ  в точке t , и, кроме того,  

 ( \ { }) / ({ }) 1.t tT t tθ θ η< <  (21) 

Тогда можно ввести нормировку для произвольного подмножества u S∈  

 ( ) ( ) / ({ }),t t tu u tν θ θ=  (22) 

 ( ) ( \{ }).t tu u tμ ν=  (23) 

Эти меры образуют мероиндукцию.  
Предполагается, что для всех t T∈  известны усреднения функции по исходной мере 

 ( ) ( ) ( ).t

T

t f x d xθΦ = ∫  (24) 

Тогда можно рассчитать эквивалентные исходные данные (3) для мероиндукции  

 ( ) ( ) / ({ }).tF t t tθ= Φ  (25) 

Примером прикладной ситуации, где возникает указанная постановка, может служить за-
дача восстановления четкого изображения при слабой расфокусировке на фотоснимке. Мера 
усреднения ( )t uθ  выражает световую энергию, которая попадает в пиксель точки t  вместо об-
ласти u  в результате расфокусировки при съемке равномерного фона единичной яркости. Атом 

({ })t tθ  соответствует энергии, которая при этом верно фокусируется на этом пикселе. Эти дан-
ные надо получить, изучая аппаратуру и условия съемки. Для реального снимка исходное зна-
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чение ( )tΦ  по (24) соответствует фактической яркости каждого пикселя, а восстановленная 

функция ( )f t  означает верную яркость при идеальной резкости. Если меры tθ  точно не из-
вестны, но известен класс гипотез о них, то можно решать задачу оптимизации четкости изо-
бражения, реализуя восстановление ( )f t  для разных гипотез о мероиндукции. От этих данных 
по формулам (22), (23), (25) можно перейти к стандартной постановке задачи и воспользоваться 
решениями (4), (5). 
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