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В данной работе изучаются вращательные колебания азотистых оснований, образующих цен-
тральную пару в коротком фрагменте ДНК, состоящем из трех пар оснований. Построен простой 
механический  аналог фрагмента, в котором основания имитируются маятниками, а взаимодейст-
вия между основаниями — пружинками. Получен лагранжиан модельной системы и уравнения 
движения. Получены решения уравнений движения для однородного случая, когда рассматривае-
мый фрагмент ДНК состоит из одинаковых пар оснований: из пар аденин-тимин (AT) или гуанин-
цитозин (GC). Построены траектории модельной системы в конфигурационном пространстве. 
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Abstract. — In this paper we study the rotational oscillations of the nitrous bases forming a central pair in 
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We derived Lagrangian of the model system and the nonlinear equations of motions. We found solutions in the 
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Введение 
Известно, что молекула ДНК является сложной динамической системой, состоящей из 

большого числа различных колеблющихся структурных элементов: атомов, атомных групп (са-
харов, фосфатных групп, оснований), фрагментов полинуклеотидных цепей. Среди них враща-
тельные колебания оснований представляют особый интерес. Они напрямую связаны с процес-
сами раскрытия пар оснований и во многом определяют динамику открытых состояний ДНК.  
Открытыми состояниями называют области в двойной цепи ДНК, внутри которых водородные 
связи между основаниями, образующими пары, разорваны (рис. 1). Размер (L) этих областей 
может быть разным: от одной пары оснований (1 bp) до нескольких пар оснований (N b. p.). 
В нативной ДНК всегда имеется некоторое количество открытых состояний. Это явление на-
зывают «дыханием» ДНК. Считается, что наличие в ДНК открытых состояний является важ-
ным и необходимым элементом функционирования этой молекулы [Guéron et al., 1987; Krueger 
et al., 2006].  

 
a   b 

 

Рис. 1. Закрытое (a) и открытое (b) состояния двойной цепи ДНК 
 

Основными теоретическими методами изучения вращательных колебаний оснований, так же 
как и других внутренних движений и их роли в образовании открытых состояний, считаются 
методы молекулярной динамики [Guéron et al., 1987; Lebrun and Lavery, 1998; Giudice et al., 
2003; Cuenda and Sánchez, 2004; Varnai and Lavery, 2006; Prévost et al., 2009]. Однако эти методы 
довольно громоздкие. Более простой подход был разработан в работе Инглэндера и соавторов 
[Englander et al., 1980], предложивших использовать механический аналог молекулы ДНК. В 
механической модели колеблющиеся основания ДНК заменялись маятниками, а взаимодейст-
вия между основаниями — пружинками. Такой подход можно назвать биомеханическим. Он 
нашел дальнейшее развитие в работах [Yomosa, 1983; Homma and Takeno, 1984; Zhang, 1987]. 
Затем эта тема была продолжена в работах [Salerno, 1991; Gaeta, 1992; Yakushevich et al., 2002; 
Yakushevich, 2007a; Якушевич и Краснобаева, 2007, 2008], которые улучшили механическую 
модель, приняв во внимание асимметрию ДНК, спиральность и неоднородность молекулы. Эти 
механические модели были успешно использованы для исследования закономерностей движе-
ния открытых состояний вдоль молекулы ДНК. 

В данной работе мы воспользуемся биомеханическим подходом и построим механический 
аналог короткого (L = 3 b.p.) фрагмента молекулы ДНК для изучения вращательных колебаний 
оснований, образующих в таком фрагменте центральную пару. В модели будут учтены водо-
родные взаимодействия между основаниями внутри пар, стэкинговые взаимодействия между 
соседними парами оснований и спиральность молекулы ДНК. В модели, однако, не будут учи-
тываться колебания оснований в крайних парах.  
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Модель 

Возьмем фрагмент молекулы ДНК, содержащий три пары оснований (рис. 2). В соответст-
вии с идеей Инглэндера и соавторов [Englander et al., 1980], промоделируем основания маятни-
ками, а взаимодействия между основаниями — пружинками. Предположим, что основания 
центральной (n-й) пары колеблются, а основания двух соседних ((n–1)-й и (n+1)-й) фиксирова-
ны. Чтобы упростить расчеты, предположим, что основания центральной пары колеблются 
в горизонтальной плоскости, которая перпендикулярной главной оси (z). Чтобы учесть спи-
ральность молекулы ДНК, предположим, что каждая из трех плоскостей, показанных на рис. 2, 
повернута на угол φ0 = (2π/10).  

 
Рис. 2. Схематическое изображение механической модели трех пар связанных маятников 

 
Чтобы получить функцию Лагранжа, начнем с более простой модели, состоящей из одной 

пары неодинаковых маятников, показанных на рис. 3. Функция Лагранжа такой системы имеет 
вид [Yakushevich et al. 2009] 
 
 Lsingle pair = (1/2)[I1(dφ1/dt) 2 + I2(dφ2/dt) 2] – K1–2[r1(r1 + r2 + a)(1 –   
 – cos(φ1)) + r2(r1 + r2 + a)(1 – cos(φ2)) – r1r2(1 – cos(φ1 + φ2 )) + (a2/2)]. (1) 
 
Здесь φ1(t) и φ2(t) — углы отклонения 1-го и 2-го маятников; I1 и I2 — моменты инерции этих 
маятников; K1–2 — жесткость горизонтальной пружины, соединяющей маятники; r1 и r2 — дли-
ны маятников; a — расстояние между массами маятников в положении равновесия (φ1 = φ2 = 0).  
 

 

 
Рис. 3. Схематическое изображение двух связанных маятников 
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Обобщим теперь формулу (1) на случай трех пар связанных маятников, показанных на 
рис. 2. Для этой цели 1) введем два индекса, причем первый индекс будет обозначать номер 
цепи, а второй — номер пары, 2) добавим два дополнительных слагаемых, имитирующих вер-
тикальные взаимодействия между парами. Необходимо отметить здесь, что в общем случае 
вертикальные взаимодействия между соседними парами должны включать как стэкинговые 
взаимодействия, так и ковалентные взаимодействия через сахаро-фосфатный остов. Однако 
в первом приближении можно оставить в модели только стэкинговые взаимодействия, по-
скольку ковалентные взаимодействия более жесткие [см., например, Якушевич, 2007b], 
и в первом приближении сахаро-фосфатный остов можно рассматривать как абсолютно жест-
кий (неподвижный) скелет, который только фиксирует точки P1,n, P1,n–1, P1,n+1, P2,n, P2,n–1 и P2,n+1, 
показанные на рис. 2. Таким образом, обобщенная формула для лагранжиана приобретет вид  

 L = T – V        (2) 

с кинетической энергией 

 T = ∑
=

2

1i
∑

+

−=

1

1

n

nj

(1/2)Ii,j(dφi,j/dt) 2        (3) 

и потенциальной энергией 

 V = Uhorizontal + Uvertical,        (4) 

где 

Uhorizontal = ∑
+

−=

1

1

n

nj

{U1,j (1 – cos(φ1,j)) + U2,j (1 – cos(φ2,j)) – U1–2,j (1 – cos(φ1,j+ φ2,j)) + U0,j},  Uvertical =  

= S1;n,n–1 [(φ1,n + φ0) – φ1,n–1]
2/2 + + S1;n,n+1 [(φ1,n+1 + φ0) – φ1,n]

2/2 +  
+ S2;n,n–1 [(φ2,n + φ0) – φ2,n–1]

2/2 + S2;n,n+1 [(φ2,n+1 + φ0) – φ2,n]
2/2. 

 
Здесь φi,j(t) — угловое отклонение (i, j)-го маятника; Ii,j — момент инерции этого маятника; U1,j 
= K1–2,j r1,j (r1,j + r2,j + aj); U2,j = K1–2,j r2,j (r1,j + r2,j + aj); U1–2,j = K1–2,j r1,j r2,j; U0,j = (K1–2,j aj

 2/2); ri,j — 
длина (i, j)-го маятника; K1–2,j — жесткость горизонтальной пружины, имитирующей взаимо-
действие между маятниками; aj — расстояние между массами маятников в состоянии равнове-
сия (φi,j = 0); S1;n,n±1 = Q1;n, n±1(r1,n)

2, S2;n,n±1 = Q2;n, n±1(r2,n)
2. Qi;n, n±1 — коэффициент жесткости вер-

тикальных пружинок, соединяющих (i,n)-й и (i,n ± 1)-й маятники, i = 1, 2.  
Учтем теперь, что только основания центральной (n-й) пары колеблются, а основания двух 

соседних пар ((n–1)-й и (n+1)-й) «заморожены» (φ1,n–1 = φ1,n+1 = φ2,n–1 = φ2,n+1 = 0). Тогда, вместо 
уравнений (2)–(4), мы получим следующий лагранжиан и уравнения движения:  

Lcentral pair = (1/2)[ I1(dφ1/dt) 2 + I2(dφ2/dt) 2] – [U1 (1 – cos(φ1)) +  
+ U2 (1 – cos(φ2)) – U1–2 (1 – cos(φ1+ φ2)) + U0 + U0

(+) + U0
(–) +  

  + S1
(–) (φ1 + φ0)

2/2 + S1
(+) (φ1 – φ0)

2/2 + S2
(–) (φ2 + φ0)

2/2 + S2
(+) (φ2 – φ0)

2/2],        (5) 

 I1 (d
2
φ1/dt2) = – U1 sin(φ1) + U1–2 sin(φ1+ φ2) – (S1

(–) + S1
(+)) (φ1) – β1 (dφ1/dt),        (6) 

 I2 (d
2
φ2/dt2) = – U2 sin(φ2) + U1–2 sin(φ1+ φ2) – (S2

(–) + S2
(+)) (φ2) – β2 (dφ2/dt).        (7) 

Для удобства мы опустили в формулах (5)–(7) повторяющийся индекс “n”. Кроме того, мы вве-
ли индексы “(+)” и “(–)”, чтобы обозначить (n+1)-й и (n–1)-й соседей: U0

(+) = U0,n+1,  U0
(–) = U0,n–1,  

S2
(+) = S1;n,n+1, S2

(+) = S2;n,n+1, S1
(–) = S1;n,n–1, S2

(–) = S2;n,n–1. Чтобы учесть эффекты диссипации, мы до-
бавили слагаемые, пропорциональные угловым скоростям (dφ1/dt), (dφ2/dt). Коэффициенты дис-
сипации β1 и β2  предполагаются константами.  
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Параметры модели 

Параметры уравнений (5)–(7) можно разбить на две группы. Первая группа состоит из па-
раметров I1, I2, U1, U2, U1–2, U0, β1 и β2, которые не зависят от последовательности оснований 
в рассматриваемом фрагменте ДНК. Другая группа состоит из параметров S1

(–), S1
(+), S2

(–) и S2
(+), 

которые зависят от этой  последовательности.  
Рассмотрим первую группу. Значения параметров I1, I2, β1 и β2 известны [Якушевич и др., 

2005] и мы представили их в Таблице 1.  

Таблица 1. Параметры уравнений (5)–(7) 

Централь-
ная пара 
оснований 

I1 

[10–44 kg·m2]
I2 

[10–44 kg·m2] 
U1 
[10–20 J] 

U2 
[10–20 J] 

U1–2 
[10–20 J] 

U0 
[10–20 J] 

β1  
[10–32 Js] 

β2 
[10–32 Js] 

AT 7.61o 4.86 26.49 21.92 7.06 6.95 0.04 0.04

GC 8.22 4.11 37.03 30.53 9.67 10.42 0.04 0.03

 
Чтобы оценить параметры U1, U2, U1–2 и U0, мы учли, что в точке равновесия (φ1 = φ2 = 0) энергия 
взаимодействия между аденином и тимином равна U0,AT = 10 kcal/mole = 6,9477 × 10–20 J, а энергия 
взаимодействия между гуанином и цитозином — U0,GC = 15 kcal/mole = 10,4216 × 10–20 J. Принимая 
во внимание, что KAT = 2U0,AT/aAT

2 = 0,2537 (J/m2), KGC = 2U0,GC/aGC
2 = 0,3609 (J/m2), aAT =7,4 × 

× 10–10 m и aGC =7,6 × 10–10 m [Якушевич и др., 2005], мы получили следующие соотношения для 
AT пары:  

U1 = KAT rA (rA + rT + aAT) = 26,48628 × 10–20 (J), 
U2 = KAT rT (rA + rT + aAT) = 21,91968 × 10–20 (J), 

U1–2 = KAT, rA rT = 7,063008 × 10–20 (J), 
и для GC пары  

U1 = KGC rG (rG + rC + aGC) = 37,02834 × 10–20 (J), 
U2 = KGC rC (rG + rC + aGC) = 30,53214 × 10–20 (J), 

U12 = KGC rG rC = 9,668511 × 10–20 (J). 
Чтобы оценить значения другой группы параметров (S1

(–), S1
(+), S2

(–) и S2
(+)), которые зависят от 

последовательности оснований в рассматриваемом фрагменте ДНК, нам необходимо выбрать 
некоторую последовательность. В качестве примера мы рассмотрели два самых простых слу-
чая, когда все пары одинаковые:  

|– A = T –| 
  |– A = T –|        (8) 

|– A = T –| 

|– G ≡ C –| 
   |– G ≡ C –|.        (9) 

|– G ≡ C –| 

В обоих случаях мы имеем S1
(–) = S1

(+), S2
(–) = S2

(+). Учитывая, что значения энергии стэкинга ме-
жду этими парами оснований равны [Ornstein et al., 1978] 

)(
TA

TA
Estack = 3.731 × 10–20 (J) and )(

CG

CG
Estack  = 5.739×10–20 (J), 

мы легко находим  

(S1
(–) + S2

(–))AT = (S1
(+) + S2

+))AT = 2 stack

A T
E

A T

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2π/10)–2 = 18,9206×10–20 (J), 
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(S1
(–) + S2

(–))GC = (S1
(+) + S2

+))GC = 2 stack

G C
E

G C

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2π/10)–2 = 29,1036×10–20 (J), 

и, следовательно, коэффициенты жесткости вертикальных пружинок равны следующим зна-
чениям: 

KAT = 0,3338 (J/m2), KGC = 0,5332 (J/m2). 

В результате мы находим искомые оценки: 
(S1

(–))AT = (S1
(+))AT = KAT (rA)2 = 11,2290 × 10–20 (J), 

(S2
(–))AT = (S2

(+))AT = KAT (rT)2 = 7,6916 × 10–20 (J), 
(S1

(–))GC = (S1
(+))GC = KGC (rG)2 = 17,3237 × 10–20 (J), 

(S2
(–))GC = (S2

(+))GC = KGC (rC)2 = 11,7799 × 10–20 (J). 

Решение уравнений и расчет траектории в конфигурационном 
пространстве 

Чтобы упростить дальнейшие расчеты, выполним следующее преобразование:  

t = τ × 10–12. 

Тогда уравнения (6) – (7) приобретут вид 

 I1 (d
2
φ1/dτ2) = – U1 sin(φ1) + U1–2 sin(φ1+ φ2)  – (S1

(–) + S1
(+)) (φ1) – β1 (dφ1 /dτ),        (10) 

 I2 (d
2
φ2/dτ2) = – U2 sin(φ2) + U1–2 sin(φ1+ φ2)  – (S2

(–) + S2
(+))  (φ2) – β2 (dφ2 /dτ).        (11) 

 
Пересчитанные параметры модельных уравнений (10)–(11) представлены в таблице 2.  

Таблица 2. Параметры уравнений (10)–(11) 

Централь- 
ная пара  
оснований 

I1,n 

[kg·m2] 
I2,n 

[kg·m2] 
U1,n 
[J] 

U2,n 
[J] 

U1–2,n 
[J] 

U0,n 
[J] 

β1,n 
[Js] 

β2,n 
[Js] 

AT 7.61o 4.86 26.49 21.92 7.06 6.95 0.04 0.04 

GC 8.21 4.11 37.03 30.53 9.67 10.42 0.04 0.03 

 
Чтобы найти численные решения уравнений (10)–(11), удобно переписать эти дифферен-

циальные уравнения в частных производных в виде четырех обыкновенных дифференциальных 
уравнений:  

dφ1/dτ = γ1, 

dφ2/dτ = γ2, 

dγ1/dτ = – a1 sinφ1 + d1 sin(φ2 + φ1) – s1 (φ1) – b1 γ1, 

 dγ2/dτ = – a2 sinφ2 + d2 sin(φ2 + φ1) – s2 (φ2) – b2 γ2. (12) 

Здесь a1 = (U1/Ii); a2 = (U2/I2); d1 = (U1–2/Ii); d2 = (U1–2/I2); b1 = (β1 /I1); b2 = (β2/I2); s1 = 2(S1
(–) + 

+ S1
(+))/I1; s2 = 2(S2

(–) + S2
(+))/I2. Пересчитанные коэффициенты уравнений (12) представлены 

в таблице 3.  
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Таблица 3. Коэффициенты уравнений (12) 

Первое из двух  

оснований,  

образующих  

пару  

a1 a2 d1 d2 b1 b2 s1 s2 

A 3,48 4,51 0,93 1,45 0,0056 0,0072 5,90 6,33 

T 4,51 3,48 1,45 0,93 0,0072 0,0056 6,12 5,71 

G 4,51 7,43 1,18 2,35 0,0051 0,0084 8,43 17,3 

C 7,43 4,51 2,35 1,18 0,0084 0,0051 16,9 12,4 

 
Графики решений уравнений (12), рассчитанные при помощи программы Maple, показаны на 
рис. 4. Траектории в конфигурационном пространстве показаны на рис. 5.  

Из рис. 4 и рис. 5 следует, что решения и траектории, рассчитанные для двух различных 
однородных последовательностей ((8) и (9)), заметно отличаются друг от друга. Отсюда можно 
заключить, что динамическое поведение оснований ДНК зависит от состава фрагмента ДНК. 
Чтобы понять роль стэкинговых взаимодействий, мы представили на рис. 6 и рис. 7 решения 
и траектории, полученные в отсутствие стэкинговых взаимодействий, кода S1

(–) = S1
(+)= S2

(–) = 

= S2
(+) = 0.  
Сравнение графиков, полученных со стэкинговыми взаимодействиями и без них, показы-

вает, что решения и траектории, полученные в этих двух случаях, заметно отличаются. Таким 
образом, можно со всей определенностью сделать вывод о том, что стэкинговые взаимодейст-
вия вносят существенный вклад в динамику вращательных колебаний оснований.  
 

(a) (b) 
 
Рис. 4. Решения уравнений (12), полученные для a) AT и b) GC центральных пар. Сплошной линией по-
казаны колебания аденина, штрих-пунктирной — тимина, штриховой — гуанина, пунктирной — цитози-
на. Начальные условия: φ1(0) = 0,1; φ2(0) = 0; γ1(0) = γ1(0) = 0 
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(a) (b) 

Рис. 5. Траектории в конфигурационном пространстве {φ1(t), φ2(t)}, полученные для a) AT и b) GC цен-
тральных пар. Начальные условия: φ1(0) = 0,1; φ2(0) = 0; γ1(0) = γ1(0) = 0 
 
 
 

(a) (b) 

Рис. 6. Решения уравнений (12), полученные при условии S1
(–) = S1

(+)= S2
(–) = S2

(+) = 0 для a) AT и b) GC 
центральных пар. Сплошной линией показаны колебания аденина, штрих-пунктирной — тимина, штри-
ховой — гуанина, пунктирной — цитозина. Начальные условия: φ1(0) = 0,1; φ2(0) = 0; γ1(0) = γ1(0) = 0 
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(a) 

 
(b) 

 
Рис. 7. Траектории в конфигурационном пространстве {φ1(t), φ2(t)}, полученные  при условии S1

(–) = S1
(+)= 

= S2
(–) = S2

(+) = 0 для a) AT и b) GC центральных пар. Начальные условия: φ1(0) = 0,1; φ2(0) = 0; γ1(0) = 
= γ1(0) = 0 

Заключение 

В данной работе исследованы вращательные колебания двух связанных оснований, обра-
зующих центральную пару в коротком фрагменте ДНК, состоящем из трех пар. Для этой цели 
была построена механическая модель, имитирующая эти колебания. Модель учитывает  

1) водородные взаимодействия между основаниями внутри пар,  
2) стэкинговые взаимодействия между парами оснований и  
3) спиральность ДНК.  

Однако в модели не учитываются колебания оснований в крайних парах.  
Мы построили лагранжиан модельной системы и вывели уравнения движения. Решения 

этих уравнений получены для двух частных случаев, когда рассматриваемый фрагмент ДНК 
состоит из одинаковых пар оснований: из пар AT или пар GC. Мы построили траектории дви-
жений в конфигурационном пространстве для этих двух модельных систем и показали, что ди-
намическое поведение оснований ДНК зависит от состава рассматриваемого фрагмента ДНК.  

Мы показали, что учет стэкинга при построении механической модели имеет важное зна-
чение, так как приводит к заметному (почти в два раза) увеличению частоты колебаний, в то 
время как  учет спиральности структуры практически не влияет на вид потенциальной поверх-
ности и, как видно из структуры уравнений (5)–(6) совсем не влияет на вид решений и траекто-
рий. Возможно, особенности, связанные со спиральностью структуры, проявятся в случаях, ко-
гда не все пары в рассматриваемом фрагменте ДНК будут одинаковыми.  

Рассмотренный в данной статье подход имеет хорошие перспективы  и может быть приме-
нен для исследования вращательных колебаний оснований в более длинных фрагментах ДНК. 
Кроме того,  ограничение одинаковостью пар оснований тоже может быть снято. Это позволит 
сравнить колебания оснований в фрагментах ДНК с различными последовательностями осно-
ваний и, возможно, позволит найти связь между динамическими и функциональными свойст-
вами ДНК.  
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