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Введение 
Лобовые и касательные столкновения атомных ядер при низкоэнергетических ядерных 

реакциях сопровождаются передачами внешних нейтронов между ядрами [Flerov, 1958]. Эти 
процессы особенно существенны для столкновений с участием нейтроноизбыточных (экзоти-
ческих) атомных ядер, интенсивно изучаемых в последние годы [Пенионжкевич, 1998; 
Zagrebaev et al., 2007; ЛЯР ОИЯИ]. Значительные изменения волновых функций внешних ней-
тронов в ходе столкновений и невозможность применения из-за этого стандартных методов 
теории возмущений требуют решения нестационарного уравнения Шредингера [Давыдов, 
1973]. На состояния нуклонов в атомном ядре существенно влияет так называемое спин-
орбитальное взаимодействие [Давыдов, 1973; Широков и Юдин, 1980]. Схема учета спин-
орбитального взаимодействия при численном решении нестационарного уравнения Шрединге-
ра, предложенная в 2010 г. [Самарин, Самарин, 2010], была опробована для исследования эво-
люции состояний внешних нейтронов с минимальной проекцией полного момента на межъя-
дерную ось при столкновении ядер 40

Са и 96Zr. В данной работе более подробно рассмотрен ал-
горитм решения нестационарной задачи. Проведен полный анализ поведения при столкновении 
ядер 18O и 58Ni внешних нейтронов ядра 18O со всеми возможными значениями проекции Ω  
полного момента на межъядерную ось. 

Модель 
Уравнения классической механики для сталкивающихся тяжелых атомных ядер имеют 

вид: 

 
1 21 1 12 1 2 2 2 12 1 2( ),  ( )m V m V= −∇ − = −∇ −r rr r r r r r�� �� , (1) 

где 1 2( ), ( )t tr r  – центры ядер с массами 1 2,  m m , 12 ( )V r  – потенциальная энергия взаимодействия 
ядер. Потенциальная энергия нейтрона с радиус-вектором r  до момента касания поверхностей 
сталкивающихся ядер является суперпозицией полей обоих ядер 

1 2 1 1 2 2( ; ) ( ) ( )V V V= − + −r r ,r r r r r . 

Нестационарное уравнение Шредингера для независимого описания внешних нейтронов массы m   
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где p  – оператор импульса, { }, ,x y zσ σ σ=σ  – матрицы Паули и 0R = 1 фм, b  – определяемая 
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r  – спинорная волновая функция. 

В декартовой системе координат уравнение (2) имеет вид: 
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уравнения (3). (4) приводятся к безразмерному виду, 1 0:b bb=  
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Алгоритмы 
Для получения численного решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных 

уравнений (1) был использован известный метод Рунге–Кутта четвертого порядка. За основу 
алгоритма численного решения краевой задачи для уравнений (5), (6) с однородными гранич-
ными условиями вдали от сталкивающихся атомных ядер была выбрана разностная схема для 
нестационарного уравнения Шредингера без спин-орбитального взаимодействия 
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использованная в работе (Riley and Ritchie, 1999). Аппроксимация уравнения (7) на равномер-
ной сетке по координатам с использованием метода расщепления [Марчук, 1980] приводит 
к разностной схеме второго порядка точности по τ , где τ  – шаг по времени. Переход от вре-
менного слоя tν  с известной волновой функцией νΨ  к слою 1t tν ν τ+ = +  и нахождение на нем 

волновой функции 1ν +Ψ  осуществляется путем определения вспомогательных сеточных функ-
ций ϕ , χ : 

 1 1
8 8i i

ντ τϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ = − Δ Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (8) 

 0 01 1
2 2

b u b u
i i

τ τχ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (9) 

 11 1
8 8i i

ντ τ χ+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ Ψ = − Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (10) 



К. В. Самарин 

____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

396 

При обобщении этой схемы на уравнения (5), (6) со спин-орбитальным взаимодействием урав-
нения (8) и (10) записываются для двух компонент спинорных функций без изменений: 

 1,2 1,21 1
8 8i i

ντ τϕ ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ = − Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  (11) 

 1
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.  (12) 

Обобщением уравнения (9) будет являться система двух уравнений 
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Для решения уравнений (11), (12), как и в разностной схеме без спин-орбитального 
взаимодействия, было использовано быстрое комплексное преобразование Фурье [Марчук, 
1980; Поттер, 1975]. Для решения уравнений (13), (14), представленных в виде 

0

1 1

0

1 1 2 2 2 2
1

1 1 2 2 2

1
2

1
2

 
2

 

b V
i

b V
i

V V V V V V
b i i

i x y y x y z z y x z z x

V V V V V
i i

x y y x y z z y x

τ

χ ϕ
τ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕτ

χ χ χ χ χ

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= +
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − + − − − +⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

�

� � � � � �

� � � � �

1

2
01 ,

2

V
b V

z z x i

χ τ −⎤⎛ ⎞∂∂ ⎛ ⎞− −⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎦

�

�

 

0

2 2

0

1
2

1
2

b V
i

b V
i

τ

χ ϕ
τ

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= +
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

�

 



Математическое моделирование нейтронных передач в ядерных реакциях… 

______________________________________ 2010, Т. 2, № 4, С. 393–401______________________________________  

397 

2 2 1 1 1 1
1

2 2 1 1 1 1
0

 
2

 + 1
2

V V V V V V
b i i

i x y y x y z z y x z z x

V V V V V V
i i b V

x y y x y z z y x z z x i

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕτ

χ χ χ χ χ χ τ

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − − + − + − −⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞− − + − − −⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎝⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

� � � � � �

� � � � � �

�

1

,
−

⎟
⎠

 

был использован метод итераций, причем из-за быстрой сходимости метода было достаточно 
выполнять не более пяти итераций. Это обусловлено доминированием элементов главной диа-
гонали матрицы системы над недиагональными. 

В центральном поле ядра начальные условия 1
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для волновой функции 

принадлежащего ему  нейтрона с проекцией момента Ω  на ось Oz  имеют вид 
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где ( , )lmY θ ϕ  – сферические функции. Предложенная разностная схема была успешно протести-
рована для нейтронов в изолированном ядре. Было продемонстрировано воспроизведение не-
изменного распределения плотности вероятности 

 
2 2

1 2( , )tρ ψ ψΩ = +r  (15) 

в течение времени, существенно превышающего время столкновения ядер. 

Результаты 
Результаты для изменения со временем полной плотности вероятности 
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нейтронов внешней оболочки 5/ 21d  ядра 18O при лобовом столкновении с ядром 58Ni показаны 
на рис. 1. На рис. 2 показаны зависимости от времени t  и от межъядерного расстояния R  сред-
ней вероятности tP  передачи внешнего нейтрона от одного ядра другому: 
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где область интегрирования ( ){ }1 1 2 1 12,z z R R R R rω ≡ − < + − − < + Δr r  и межъядерная ось Оz 

направлена от ядра 1 к ядру 2, 1R , 2R  – радиусы ядер, 2rΔ ≈  фм. Зависимости от времени t  
и от межъядерного расстояния R  вероятности P  передачи внешнего нейтрона с определенной 
проекцией полного момента Ω  на межъядерную ось 
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показаны на рис. 3. Зависимости вероятности передачи нейтрона tP  от энергии в системе цен-

тра масс E  и от минимального расстояния между поверхностями ядер 1 2sR R R R= − −  показаны 
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на рис. 4. Аналогичные зависимости для вероятностей передачи внешнего нейтрона с опреде-
ленной проекцией полного момента Ω  на межъядерную ось показаны на рис. 5. 

  
а)    б) 

 

  
в)    г) 

Рис 1. Областями почернения показаны изменения полной плотности вероятности (16) и квадрата модуля 
2

1Ψ  внешнего нейтрона ядра 18О с начальным состоянием 1d5/2 с проекциями момента на межъядерную 

ось 1 2Ω =  и 3 2Ω =  при лобовом столкновении c ядром 58Ni при энергии в системе центра масс 
E = 32 МэВ. Ходу времени соответствует последовательность а)–г) 

По результатам моделирования можно сделать вывод о том, что на стадии сближения 
ядер нейтроны с минимальной проекцией момента 1 2Ω =  начинают передаваться от одного 
ядра другому раньше остальных (и с большей вероятностью). Волновая функция таких нейтро-
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нов локализована вдоль межъядерной оси. При этом образуются устойчивые структуры плот-
ности вероятности, соответствующие двухцентровым (молекулярным) состояниям. Это под-
тверждают результаты, полученные ранее в модели без учета оператора спин-орбитального 
взаимодействия [Zagrebaev et al., 2007]. Однако для рассмотренной реакции оказалось, что на 
стадии разлета ядер переданные нейтроны с 1 2Ω =  также охотнее возвращаются обратно. 

В результате с наибольшей вероятностью передаются нейтроны с проекцией момента 3 2Ω = . 
Волновая функция таких нейтронов локализована в непосредственной близости от межъядер-
ной оси. Таким образом, определяющим вероятность передачи оказывает пространственная 
форма нейтронных «облаков», обусловленных орбитальным движением нейтронов. 

 
а)     б) 

Рис. 2. Зависимость от времени t  (а) и от межъядерного расстояния R  (б) средней вероятности tP  пере-

дачи внешнего нейтрона ядра 18О с начальным состоянием 1d5/2 и с произвольной проекцией момента на 
межъядерную ось при лобовом столкновении c ядром 58Ni при энергиях в системе центра масс 
E = 28 МэВ (сплошные линии), E = 30 МэВ (штриховые линии) и E = 32 МэВ (точечные линии) 

 
(а)     (б) 

Рис. 3. Зависимость от времени t  (а) и от межъядерного расстояния R  (б) вероятности передачи PΩ  

внешнего нейтрона ядра 18О с начальным состоянием 1d5/2 с  проекциями момента на межъядерную ось 
1 2Ω =  (сплошные линии), 3 2Ω =  (штриховые линии) и 5 2Ω =  (точечные линии) при лобовом 

столкновении c ядром 58Ni с энергией в системе центра масс E = 32 МэВ 
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(а)     (б) 

Рис. 4. Зависимость от минимального расстояния между поверхностями ядер 1 2sR R R R= − − , где 1R , 

2R  – радиусы ядер (а), и от энергии в системе центра масс E  (б) средней вероятности tP  передачи внеш-

него нейтрона ядра 18О с начальным состоянием 1d5/2 и с произвольной проекцией момента на межъядер-
ную ось при лобовом столкновении c ядром 58Ni 

 
(а)     (б) 

Рис. 5. Зависимость от минимального расстояния между поверхностями ядер sR  (а) и от энергии в сис-

теме центра масс E  (б) вероятностей PΩ  передачи внешнего нейтрона ядра 18О с начальным состоянием 

1d5/2 с проекциями момента на межъядерную ось 1 2Ω =  (сплошные линии), 3 2Ω =  (штриховые ли-

нии) и 5 2Ω =  (точечные линии) при лобовом столкновении c ядром 58Ni 

Заключение 
Предложенная схема численного решения нестационарного уравнения Шредингера 

 с учетом спин-орбитального взаимодействия может быть полезной при компьютерном моде-
лировании низкоэнергетических ядерных реакций. Установлено доминирующее влияние орби-
тального движения нейтронов на процессы их передачи. Это позволяет анализировать и про-
гнозировать экспериментальные результаты по реакциям слияния с участием нейтроноизбы-
точных ядер. 
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