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Введение 
Низкоэнергетические реакции слияния тяжелых ядер являются важным инструментом 

синтеза новых сверхтяжелых элементов [Oganessian et al., 2006; 2010] и исследования сущест-
вующих атомных ядер [Rowley, 1998; Dasgupta, 1998; Загребаев В. И. и др., 2007; Zagrebaev 
et al., 2007]. Медленное относительное движение атомных ядер при лобовых и касательных 
столкновениях [Flerov, 1958] ведет к значительному изменению волновых функций ядерных 
нуклонов, что нарушает условие применимости традиционной теории возмущений [Давыдов, 
1973]. Однако адиабатическое приближение Борна–Оппенгеймера [Давыдов, 1973] позволяет 
анализировать такие столкновения путем раздельного рассмотрения медленного движения тя-
желых ядер и быстрого движения составляющих их легких нуклонов. Для описания движения 
нуклонов используются взаимно дополняющие модели атомных ядер: одночастичная (оболо-
чечная), предполагающая независимое рассмотрение нуклонов, и коллективная, рассматри-
вающая согласованные движения внешних нуклонов как колебания поверхности ядер [Широ-
ков, Юдин, 1980]. Элементарные возбуждения (кванты) таких колебаний по аналогии с колеба-
ниями атомов кристалла называют фононами. Фононы и одночастичные состояния в системе 
двухатомных ядер, пребывающих достаточно долгое время на расстоянии действия ядерных 
сил, отличаются от аналогичных состояний изолированных атомных ядер. Изучение их свойств 
и влияния на процессы слияния-деления атомных ядер представляет значительный интерес. 

Модель 
Коллективные возбужденные состояния в сферических атомных ядрах представляют со-

бой колебания поверхности (фононы) мультипольности 2,3,λ = …  [Широков, Юдин, 1980]. 
Энергии ( )Rαε  и волновые функции αΦ  возмущенных стационарных колебательных состоя-
ний в двуядерной системе, соответствующих деформациям поверхностей ядер вдоль межъя-
дерной оси, находятся из многомерного уравнения Шредингера [Самарин, 2009] 

 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )i
i

H V R V R R R Rλ α α α
λ

ε⎡ ⎤+ − Φ = Φ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ β β β , (1) 

где iH λ  – гамильтонианы независимых колебаний мультипольности λ  поверхности i -го ядра, 

1,2i = , iλβ  – соответствующие параметры деформации, { }iλβ=β , ( )V R  и ( , )V R β  – потенци-

альные энергии взаимодействия сферических и динамически деформированных ядер, 
( ) ( ,0).V R V R≡  Гамильтонианы iH λ  представляют собой гамильтонианы линейных осциллято-

ров [Давыдов, 1973]. Для коллективных степеней свободы используем разложение по осцилля-
торным функциям ( )νϕ β  для бесконечно удаленных ядер 

 ( , ) ( ) ( )R c Rα ν ν
ν

ϕΦ =∑β β , (2) 

 ( ) ( )i
i

H λ ν ν ν
λ

ϕ ε ϕ⎡ ⎤ =⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ β β , (3) 

где νε , 0,1,ν = …  – энергии возбуждений, причем можно полагать 0 0ε = .  
Уравнение (1) сводится к однородной системе линейных уравнений 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0R V R V R c Rν μν α μν μν με δ ε δ⎡ ⎤− + − =⎣ ⎦ , (4) 

где ( ) | ( , ) |V R V Rμν μ νϕ ϕ= 〈 〉β  – матрица связи каналов [Samarin, Zagrebaev, 2004]. Для поиска 

( )Rαε  использовано определение собственных значений матрицы с элементами [ ]( )V Rν μνε δ− +  
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( )V Rμν+ с помощью стандартной процедуры диагонализации матрицы связи каналов ( )V Rμν  

[Уилкинсон, Райнш, 1976]. 
В модели независимых частиц (оболочечной модели) состояния нуклонов находятся из 

стационарного уравнения Шредингера с учетом спин-орбитального взаимодействия для спи-

норной волновой функции 1

2

ψ
ψ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 нуклона массы m  [Давыдов, 1973; Широков, Юдин, 1980]: 

 [ ]
2

1 1

2 2

ˆ( ) ( )
2 2

b
V V

m

ψ ψ
ε

ψ ψ
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− Δ + − ∇ =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

r p
�

�
σ , (5) 

где p̂  – оператор импульса, { }, ,x y zσ σ σ=σ  – матрицы Паули. При использовании цилиндри-

ческой системы координат ( , , )zρ ϕ  с осью Oz , направленной вдоль межъядерной оси, уравне-
ние (5) сводится к системе уравнений  

 
2

1 2 1

1 1
( , )

2 2 2
i

z z

b b
V z i V i e i V V V

m z
ϕ

ρ ρρ ψ ψ εψ
ρ ϕ ρ ρ ϕ

− ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂− Δ + + + − − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
, (6) 

 
2

2 1 2

1 1
( , )

2 2 2
i

z z

b b
V z i V i e i V V V

m z
ϕ

ρ ρρ ψ ψ εψ
ρ ϕ ρ ρ ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂− Δ + − − − + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
. (7) 

Вследствие аксиальной симметрии потенциальной энергии нуклона ( , )V zρ  его состояния 
классифицируются значениями квантового числа проекции полного момента на межъядерную 
ось 1 2, 3 2,Ω = ± ± … , а волновые функции представляются в виде: 

 ( )1 1( , )exp ( 1 2)f z iψ ρ ϕ= Ω − , ( )2 2 ( , )exp ( 1 2)f z iψ ρ ϕ= Ω + . (8) 

Для функций 1( , )f zρ , 2 ( , )f zρ  потребуем выполнения однородных граничных условий вдали 

от ядер радиусов 1R , 1R : 

 1 0( , ) 0f zρ = , 2 0( , ) 0f zρ = , 0 1 2, .R Rρ �  (9) 

Используем точные в пределе N → ∞  разложения по собственным функциям ( )ky λ ρ , 1( )ky λ ρ+  
краевой задачи: 

 1
0

( , ) ( ) ( )
N

k k
k

f z p z yλ λρ ρ
=

=∑ , 1 2λ = Ω − , 0,1, ,λ = …  (10) 

 2 1 1
0

( , ) ( ) ( )
N

k k
k

f z q z yλ λρ ρ+ +
=

=∑ , 1 1 2λ + = Ω + , при 1 2Ω ≥ − , (11) 

 ( )
0( ) ( )k

k ky C Jλ λ λ λρ μ ρ ρ= , 
( )

0 0

2

( )
k k

C
J

λ
λρ μ

=
′

, (12) 

где ( )J xλ  – функции Бесселя целого порядка 0,1,λ = … , ( )k
λμ  – их нули, ( )( ) 0kJλ λμ = . С учетом 

ортонормированности собственных функций краевой задачи 

0

0

( ) ( )k n kny y d
ρ

λ λρ ρ ρ ρ δ=∫  
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при выборе конечного числа слагаемых 1N �  в суммах (10), (11) для коэффициентов разложе-
ния получается система 2N  «зацепляющихся» дифференциальных уравнений 

 
2( )

( ) ( ) ( )
1 1 2

1 1 10

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

n N N N

n n k nk k nk k nk n
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p z p p z v q z w q z t p zλ λ λλ

λ λ λ λ λ λ
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ρ + +

= = =

⎛ ⎞′′ ′− − + − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑
�

  (13) 
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1 1 1 12

1 1 10

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n N N N

n n k nk k kn k nk n
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  (14) 

с матрицами связи 
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Алгоритмы 
Для численного решения дифференциальных уравнений (13), (14) записываются их раз-

ностные аппроксимации на равномерной сетке miniz z ih= + , 1, .i M=  Приведем пример таких 

уравнений для 1 2Ω =  и 0:λ =  

 

2( )
2 (0) 20

0 1 0 0 1 0
10

(0) (0) (0) 2
1 1 1

1 1

(0) 2
1 1 0

1

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ),
2

n N

n i n i n i k i nk i
k

N N

nk i k i k i nk i nk i
k k

N

k i nk i n i
k

p z h p z p z p z v z h

h
w z q z q z t z s z h

h
q z w z h p z

μ
ρ

ε

+ −
=

+
= =

−
=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎡ ⎤⎢ ⎥− + + − + −⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤− + + +⎣ ⎦

+ =

∑

∑ ∑

∑

 (20) 

 

2( )
2 1

1 1 1 1 1
0

2 (1) (1) (0)
1 0 1

1 1

(0) 2 (0) 2
0 0 1 1

1 1

( ) 2 ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
2

n

n i n i n i

N N

k i nk i nk i kn i k i
k k

N N

k i nk i kn i k i n i
k k

q z h q z q z

h
q z h v z u z w z p z

h
p z z h w z p z h q z

μ
ρ

τ ε

+ −

+
= =

−
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥− + + − +⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

+ − =

∑ ∑

∑ ∑

 (21) 



Математическое моделирование двуядерных систем при низкоэнергетических… 

______________________________________ 2010, Т. 2, № 4, С. 385–392______________________________________  

389 

Полученная разностная задача сводится к проблеме собственных значений несимметричной 
ленточной матрицы и может быть решена стандартными алгоритмами линейной алгебры, на-
пример, методом обратных итераций [Уилкинсон, Райнш, 1976]. 

Результаты 
Результаты расчета энергии возмущенных колебательных состояний (фононов) ( )Rαε в сис-

темах 36S+90Zr и 16O+144Sm представлены на рис. 1а, б. В выражениях (1)–(4) учитывались квадру-
польные с 2λ =  и октупольные с 3λ =  колебания каждого ядра. Энергии таких фононов в первой 
системе близки: 36

2 ( S)λε = = 3,29 МэВ, 36
3 ( S)λε = = 4,19 МэВ, 90

2 ( Zr)λε = = 2,19 МэВ, 90
2 ( Zr)λε = =  

= 2,75 МэВ, а во второй системе сильно отличаются (более чем в три раза) 144
2 ( Sm)λε = =  1,66 МэВ, 

144
3 ( Sm)λε = = 1,81 МэВ, 16

3 ( O)λε = = 6,13 МэВ, 16
2 ( O)λε = = 6,91 МэВ.  

 
а)       б) 

Рис. 1. Энергии ( )Rε  возмущенных колебательных уровней для систем 36S+90Zr (а), 16Ca+144Sm (б), BR  – радиус 
вершины Кулоновского барьера для сферических ядер радиусов 1R  и 2R  

Отметим два наиболее важных свойства возмущенных фононов. Во-первых, расстояния между 
колебательными уровнями εΔ  зависят от R , поэтому в околобарьерной области энергии возбужде-
ний, вообще говоря, отличаются от энергий возбуждений в изолированных ядрах. Во-вторых, у кри-
вых ( )Rαε  есть участки сближения (квазипересечения), на которых возмущенные колебательные 
состояния комбинируются из нескольких мод и существенно отличаются от колебаний в изолирован-
ных ядрах. Квазипересечение на рис. 1а имеет место при BR R≈  для второго и третьего возбужден-
ных возмущенных колебательных состояний ядра 90Zr, соответствующих при R → ∞  октупольному 
фонону ядра 90Zr с энергией 2.75 МэВ и квадрупольному фонону ядра 36S с энергией 3,29 МэВ. В сис-
теме 16O+144Sm квазипересекаются при R ≈ 11,3 фм уровни, соответствующие при R → ∞  квадру-
польному и октупольному фононам ядра 144Sm с энергиями 1,66 и 1,81 МэВ, а также уровни, соответ-
ствующие парам таких фононов. 

Значения B( ) 0Rαε <  вблизи от точки BR  – вершины Кулоновского потенциального барьера – 

связаны с максимумами так называемой функции распределения по барьерам 
2

2

( )
( )

d E
D E

dE

σ=  

[Rowley, 1998], где ( )Eσ σ=  – экспериментальная зависимость сечения слияния ядер от энер-
гии E  в системе центра масс. Разность энергий EΔ  между положениями двух пиков функции 

( )D E  равна разности B( )RεΔ  энергий основного и первого наиболее заселенного возбужденного 
состояния двуядерной системы (Самарин, 2009). Экспериментальная зависимость ( )D D E=  для 
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столкновения ядер 36S+90Zr из работы [Scarlassara et al, 2001] приведена на рис. 2а. Эксперимен-
тальное значение EΔ ≈ 3,5 МэВ отвечает значению разности энергий первого возбужденного и ос-
новного возмущенных колебательных состояний 1 B 0 B( ) ( )E R Rε εΔ ≈ − . Состоянию с энергией 

1( )Rε  в пределе R → ∞  отвечает квадрупольный фонон ядра 90Zr с энергией 2,19 МэВ. Для столк-
новения ядер 16O+144Sm зависимость ( )D D E=  из работ [Leigh et al., 1995; Dasgupta et al., 1998] 
приведена на рис. 2б. Экспериментальное значение EΔ ≈ 5 МэВ отвечает значению разности энер-
гий второго возбужденного и основного возмущенных колебательных состояний 

2 B 0 B( ) ( )E R Rε εΔ ≈ − . Состоянию с энергией 2 ( )Rε  в пределе R → ∞  за точкой квазипересечения 
отвечает октупольный фонон ядра 144Sm с энергией 1,81 МэВ. 

        
а)        б) 

Рис. 2. Функции распределения по барьерам ( )D E  для столкновений ядер 36S+90Zr, по данным работы 
[Scarlassara et al, 2001] (а) и 16Ca+144Sm, по данным работы [Dasgupta M., 1998] (б) 

 
Результаты решения уравнений (20), (21) с 1 2Ω =  для системы 18

О+58Ni представлены на 
рис. 3. Плотности вероятности 

 
2 2

1 2( , ; )n z Rρ ψ ψ= + , (22) 

для состояний, переходящих при R → ∞  в состояния 5 / 21d  ядра 18
О, 3/ 22 p  и 5 / 21 f  ядра 58Ni по-

казаны на рис. 3а для межъядерного расстояния 10R =  фм вблизи вершины Кулоновского барье-
ра BR = 9,2 фм. Графики зависимостей ( )Rε  для внешних нейтронов ядер 18

О, 58Ni и низколе-
жащих незанятых нейтронами состояний этих ядер показаны на рис. 3б. Как и на рис. 1, энергии 
одночастичных возбуждений – расстояния εΔ  между нейтронными уровнями с 1 2Ω =  замет-

но зависят от R  в околобарьерной области при B~ .R R  У некоторых соседних кривых ( ),Rε  

в частности у состояний, переходящих при R → ∞  в состояния 5/ 21d  и 1/ 21s  ядра 18
О и в состоя-

ния 3/ 22 p  и 5 / 21 f  ядра 58Ni, есть участки сближения (квазипересечения). Плотность вероятно-
сти (22) внешних нейтронов даже на добарьерных межъядерных расстояниях (рис. 3а) распре-
деляется между обоими ядрами. Такие двуцентровые молекулярные нейтронные состояния 
аналогичны молекулярным орбиталям (МО) – состояниям валентных электронов в двухатом-
ных молекулах. Они необходимы для описания ядро-ядерных столкновений c перераспределе-
нием нуклонов методом возмущенных стационарных состояний [Жигунов, Захарьев, 1974]. 

Заключение 
Проведенное исследование возмущенных коллективных и молекулярных одночастичных 

состояний двуядерных систем позволяет лучше понять механизмы низкоэнергетических ядер-
ных реакций. Это может быть полезно при анализе и прогнозировании экспериментальных ре-



Математическое моделирование двуядерных систем при низкоэнергетических… 

______________________________________ 2010, Т. 2, № 4, С. 385–392______________________________________  

391 

зультатов по реакциям слияния-деления атомных ядер. Предложенный метод численного ре-
шения уравнения Шредингера для произвольного аксиально-симметричного поля с учетом 
спин-орбитального взаимодействия может найти применение в квантовой химии и физике ли-
нейных наноструктур («квантовых проволок»).  
 

 

а)       б) 

Рис. 3. Плотности вероятности ( , ; 10 фм)n z Rρ =  и энергии ( )Rε  нейтронных состояний (а) с мини-
мальным модулем проекции полного момента на межъядерную ось и системы ядер 18O+58Ni 1 2.Ω =  
Энергии ( )Rε  занятых нейтронами состояний – сплошные линии, незанятых – штриховые линии 
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