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Введение 

Определение механических характеристик облитерирующих тромбов представляет инте-
рес для медиков, но непосредственно измерить эти характеристики невозможно. В венозном 
дереве кровеносной системы формируются главным образом фибриновые тромбы, представ-
ляющие собой полимерные сети. Упругие свойства тромба зависят от свойств полимера фиб-
рина. Часто тромбы формируются около искривлений, слияний и бифуркаций артерий и вен. 
Флотирующий тромб приводит к тромбоэмболии. Сорвавшийся тромб может закупорить сосуд, 
подходящий к жизненно важным органам. До отрыва тромба невозможно непосредственно оп-
ределить его механические характеристики, определяющие срочность и метод лечения. С по-
мощью УЗИ, доступного во многих медицинских учреждениях, частота и амплитуда колебаний 
тромба поддаются измерению. Следовательно, с помощью расчетов можно попытаться решить 
обратную задачу – определить, каким механическим характеристикам соответствует данный 
режим колебаний. 

Изучение влияния стеноза артериальных сосудов на поток крови важно для решения ряда 
практических задач, прежде всего для прогноза жизнеугрожающих состояний за счет рисков 
развития инфарктов и инсультов; для клинического управления процессами развития атеро-
склероза, формирования подходов к его лечению и контролю терапевтической эффективности 
предпринятых консервативных и оперативных методов лечения. 

Многие теоретические и экспериментальные работы посвящены исследованию потока 
крови сквозь стенозированные артерии. Для построения математических моделей прибегают 
к различным упрощениям. Ряд теоретических и экспериментальных работ посвящен сравнению 
реологических моделей крови. Форрест и Юнг экспериментально показали, что при течении 
крови в стенозированной артерии нельзя пренебрегать неньютоновскими эффектами [Forrest, 
Young, 1970]. Основной причиной неньютоновского поведения крови является общее снижение 
вязкости, вызванное дезагрегацией столбиков эритроцитов в плазме крови [Shibeshi, Collins, 
2005]. Существует много моделей неньютоновской жидкости, описывающих кровь с различной 
степенью точности. Наиболее популярные – степенная жидкость, модели Кэссона и Carreau. 
В [Shibeshi, Collins, 2005; Chan, Ding, Tu, 2007] проведено сравнение этих моделей между собой 
и с моделью ньютоновской жидкости. В [Fan et al, 2009] сравниваются модели Кэссона, ньюто-
новской и гибридной жидкостей. Также встречаются работы, представляющие кровь моделью 
ньютоновской жидкости, например [Haldar, 1987; Ponalagusamy, 2007; Ortiz et al, 2006]. 

Более точно представляет кровь двухжидкостная модель: выделяется ядро течения (сус-
пензия из эритроцитов), описываемое неньютоновской жидкостью, и пограничный слой (плаз-
ма крови), описываемый жидкостью Ньютона. В [Sankar, Ismail, 2009] неньютоновская жид-
кость в ядре течения представлена моделью Гершеля–Балкли и моделью Кэссона. На основе 
полученных результатов сделан вывод, что для изучения потока крови сквозь стенозированные 
артерии более подходит двухжидкостная модель Кэссона, чем модель Гершеля–Балкли. Анало-
гичная двухжидкостная модель использована в [Joshi, Pathak, Joshi, 2009]. 

Одно из частых упрощений – пренебрежение пульсовыми волнами, что соответствует ве-
нозному дереву.  

Одна из характерных геометрических постановок задачи – поток крови в артериальной 
или венозной бифуркации. В [Shibeshi, Collins, 2005] исследован с помощью метода конечных 
элементов стационарный ламинарный поток в Т-образной бифуркации. На основе распределе-
ния скорости показано, что модель ньютоновской жидкости динамически близка к модели Кэс-
сона, а степенная жидкость схожа с моделью Carreau. В [Banks, Bressloff, 2007] рассматривает-
ся турбулентный поток в трехмерной бифуркации. Модель бифуркации задана параметрически, 
что облегчает изменение локальной формы, сохраняя глобальную форму неизменной. В [Shaw 
et al, 2009] рассматривается стенозированная бифуркация артерии с подвижными стенками, ар-
терии представлены прямыми цилиндрами конечной длины.  

Безусловно, результаты моделирования могут быть использованы в экспериментальной 
медицине и клинической практике. 
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Постановка задачи  

Рассматривается случай, когда тромб локализован вблизи венозной бифуркации. Будем стро-
ить математическую модель для случая, когда сформировавшийся фибриновый тромб полностью 
перекрывает просвет кровеносного сосуда. Из экспериментов известно, что фибриновые тромбы 
являются частично проницаемыми для жидкости [Николаев, Синауридзе, Буравцев, 2009]. В рам-
ках принятой модели для построения общего описания тромба и крови будем считать, что и кровь, 
и тромб описываются моделью псевдопластической жидкости. Кровь хорошо описывается моде-
лью Кэссона [Климов, Петров, Георгиевский, 2005], но для описания крови в данной работе ис-
пользуется модель Шведова–Бингама. Такая модель жидкости описывает интересный предельный 
случай псеводпластического течения: при напряжении сдвига превышающие порог текучести среда 
течет как обычная ньютоновская жидкость [Каро и др., 1981]. 

Физическая модель  

Математическая модель, учитывающая все факторы, является слишком сложной для детального 
исследования. В рамках такой детальной модели необходимо учитывать, что кровь имеет сложную 
реологию, а область течения меняется со временем. Тип используемых уравнений также должен ме-
няться в зависимости от того, описывается ли течение внутри тромба, где для медленных фильтраци-
онных течений справедлив эмпирический закон Дарси [Николаев, Синауридзе, Буравцев, 2009], или 
сравнительно быстрые вязкопластичные течения крови. Кроме того, фибриновый тромб может быть 
не только частично проницаем для потока, но и сам двигаться в потоке жидкости. К тому же, есть 
основания считать сам тромб вязкоупругим. Таким образом, возникает соблазн единого описания 
тромба и крови в рамках единых математических моделей. 

Для качественного исследования свойств моделей рассмотрим упрощенную постановку зада-
чи. Течение крови считается осесимметричным. Поток крови из бокового сосуда впадает 
в основной сосуд ниже по течению, чем перекрывающий сосуд тромб. Геометрия рассматриваемой 
задачи показана на рис. 1, стрелкой обозначено направление скорости 0u  входного потока. 

 
Рис. 1. Геометрия рассматриваемой задачи 

Рассматривается участок сосуда длины L и радиуса R. Предполагается, что тромб занимает 
примерно половину расчетной области. В модельной постановке задачи форма границы тромба 
и крови считается полусферической (см. ниже). 

Для качественного исследования задачи сделаем еще одно упрощение. Пусть расход жид-
кости через впадающий сосуд меньше, чем расход фильтрационного течения в тромбе. Течение 
в основном сосуде – стационарное, что соответствует венозной системе. Как известно, в мелких 
и средних венах влияние пульсовых волн незначительно [Каро и др., 1981]. 

Математическая модель невозмущенного течения крови по сосуду 

Рассмотрим стационарное течение крови по цилиндрическому сосуду с жесткими непод-
вижными стенками и найдем профиль скорости v. 
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Уравнения движения однородной несжимаемой вязкопластической среды (для вектора 
скорости v, давления P и шести компонентов ijs  тензора напряжений S): 

 ρ grad Div ,
d

P
dt

= − +v
S   

 div 0,=v   

 ij
s

ij v
U

s ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ τ
+μ= 2 , , 1,2,3i j = , 0,U >  (1) 

 UT s μ+τ= , 0,U >   

 sT τ≤ , 0,U =   

где ijv  – компоненты тензора скоростей деформации, 2 ij ijU v v=  – второй инвариант тензора 

скоростей деформаций, T – второй инвариант тензора напряжений. 
Перепишем систему (1) в цилиндрических координатах для осесимметричного течения: 
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После преобразований система (1') принимает вид 
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∂

 

r

v

r

v

r

v
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s z
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zzs
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∂
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∂
∂

μ=
∂
∂

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝
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где zv
U

r

∂=
∂

 и 0r > . 

При ненулевом значении напряжения сдвига в центральной части трубы жидкость обра-
зует ядро течения – движется как твердый стержень радиуса corer  со скоростью maxv  [Лойцян-

ский, 2003]. Скорость достигает максимального значения в ядре течения. 
Найдем профиль скорости vz(r) в пограничном слое (при corer r R< < ). Введем обозначение 

для градиента давления 
z

P
A

∂
∂= . В стационарном случае 0=

∂
∂

t

vz  и второе уравнение систе-

мы (2) принимает вид A
r

s

r

s rzrz =+
∂

∂
. Его решение Ar

r

C
srz 2

1+= . Т. к. на оси симметрии rzs  

имеет конечное значение, то константа интегрирования 0С = . После подстановки выражения 
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для rzs  получим уравнение для :zv  

 
1

μ τ sign
2

z z
s

v v
Ar

r r

∂ ∂+ =
∂ ∂

 при corer r> . (3) 

Уравнение (3) имеет решение 
21

τ
μ 4z s

Ar
v r D

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 при 0zv

r

∂ ≤
∂

, где D — константа ин-

тегрирования. Из граничного условия 0=
=Rrzv  находим 

2

τ ,
4 s

AR
D R= − −  и решение уравне-

ния (3) записывается в виде 

 2 21
( ) ( ) τ ( )

μ 4z s

A
v r r R r R

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при corer r> . (4) 

Считаем, что на границе ядра течения 0,zv

r

∂ =
∂

 и из (4) находим радиус ядра течения 

core

2τsr
A

−= . Подстановкой corer  в формулу (4) для скорости находим скорость в ядре течения 

max core( )zv v r= . 

2 2
max core core

1
( ) τ ( )

μ 4 s

A
v r R r R

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при corer r≤ . 

При corer R=  ядро занимает весь объем сосуда и происходит запирание течения: жидкость 

не движется при напряжении сдвига, не превосходящем предельного значения 0τ 2

AR−= .  

Внутри фибрин-полимерной сети движение жидкости фильтрационное и описывается за-
коном Дарси 

η

k
P= − ∇W , 

где W – скорость фильтрации, k – коэффициент проницаемости, η – динамическая вязкость. 
Таким образом, течение жидкости внутри тромба стационарное при постоянном перепаде 
давления. 

Линеаризованная система уравнений 

Далее учтем входной поток из бокового сосуда. Скорость входного потока изменяется во 
времени. Представим скорость течения в виде суммы скорости стационарного течения и малых 

возмущений u (проекция на ось r) и v (проекция на ось z): 
u

v

⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

v . К давлению P добавляется 

возмущение P� . Задача заключается в определении полей скоростей и давления. 
В системе уравнений движения (1') добавим возмущения скорости и давления (заменим 

величины vr, vz, P, U, sij на ,rv u+  ,zv v+  ,P P+ �  ,U U+ �  ij ijs s+ �  соответственно). Тогда (1') при-

нимает вид: 

( )z

u u u
u v v

t r z
ρ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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( ) ( ) 2( )( ) rr rr zr zr rr rr zz zzs s s s s s s sP P
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∂ + ∂ + + + +∂ += − + + +
∂ ∂ ∂

�

� � � �

, 

 
( ) ( ) ( )

( )z z z
z

v v v v v v
u v v

t r z
ρ ∂ + ∂ + ∂ +⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (5) 

( ) ( )( ) rz rz zz zz rz rzs s s s s sP P

z r z r

∂ + ∂ + +∂ += − + + +
∂ ∂ ∂

�

� � �

, 

( )1 ( )
0,zv vru

r r z

∂ +∂ + =
∂ ∂

 

где 

 
τ

2 μ
s

rr rr rr

u
s s s

rU U

∂⎛ ⎞+ = = +⎜ ⎟ ∂+⎝ ⎠
� �

�

, 
τ ( )

μ
s z

rz rz

v vu
s s

z rU U

∂ +∂⎛ ⎞⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂+ ⎝ ⎠⎝ ⎠
�

�

, 

τ τ( )
2 μ 2 μ

s sz
zz zz zz

v v v
s s s

z zU U U U

∂ + ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
� �

� �

, 
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� . 

Линеаризуем полученную систему на решение стационарной задачи. Учтем, что 0.zv

z

∂ =
∂

 

Преобразуем выражения для U и компонент девиатора тензора напряжений ijs . Решение систе-

мы уравнений движения в невозмущенном случае существует только при 0zv

r

∂ <
∂

. Тогда 

zv
U

r

∂= −
∂

 и 
u v

U
z r

∂ ∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
� . 

После подстановки выражений для ijs  и U в систему (5) и преобразований получим окон-

чательный вид системы уравнений движения для нестационарного течения 

2

τ τ1 2
ρ 2 μ μ μ ,s s

z

u u P u u v u
v r

t z r r r U r z z r r U

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − + ⋅ + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

�

 

 
τ1

ρ μ 2 μ ,sz
z

vv v P u v v
u v r

t r z z r r z r z U z

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = − + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

 (6) 

1 ( )
0.

ru v

r r z

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

Постановка начальных и граничных условий 

В начальный момент времени на границе двух сосудов возмущения скорости равны скоро-
сти течения в боковом сосуде: 0 ( , ),u u z t=  0.v =  Во всей остальной расчетной области 0,u =  

0v = . В начальный момент возмущение давления 0.P =�  Граничные условия для скорости: 

o на оси течения: 0,u =  0
v

r

∂ =
∂

 (в силу симметрии), 

o на стенке сосуда: 0,u =  0v =  (условия прилипания), 
o на входном сечении: 0,u =  0v =  (считаем, что возмущения не распространяются далеко 
вверх по потоку), 
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o на выходе сосуда: 
2

2
0

u

z

∂ =
∂

 и 
2

2
0

v

z

∂ =
∂

 (свободное граничное условие). 

Граничные условия для давления: 

o на оси течения и на стенке сосуда: 0
P

r

∂ =
∂

�

 – условия отсутствия потока через стенку сосу-

да и условия симметрии на оси, 
o на входном сечении: 0,P =�  

o на выходном сечении 
2

2
0

P

z

∂ =
∂

�

 (свободное граничное условие). 

Определение формы границы тромба 

Выведем уравнение для радиально симметричной границы тромба, на которой имеется 
скачок давления P. Для определения формы границы тромба рассмотрим соосные цилиндры 
радиуса [0, ]r R∈ , верхние основания которых касаются границы тромба, а нижние лежат 

в плоскости 0z =  (см. рис. 2). На цилиндр действует сила давления PS ( 2
πS r= – площадь ос-

нования цилиндра) и ее компенсируют силы натяжения со стороны тромба. На малый элемент 
границы действует сила натяжения F, направленная под углом θ(r) к отрицательному направ-
лению оси z; следовательно, полная сила натяжения 2π cosθ( ).rF r  

 
Рис. 2. Граница тромба z(r) 

Запишем второй закон Ньютона для сил, действующих на рассматриваемый цилиндр: 

 2π cosθ( ) 0PS rF r− = . (7) 

Из (7) cosθ( ) ,
2π 2

PS Pr
r

rF F
= =  но 

2 2
cosθ( )

( ) ( )

dz
r

dz dr
=

+
. Из условия прилипания 

cosθ( ) 1R =  следует, что 
2

2
2

4
.

F
R

P
=  Приравнивая выражения для cosθ( ),R  получим 

2 2 2
2

2 2 2 2

( ) ( )
cos θ( )

4 ( ) ( )

Pr r dz
r

F R dz dr
= = =

+
, откуда  

 
2 2

r
dz dr

R r
= ±

−
.  (8) 

Учитывая граничное условие ( ) 0z R z=  (координата прикрепления тромба к стенке сосу-

да), из (8) найдем окончательное уравнение границы тромба: 

 ( ) 2 2
0z r R r z= − + . (9) 

Из (9) следует, что граница тромба имеет форму полусферы радиуса R. 
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Численный метод 

Задача решается на неравномерной прямоугольной сетке ω ω ωr z= × , где 

, 1ω ,  1,  2,  ,  ,  r i r r i i i
r

i
r R i N h r r

N +

⎧ ⎫⎪ ⎪= = = = −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

…  и ω ,  1,  2,  ,  ,  z j z z z
z

L
z jh j N h

N

⎧ ⎫
= = = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

…  (ли-

нии сетки сгущаются около стенок сосуда). 
Величины u, v, vz определены в узлах расчетной сетки, а P� , μ, ρ, и τs — в центрах ячеек 

расчетной сетки, их значения в узлах сетки вычисляются по формуле .µ 0,25i j = ×  

1 2, 1 2 1 2, 1 2 1 2, 1 2 1 2, 1 2(µ +µ +µ +µ )i j i j i j i j+ + + − − + − −× (для P� , ρ, и τs аналогично). Величины vz и U определе-

ны и в узлах сетки и в серединах граней ячеек ( 1 2, )i j+ . 
Для численного решения системы уравнений движения используется метод расщепления 

по направлениям [Федоренко, 1994]. Аппроксимация первого уравнения (6) расщепляется на 
три следующих разностных уравнения: 

 1ρ( ) ,z zu v u F Gτ + Λ = +  (10) 

 1

τ1
ρ 2 μ

s
r ru r u

r Uτ
⎛ ⎞⎛ ⎞= Λ + Λ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
, (11) 

 ( )3 2ρ μ( )z z ru u vτ = Λ Λ + Λ . (12) 

Аналогично для второго уравнения (6): 

 1ρ( )z zv v v L Qτ + Λ = + , (13) 

 ( )1 2

1
ρ μ( )r z rv r u v

rτ = Λ Λ + Λ , (14) 

 3 2

τ
ρ 2 μ

s
z zv v

Uτ
⎛ ⎞⎛ ⎞= Λ + Λ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
, (15) 

где 1, ,
1 2,

,

i j i j
r i j

r i

y y
y

h
+

+

−
Λ = ,  1 2, 1 2,

1 ,
, , 10,5( )

i j i j
r i j

r i r i

y y
y

h h
+ −

−

−
Λ =

+
, , 1 , , 1

1 ,

(1 ) ( 1 2 )i j i j i j
z i j

z

y y y
y

h

α α α+ −+ + − − +
Λ = , 

, 1 ,
2 , 1 2

i j i j
z i j

z

y y
y

h
+

+

−
Λ = , , 1 2 , 1 2

3 ,
i j i j

z i j
z

y y
y

h
+ −−

Λ =  – разностные операторы, 
P

F
r

∂= −
∂

�

, 

2

τ2
μ

su
G

r U
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
P

L
z

∂= −
∂

�

, zv
Q u

r

∂= −
∂

. Определим разности  , 1 2 ,i j r i jf P+ = −Λ � ,  

, 1 ,
, 2

i j i jz z
i j

P P
l +−Λ − Λ

=
� �

 и функции , .
z

i j i j
i

v
q u

r

∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, , , ,

, ,2

2 τ
μ

i j s i j
i j i j

i i

u
g

r U

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Функции F, G, L, 

Q вычислим по трем точкам так, чтобы разностные уравнения имели второй порядок аппрок-
симации по пространству: 

, , 1 2 , 1 2 , 3 2

23 1 1

24 12 24i j i j i j i jF f f fα α+ − −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

, , 1 , , 1

1 1 5 1 1

3 2 6 6 2i j i j i j i jG g g gα α+ −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

для вычисления функции L и Q значения li.j qi,j берутся с теми же весами, что gi,j для функ-
ции G. 
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Целесообразно использовать разности против потока, поэтому принимается значение 

1.α = −  Введем обозначение для кажущейся вязкости 
τ

μ
sa

U
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Разностные операторы, аппроксимирующие производные второго порядка в системе (10–
12), определим следующим образом:  

1, , , 1,
1 1 2 1 2, 1 2 1 2,

, , 1 , , 1

τ 2
2 μ 2 2i j i j i j i js

r r i i j i i j
r i r i r i r i

u u u u
r u r a r a

U h h h h
+ −

+ + − −
− −

⎛ ⎞− −⎛ ⎞⎛ ⎞Λ + Λ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

где , 1 2, 1 2 , 1 2, 1 2
1 2, 1 2, 1 2 1 2, 1 2

1 2

0,5(τ +τ )
0,5(μ +μ ) s i j s i j

i j i j i j
i

a
U

+ + + −
+ + + + −

+

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

( )3 2 3 2 3µ( ) (µ ) (µ )z z r z z z ru v u vΛ Λ + Λ = Λ Λ + Λ Λ , 

где . 1 . . . 1
3 2 , 1 2 , 1 2

1
(µ ) µ µ

i j i j i j i j
z z i j i j

z z z

u u u u
u

h h h
+ −

+ −

⎛ ⎞− −
Λ Λ = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

1 2, 1 2 1, 1 , 1 1, , 1 2, 1 2 1, , 1, 1 , 1
3

,

µ ( ) µ ( )
(µ )

4
i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j

z r
z r i

v v v v v v v v
v

h h
+ + + + + + + − + + − −− + − − − + −

Λ Λ = +  

1 2, 1 2 , 1 1, 1 , 1, 1 2, 1 2 , 1, , 1 1, 1

, 1

µ ( ) µ ( )

4
i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j

z r i

v v v v v v v v

h h
− + + − + − − − − − − −

−

− + − − − + −
+ . 

Разностные операторы, аппроксимирующие производные второго порядка в системе (13–
15), определим следующим образом:  

 ( )1 2 1 2 1µ( ) ( µ ) ( µ )r z r r z r rr u v r u r vΛ Λ + Λ = Λ Λ + Λ Λ ,   

где 

1 2
, , 1

1
( µ )

( )2r z
r i r i z

r u
h h h−

Λ Λ = ×
+

   

1 2, 1 2 1 2 1, 1 1, , 1 , 1 2, 1 2 1 2 , 1 , 1, 1 1,

1 2, 1 2 1 2 1, 1, 1 , , 1 1 2, 1 2 1 2 , , 1 1, 1, 1

( ) ( )

( ) ( )

i j i i j i j i j i j i j i i j i j i j i j

i j i i j i j i j i j i j i i j i j i j i j

r u u u u r u u u u

r u u u u r u u u u

μ μ
μ μ
+ + + + + + + − + − + − + −

+ − + + + − − − − − − − − −

− + − − − + − +⎛ ⎞
×⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + − − − + −⎝ ⎠

, 

 1, , , 1,
1 1 2, 1 2 1 2, 1 2

, , 1 , , 1

2
( µ )

( )
i j i j i j i j

r r i j i i j i
r i r i r i r i

v v v v
r v r r

h h h h
μ μ+ −

+ + − −
− −

⎛ ⎞− −
Λ Λ = −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

; 

. 1 . . . 1
3 2 , 1 2 , 1 2

τ 1
2 μ 2 2i j i j i j i js

z z i j i j
z z z

v v v v
v a a

U h h h
+ −

+ −

⎛ ⎞− −⎛ ⎞⎛ ⎞Λ + Λ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

где , 1 2, 1 2 , 1 2, 1 2
, 1 2 1 2, 1 2 1 2, 1 2

0,5(τ +τ )
0,5(μ +μ ) s i j s i j

i j i j i j
i

a
U

+ + − +
+ + + − +

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Для определения поля давлений совместно с решением уравнения неразрывности введем 
итерационную процедуру 

 τ divn
z

P P
v P u

t z

⎛ ⎞∂ ∂+ = Δ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

� �

� ,  (16) 
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где 
2

2

1 P P
P r

r r r z

∂ ∂ ∂Δ = +
∂ ∂ ∂

� �

� , τn  – итерационный параметр, 
P

t

∂
∂

�

 – производная возмущения дав-

ления по времени, ее численный аналог 
( 1) ( )
, ,

Pτ

l l
i j i jP P+ −� �

, Pτ  – релаксационный параметр, l – номер 

итерации. 
Уравнение (16) решаем методом шахматного (красно-черного) упорядочения [Деммель, 2001]. 
Получена разносная схема, аппроксимирующая систему уравнений движения со вторым 

порядком аппроксимации по пространству. Так как все переменные системы уравнений связа-
ны через давление, то для численного нахождения поля давления применяется метод простой 
итерации. Алгоритм решения: 
o Задаем начальные приближения полей давления и скорости. 
o Предиктор 1. В первом приближении полагаем давление на данном n + 1 шаге по времени 
равным давлению на предыдущем n шаге по времени. 
o Предиктор 2. Решаем систему уравнений (10–15) относительно компонент скорости u и v. 
o Корректор 1. Уравнение (16) для давления P�  решается на установление.  
o Корректор 2. По найденному полю давления пересчитываем значения компонент скорости. 

Предварительные результаты гидродинамического расчета 

В этом разделе показаны результаты расчета пульсирующего потока из бокового сосуда. 
Рассматривается сосуд радиуса 1R =  и длины 10,L =  боковой сосуд присоединяется в точках с 
координатами 1r R= =  и 1 2 ,z z z< <  где 1 5,z =  2 5.5.z =  Скорость стационарного потока в ядре 

течения max 0.1.V =  Профиль скорости в боковом сосуде параболический: 0 ( , )u z t =  
2

0,max 1 2 2 14 ( )( )( ) ( ) ,u t z z z z z z= − − −  где 1 2.z z z< <  Максимальная скорость в боковом сосуде 

изменяется по гармоническому закону: 0,max ( ) (1 cos ).Au t u tπ= −  На рис. 3–5 показаны линии то-

ка, поле полной скорости и поле возмущений давления P�  в момент времени t = 0.25 с, когда 
поток из бокового сосуда начинает увеличиваться. На рис. 6–8 показаны те же данные в момент 
времени t = 1 с, когда поток из бокового сосуда максимален. На рис. 3, 4, 6, 7 горизонтальная 
ось соответствует оси z (оси симметрии сосуда), а вертикальная – оси r.  

 

Рис. 3. Линии тока при t = 0,25 c. Амплитуда uA = 0,05 
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Рис. 4. Поле полной скорости при t = 0.25 с. Амплитуда uA = 0.05 

Видно, что поток из бокового сосуда поворачивает направо под действием основного по-
тока. На основе сравнения рис. 3 и рис. 6 можно сделать вывод, что  тромб совершает колеба-
тельные движения.  

 

Рис. 5. Давление при t = 0.25 c. Амплитуда uA = 0.05 
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Рис. 6. Линии тока при t = 1 c. Амплитуда uA = 0.05 

 

Рис. 7. Поле скоростей при t = 1 с. Амплитуда uA = 0.05 

Заключение 

В работе разработана математическая модель течения крови в окрестности венозной би-
фуркации с облитерирующим тромбом.  

Решение уравнений модели напрямую является непростой задачей, но после применения 
метода расщепления по физическим процессам модель сводится к уравнениям переноса 
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и диффузии, которые достаточно хорошо решаются численно. Для численного решения сис-
темы был применен метод простой итерации.  

Получена разностная схема, аппроксимирующая систему уравнений движения со вторым 
порядком аппроксимации по пространству, и предложен алгоритм ее численного решения. 
Приведены результаты расчетов полей скоростей и давления для случая с пульсирующим по-
током из бокового сосуда.  

 

 

Рис. 8. Давление при t = 1 c. Амплитуда uA = 0,05 

В дальнейшем, применяя предложенную модель, планируется определить устойчивость 
колебаний тромба. Таким образом, по данным УЗИ и модельных расчетов можно установить, 
требуется ли больному тромбозом срочная операция из-за угрозы скорой тромбоэмболии или 
можно ликвидировать тромб химическим путем, зная, что он в ближайшее время не оторвется. 

Автор выражает благодарность и признательность научному руководителю д. ф.-м. н, про-
фессору А. И. Лобанову. 
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